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öèîííûõ äèàãðàìì ìóëüòèêðàåâûõ îñîáåííîñòåé Bl
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íîå ñîîòíîøåíèå íà ÷èñëà K l

n. Êàê ðàíåå áûëî èçâåñòíî, K1
n ÿâëÿåòñÿ n+1-ûì

÷èñëîì Áåðíóëëè-Ýéëåðà, ýòî äîñòàâëÿåò íåîáõîäèìîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë K l

n. Ìû òàêæå íàõîäèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ÷èñåë K l
n

ñ íåáîëüøèì ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì l è âûïèñûâàåì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

1 Ââåäåíèå.
×èñëà Áåðíóëëè-Ýéëåðà, êîòîðûå ÷àñòî îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Kn, íàðÿäó ñ ÷èñëàìè
Ôèáîíà÷è è ÷èñëàìè ñî÷åòàíèé, âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ ìàòåìàòèêè. Â ìà-
òåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ýòè ÷èñëà ìîæíî âñòðåòèòü, êàê ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè sec + tg
â ðÿä Òåéëîðà, à èìåííî:

sec t + tg t =
∞∑

n=0

Kn
tn

n!
.

Ïî àíàëîãèè ñ ÷èñëàìè Êàòàëàíà ÷èñëà Áåðíóëëè-Ýéëåðà ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè íåêî-
òîðîãî �ìàãè÷åñêîãî� òðåóãîëüíèêà. Ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ òàêîãî òðåóãîëüíèêà îïèñà-
íû, íàïðèìåð, â [1]. ×èñëà Áåðíóëëè-Ýéëåðà îáëàäàþò ìíîæåñòâîì âàæíûõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ (ñì. [1], [4] è [5]).

Ðàññìîòðèì îäíî èç ãåîìåòðè÷åñêèõ óïîòðåáëåíèé ÷èñåë â òåîðèè îñîáåííîñòåé.
Êàê áûëî ïîêàçàíî Â. È. Àðíîëüäîì [2], êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà âïîëíå ïðàâèëüíûõ
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Ì-ìîðñèôèêàöèé êðàåâûõ îñîáåííîñòåé ñåðèè Bn òåñíî ñâÿçàíû ñ êîìáèíàòîðèêîé
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíóñîâ Ñïðèíãåðà. Îí òàêæå äîêàçàë, ÷òî êîëè÷åñòâà êîìïîíåíò
ýòèõ îñîáåííîñòåé ðàâíû ÷èñëàì Áåðíóëëè-Ýéëåðà Kn, cì. [1].

Â ýòîé ðàáîòå ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, àíîíñèðîâàííûõ àâòîðîì â [3].
Ðå÷ü ïîéä¼ò îá îáîáùåíèÿõ êðàåâûõ îñîáåííîñòåé Bn ôóíêöèé íà ïðÿìîé äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà êðàé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, à òàêæå äëÿ ñëó÷àåâ áîëüøèõ ðàç-
ìåðíîñòåé. Êîëè÷åñòâà êîìïîíåíò ìíîæåñòâà âïîëíå ïðàâèëüíûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé
îñîáåííîñòè Bl

n òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûì îáîáùåíèåì ÷èñåë Áåðíóëëè-Ýéëåðà. Â
÷àñòíîñòè, ìû äîêàçûâàåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ÷èñëà Kn:

K l+1
n−2 = K l

n − nlK l−1
n .

Êðîìå òîãî, íîâûå ÷èñëà ïåðå÷èñëÿþò êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè îäíîé ñåðèè ñòðàòîâ
êàóñòèê îñîáåííîñòåé A2l+n−1, ñì. ñëåäñòâèå 3.4.

Ìû ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (àíîíñèðîâàííîãî â
ñòàòüå [3]) ìåæäó êîëè÷åñòâîì ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà âïîëíå ïðàâèëüíûõ
Ì-ìîðñèôèêàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n è l.

Ýòà ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî âòîðîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ íåîá-
õîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, â òîì ÷èñëå, îïðåäåëåíèå îñîáåííîñòåé ñåðèè Bl

k. Â
òðåòüåì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèÿõ íà ÷èñëà K l

n. Â êîíöå òðåòüåãî ðàçäåëà ïðèâîäèòñÿ ñâÿçü ÷èñåë K l
n

ñ êîëè÷åñòâîì íåêîòîðûõ ñòðàòîâ îñîáåííîñòåé A2l+n−1. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîãî êîëè÷å-
ñòâà êðàåâûõ òî÷åê ÷èñëà K l

n ÿâíî ñ÷èòàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè-Ýéëåðà. Ñëó÷àé
ìàëîãî êîëè÷åñòâà êðàåâûõ òî÷åê ðàçîáðàí â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå. Ðåêóððåíòíûå ñî-
îòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò âûïèñàòü (ê ñîæàëåíèþ, ñ òðóäíî âû÷èñëèìûìè êîýôôèöèåí-
òàìè) íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷èñåë K l

n ÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè-Ýéëåðà, ñì. ïÿòûé
ðàçäåë.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â. È. Àðíîëüäó, Â. Ì. Çàêàëþêèíó, Ñ. Ê. Ëàíäî è
Á. Ç. Øàïèðî çà îêàçàííóþ ïîìîùü ïðè âûïîëíåíèè ýòîé ðàáîòû, à òàêæå Òåõíè÷å-
ñêèé Óíèâåðñèòåò Ãðàöà (Technische Universit�at Graz) çà ãîñòåïðèèìñòâî è îòëè÷íûå
ðàáî÷èå óñëîâèÿ.

2 Îïðåäåëåíèå îñîáåííîñòåé ñåðèè Bl
n

Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå âïîëíå ïðàâèëüíîé Ì-ìîðñèôèêàöèè êðàåâîé îñîáåííîñòè Bµ

èç ñòàòüè [2]. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rµ−1 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ

xµ + λ1x
µ−1 + . . . + λµ−1x

íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ ôèêñèðîâàííûì �êðàåì� x = 0.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. Âïîëíå ïðàâèëüíàÿ Ì-ìîðñèôèêàöèÿ êðàåâîé îñîáåííîñòè Bµ �
ýòî ìíîãî÷ëåí ýòîãî ñåìåéñòâà, âñå µ − 1 êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé êîòîðîãî íà âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé ðàçëè÷íû è íå ñîâïàäàþò ñ åãî çíà÷åíèåì íà êðàå.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îïðåäåëåíèÿ 2.1 íà ìóëüòèêðàåâûå
îñîáåííîñòè òèïà Bl

n, òî åñòü íà îñîáåííîñòè ó êîòîðûõ âìåñòî îäíîé êðàåâîé òî÷êè
â íóëå � l øòóê.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâà Rn−1 äåéñòâèòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

xn + λ1x
n−1 + λ2x

n−2 + · · ·+ λn−1x

è ïðîñòðàíñòâà Rk−1 �êðàåâûõ òî÷åê� x = bi, ãäå
k∑

i=1

bi = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Âïîëíå ïðàâèëüíàÿ Ì-ìîðñèôèêàöèÿ ìóëüòèêðàåâîé îñîáåííî-
ñòè Bl

n � ýòî ìíîãî÷ëåí, âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè êîòîðîãî âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû,
ïðè÷¼ì çíà÷åíèÿ âî âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ, à òàêæå è çíà÷åíèÿ âî âñåõ êðàåâûõ
òî÷êàõ x = bi ðàçëè÷íû.

Çàìåòèì, ÷òî êðàåâûå òî÷êè ó íàñ ïðîíóìåðîâàíû, èíà÷å íóæíî áûëî áû ðàñ-
ñìàòðèâàòü ôàêòîð ïðîñòðàíñòâà Rl−1 ïî ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò. Êðàåâûå
òî÷êè äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû, òàê êàê îíè ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ïðîîáðàçàì,
êîòîðûå íå ïåðåñòàâëÿþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ì-îáëàñòüþ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
ìíîãî÷ëåíîâ âèäà xn + λ1x

n−1 + λ2x
n−2 + · · ·+ λn−1x, ñîñòîÿùåå èç ìíîãî÷ëåíîâ, âñå

êðèòè÷åñêèå òî÷êè êîòîðûõ âåùåñòâåííû.

Ìíîæåñòâî âïîëíå ïðàâèëüíûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâ-
âîì â Rn−1 × Rl−1, à åãî çàìûêàíèå èìååò âèä (Ì-îáëàñòü)× Rl−1. Îíî ðàçáèâàåòñÿ
íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé, ñîñòîÿùåé èç ïÿòè ãèïåðïî-
âåðõíîñòåé. Òðè ãèïåðïîâåðõíîñòè âñòðå÷àþòñÿ óæå â ñëó÷àå êðàåâûõ îñîáåííîñòåé
òèïà Bn (ñì. òàêæå [2]):

(a) êðàåâàÿ êàóñòèêà, ñîñòîÿùàÿ èç ôóíêöèé ñ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé íà êðàå;

(b) îáûêíîâåííûé ñòðàò Ìàêñâåëëà, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé ñ ðàâíûìè êðèòè÷åñêè-
ìè çíà÷åíèÿìè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ;

(c) êðàåâîé ñòðàò Ìàêñâåëëà, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé, õîòÿ áû îäíî èç êðàåâûõ çíà-
÷åíèé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì (è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà
íå ëåæèò íà êðàå).

3



Çàìåòèì, ÷òî â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ Bn = B1
n, ïðè ýòîì êðàåâàÿ òî÷êà íå çàêðåïëåíà.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå âïîëíå ïðàâèëüíîé Ì-ìîðñèôèêàöèè êðàåâîé îñîáåííî-
ñòè Bn èç ñòàòüè [2] ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïðåäåëåíèÿ 2.2.

Â ñëó÷àå êðàåâûõ îñîáåííîñòåé èììåðñèé Bl
n, ãäå l ≥ 2, äîáàâëÿþòñÿ åù¼ äâå

ãèïåðïîâåðõíîñòè:

(d) äâîéíàÿ êðàåâàÿ êàóñòèêà, ñîñòîÿùàÿ èç ôóíêöèé ñ ñîâïàäàþùèìè êðàåâûìè
òî÷êàìè;

(e) äâîéíîé êðàåâîé ñòðàò Ìàêñâåëëà, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé ñ îäèíàêîâûìè çíà-
÷åíèÿìè â íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ òî÷êàõ.

3 Âû÷èñëåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kn ÷èñëà Áåðíóëëè-Ýéëåðà (âîò íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïåð-
âûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò n = 0: 1, 1, 1, 2, 5, 13, 61, . . .), à ÷åðåç K l

n � êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò ìíîæåñòâà âïîëíå ïðàâèëüíûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé îñîáåííîñòè Bl

n. ×èñëà
Áåðíóëëè-Ýéëåðà ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ ÷èñåë K l

n, à èìåííî K0
n = Kn−1

è K1
n = Kn+1 (ñì. [1]).

Òåîðåìà 3.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

K l+1
n−2 = K l

n − nlK l−1
n .

Äëÿ îñîáåííîñòè B3
2 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

K2
3 = K1

5 − 5K0
5 = K6 − 5K4 = 61− 5 · 5 = 36.

Ìîæíî âûïèñàòü äðóãîå ñîîòíîøåíèå:

K2
3 = K3

1 + 2 · 3K3
1 = 3! + 6 · 5 = 36.

Äîêàçàòåëüñòâî íà÷í¼ì ñ äâóõ ëåìì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ll

n ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè êðàåâîé êàóñòèêè â äîïîëíåíèè ê
îáúåäèíåíèþ ñòðàòîâ è êàóñòèê êîðàçìåðíîñòè 2. Çäåñü èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ó ôóíê-
öèé åñòü îäíà êðèòè÷åñêàÿ è îäíîâðåìåííî êðàåâàÿ òî÷êà. Âñå îñòàëüíûå âûäåëåííûå
òî÷êè ðàçëè÷íû, è çíà÷åíèÿ â íèõ ðàçëè÷íû.

Ëåììà 3.2. Âåðíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî.

Ll
n = l(n− 1)K l−1

n .
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Çàìå÷àíèå 1. Â äîêàçàòåëüñòâàõ ýòîé ÷àñòè ìû èíîãäà èçìåíÿåì ìíîæåñòâî ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê, Â ðåçóëüòàòå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ íå Ì-ìîðñèôèêàöèÿ. Òåì íå ìåíåå, ïîñëå
âåðòèêàëüíîãî ñäâèãà ãðàôèêà ôóíêöèè, îáåñïå÷èâàþùåãî íóëåâóþ ñóììó âñåõ ãðà-
íè÷íûõ òî÷åê, à çàòåì ãîðèçîíòàëüíîãî ñäâèãà ãðàôèêà, îáåñïå÷èâàþùåãî îáíóëåíèå
çíà÷åíèÿ â íóëå, ìû ïîëó÷àåì Ì-ìîðñèôèêàöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âïîëíå ïðàâèëüíóþ Ì-ìîðñèôèêàöèþ ñ l− 1 êðà-
åâîé òî÷êîé è n − 1 êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Çàìåòèì, ÷òî ïðè äåéñòâèè íà êðàåâûõ
òî÷êàõ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê ìû ïîëó÷èì (l − 1)! ðàçëè÷íûõ âïîëíå ïðàâèëüíûõ A-
ìîðñèôèêàöèé èç ðàçíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, íî ñ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì
êðàåâûõ òî÷åê. Ïîñòàâèì â îäíó èç n − 1 êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íîâóþ êðàåâóþ òî÷-
êó, à çàòåì ñäåëàåì íîðìàëèçàöèþ çàìå÷àíèÿ 1. Ïðè äåéñòâèè ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê
íà êðàåâûå òî÷êè ìû èìååì l! ðàçëè÷íûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî íàáîðó
ñèììåòðè÷íûõ (l − 1)! ñòàðûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íàáîð
l!(n− 1) íîâûõ. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 3.2.

Äàëüøå ìû íàéä¼ì êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè âïîëíå ïðàâèëüíûõ Ì-ìîð-
ñèôèêàöèé, ó êîòîðûõ îäíî èç êðàåâûõ çíà÷åíèé ïðåâîñõîäèò âñå êðèòè÷åñêèå èëè
íàîáîðîò âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ áîëüøå íåêîòîðîãî êðàåâîãî. Êîìïîíåíòû, âñå
êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ Ì-ìîðñèôèêàöèé êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ âíóòðè íåêîòîðîãî îò-
ðåçêà ñ êîíöàìè â êðàåâûõ çíà÷åíèÿõ, ñ÷èòàþòñÿ äâàæäû. Ïóñòü K̂ l

n � ÷èñëî òàêèõ
êîìïîíåíò.

Ëåììà 3.3. Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

K̂ l
n = 2lK l−1

n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n � ÷¼òíî. Òîãäà êàæäàÿ ìîðñèôèêàöèÿ èìååò äâå íå-
îãðàíè÷åííûå âåòâè, óõîäÿùèå íà ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå
êðàåâîå çíà÷åíèå. Åñëè îíî áîëüøå âñåõ êðèòè÷åñêèõ, òî îíî ïðèíèìàåòñÿ â òî÷êå,
ïðèíàäëåæàùåé îäíîé èç äâóõ âåòâåé, îïèñàííûõ âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîé
âïîëíå ïðàâèëüíîé Ì-ìîðñèôèêàöèè ñ l − 1 êðàåâîé òî÷êîé ìû èìååì l ðàçëè÷íûõ
Ì-ìîðñèôèêàöèé, ãäå îäíà èç êðàåâûõ òî÷åê bi : 1 ≤ i ≤ l íà ïðàâîé âåòâè, è çíà÷åíèå
â íåé ìàêñèìàëüíîå ñðåäè êðàåâûõ è êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ïîðÿäîê æå îñòàëüíûõ
òî÷åê ñîõðàí¼í. Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëåâîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè.
Ñëåäîâàòåëüíî K̂ l

2n = 2lK l−1
2n .

Åñëè n íå÷¼òíî, òî êàæäàÿ Ì-ìîðñèôèêàöèÿ èìååò äâå âåòâè, íàïðàâëåííûå â
ðàçíûå ñòîðîíû. Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû 3.3. Íàïîìíèì, ÷òî íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ìû ñ÷èòàåì äâàæäû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà âïîë-
íå ïðàâèëüíûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé ñ l+1 êðàåâîé òî÷êîé è n−3 êðèòè÷åñêèìè. Ïóñòü f
íåêîòîðàÿ Ì-ìîðñèôèêàöèÿ èç ýòîé êîìïîíåíòû. Âûáåðåì ïîñëåäíþþ êðàåâóþ òî÷-
êó bl+1 è äîáàâèì ê íåé òàêóþ δ-îáðàçíóþ ôóíêöèþ, ñîñðåäîòî÷åííóþ â ýòîé òî÷êå,
÷òîáû íîâàÿ Ì-ìîðñèôèêàöèÿ èìåëà êðèòè÷åñêóþ òî÷êó â bl+1 ñî ñòàðûì êðàåâûì
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çíà÷åíèåì (è îòíîðìèðóåì, êàê â çàìå÷àíèè 1). Çíà÷åíèå âî âòîðîé ñîñåäíåé êðèòè÷å-
ñêîé òî÷êå, îáðàçîâàííîé ïðè ïðèáàâëåíèè δ-îáðàçíîé ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì
íàèáîëüøèì ñðåäè âñåõ êðèòè÷åñêèõ è êðàåâûõ çíà÷åíèé. Ì-ìîðñèôèêàöèÿ èìååò
òåïåðü l êðàåâûõ è n− 1 êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî âû÷èòàòü δ-
îáðàçíóþ ôóíêöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî êàæäîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà âïîëíå ïðàâèëü-
íûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé ñ l + 1 êðàåâîé è n − 3 êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ìû ñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå 2 êîìïîíåíòû âïîëíå ïðàâèëüíûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé ñ l êðàåâûìè è n−1
êðèòè÷åñêîé òî÷êàìè.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Ì-ìîðñèôèêàöèé êðà-
åâîé êàóñòèêè ñ n − 1 êðèòè÷åñêîé òî÷êîé è l êðàåâûìè. Îäíà èç êðàåâûõ òî÷åê
� êðèòè÷åñêàÿ, à â îñòàëüíûõ âûäåëåííûõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû. Ðàññìîòðèì
êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ êðàåâîé. Ñäâèíåì êðàåâóþ òî÷êó âïðàâî èëè âëå-
âî íà ìàëóþ âåëè÷èíó. Åñëè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ìû äîáàâèì
δ-îáðàçíóþ ôóíêöèþ â ýòîé òî÷êå (è îòíîðìèðóåì), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âû÷òåì δ-
îáðàçíóþ ôóíêöèþ. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå â òî÷êå èçìåíèòñÿ. Îíî ñòàíåò ìàêñèìàëü-
íûì (ìèíèìàëüíûì). Äëÿ êðàåâîé òî÷êè âîçìîæíû äâà ïîëîæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, â êàêóþ ñòîðîíó ìû ñäâèãàëè êðàåâóþ òî÷êó. Ìû ïîëó÷èëè äâå âïîëíå ïðàâèëü-
íûå Ì-ìîðñèôèêàöèè ñ n − 1 êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè è l êðàåâûìè. Ñëåäîâàòåëüíî
êàæäîé êîìïîíåíòå êðàåâîé êàóñòèêè ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå äâå êîìïîíåíòû
âïîëíå ïðàâèëüíûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó âïîëíå ïðàâèëüíûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé ñ n − 1
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé è l êðàåâîé, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïðåâîñ-
õîäÿùåå âñå êðàåâûå çíà÷åíèÿ. Âîçüì¼ì ôóíêöèþ èç ýòîé êîìïîíåíòû. Ïóñòü xi

òî÷êà ñ ìàêñèìàëüíûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì. Íàéä¼ì áëèæàéøóþ ê íåé ñëåâà è
ñïðàâà ñïåöèàëüíûå òî÷êè (êðèòè÷åñêóþ èëè êðàåâóþ). Âûáåðåì èç ýòèõ òî÷åê îä-
íó ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì. Ïðîäåëàåì îïåðàöèþ, îáðàòíóþ ê ïðèáàâëåíèþ δ-îáðàçíîé
ôóíêöèè, êîòîðàÿ �îïóñòèò� ìàêñèìàëüíîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äî óðîâíÿ ñîñåäíåé
òî÷êè ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì. Â ðåçóëüòàòå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Âî-ïåðâûõ, ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ñ äâîéíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Çàìåíèì äâîéíóþ òî÷êó
íà êðàåâóþ bl+1. Âî âòîðîì ñëó÷àå íîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü îäíó êðèòè÷åñêóþ
êðàåâóþ òî÷êó. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì â ñëó÷àå ìèíèìàëüíîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷å-
íèÿ.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

2K l
n − K̂ l

n = 2Ll
n + 2K l+1

n .

Ïðèìåíèì òåïåðü ëåììû 3.2 è 3.3:

2K l
n − 2lK l−1

n = 2l(n− 1)K l−1
n + 2K l+1

n−2.

Ñëåäîâàòåëüíî
K l+1

n−2 = K l
n − nlK l−1

n
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ÷àñòè ìû óêàæåì ñâÿçü ÷èñåë K l

n ñ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè
íåêîòîðûõ ñòðàòîâ êàóñòèêè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è çíà-
÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2l + n (ò. å. A2l+n−1).

Ñëåäñòâèå 3.4. Ðàññìîòðèì âñå îòêðûòûå ñòðàòû êàóñòèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ìíîãî÷ëåíàì èç Ì-îáëàñòè, l ïàð êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðûõ, ñîâïàëè íåêîòîðûì
îáðàçîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè òàêèõ ñòðàòîâ ðàâ-
íî K l

n/l!.

4 Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3.1. Ñëó÷àé ìàëîãî êîëè÷åñòâà
êðàåâûõ òî÷åê

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëà K l
n äëÿ l ≤ 5. Â [1] Â. È. Àðíîëüäîì äîêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâî

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè âïîëíå ïðàâèëüíûõ Ì-ìîðñèôèêàöèé áåç ãðàíèö ðàâíî ÷èñëó
Áåðíóëëè-Ýéëåðà, òî åñòü K(An−1) = Kn−1. Òàì æå íàéäåíî K(Bn) äëÿ ìóëüòèêðà-
åâûõ îñîáåííîñòåé Bn: K(Bn) = Kn+1. Èòàê: K0

n = Kn−1 è K1
n = Kn+1. Ïðîñòûì

âû÷èñëåíèåì âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà.

Ñëåäñòâèå 4.1. Âåðíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷èñåë K l
n ÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè-

Ýéëåðà.
K2

n = Kn+3 − (n + 2)Kn+1;
K3

n = Kn+5 − (3n + 8)Kn+3;
K4

n = Kn+7 − (6n + 20)Kn+5 + 3(n + 2)(n + 4)Kn+3;
K5

n = Kn+9 − (10n + 40)Kn+7 + (15n2 + 110n + 184)Kn+5

. . .

Ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè-Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ

K(t) = tan(t) + sec(t).

Íàéä¼ì ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ÷èñåë Bl
n ïðè l ≤ 4. Çàìåòèì, ÷òî

â ñëó÷àå l = 0 è l = 1 ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ìîæíî ñ÷èòàòü K(t), îäíàêî â íàøèõ
îáîçíà÷åíèÿõ ýòî áóäóò

K0(t) =
∫

K(t)dt = − ln(cos t) + ln(tan( t
2

+ π
4
)) + C è

K1(t) = K ′(t) = 1+K2

2
= 1+sin t

cos2 t
= 1

1−sin t

ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñëåäñòâèå 4.2. Ýêñïîíåíöèàëüíûìè ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè äëÿ l = 2, 3, 4 ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

K2(t) = K ′′′(t)− (tK(t))′′ = 3 sin t−t cos t
(1−sin t)2

;

K3(t) = (K ′′ − 3tK ′ + K)′′′ = 3
(1−sin t)3

(
sin t(3 sin t + 7)− 3t cos t(5 + sin t)

)
;

K4(t) = (K ′′′ − 6tK ′′ + (3t2 + 4)K ′ − 3tK)(4) =(
3t2

1−sin t
− 3t cos t

(1−sin t)2
(3− sin t) + 3(2−sin t)

(1−sin t)2

)(4)

.

Ïóñòü
K(x, y) =

∑ K l
n

l!n!
xlyn

� ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ñëåäñòâèå 4.3. Ôóíêöèÿ K(x, y) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Kx = (1− 2x)Kyy − xyKyyy.

Á. Ç. Øàïèðî ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíê-
öèè äâóõ ïåðåìåííûõ R(x, y) è S(x, y) îòäåëüíî äëÿ Rl

n = K l
2n è äëÿ Sl

n = K l
2n−1. Ïðè

ýòîì ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ïîíèæàåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ôóíêöèè R(x, y) è S(x, y) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ

Rx = (1− 2x)Ry − 2xyRyy

Sx = (1− 2x)Sy − x(2y − 1)Syy.

Â çàâåðøåíèå ýòîé ÷àñòè îïèøåì ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó B2
n ïðè ïîìîùè �êàð-

òèíîê� â ñëîÿõ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

π : (M-îáëàñòü)× R2 → M-îáëàñòü.

Êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó f(x) ñîîòâåòñòâóåò êîñîñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïå-
ðåìåííûõ âèäà f(b1) = f(b2). Ýòîò ìíîãî÷ëåí çàäà¼ò äâîéíîé êðàåâîé ñòðàò Ìàêñ-
âåëëà è êðàåâóþ êàóñòèêó â ñëîå. Ãðàíè÷íàÿ êàóñòèêà è êðàåâîé ñòðàò Ìàêñâåëëà
â ñëîå çàäàþòñÿ âåðòèêàëüíûìè è ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè, îáðàçóþùèìè ïðÿ-
ìîóãîëüíóþ ñåòêó, â êîòîðóþ �âïèñàíà� êðèâàÿ f(b1) = f(b2). Ýòè êðèâûå äîâîëüíî
ëåãêî ðèñîâàòü. Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåä¼ì âñå ñõåìàòè÷åñêèå ðèñóíêè äëÿ îñîáåííîñòåé
B2

3 è B2
4 (ñì. ðèñ. 1 è 2). Çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ f(b1) = f(b2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáú-

åäèíåíèå ïðÿìîé b1 = b2 ñ íåêîòîðîé êðèâîé ñòåïåíè n − 1. Â ÷àñòíîñòè â ñëó÷àå
B2

3 ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèå ïðÿìîé è ýëëèïñà (ñì. ðèñ. 1). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêà-
åò åñòåñòâåííàÿ ïðîáëåìà îïèñàíèÿ âñåõ êîìáèíàòîðíûõ òèïîâ òàêèõ ðèñóíêîâ äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n.
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Ðèñóíîê 1. Ñëîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ Ì-îáëàñòè îñîáåííîñòè B2
3 .
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5 Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3.1. Ñâÿçü ñ ÷èñëàìè Áåðíóë-
ëè-Ýéëåðà

Â ýòîé ÷àñòè ìû âûâåäåì íåêîòîðîå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà K l
n, àíàëîãè÷íîå ñîîò-

íîøåíèþ ñëåäñòâèÿ 4.1. Çàòåì îïðåäåëèì K l
n äëÿ îòðèöàòåëüíûõ n, ïî ìîäóëþ íå

ìåíüøèõ ÷åì l. ×åðåç ýòè ÷èñëà ìû âûïèøåì âûòåêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà ÷èñëà
Áåðíóëëè-Ýéëåðà.

Ñëåäñòâèå 5.1. Âûðàæåíèå äëÿ K l
n áóäåò ñëåäóþùèì:

K l
n = Kn+2l−1−

( l(l−1)
2

n + (l+1)l(l−1)
3

)Kn+2l−3+

l(l − 1)(l − 2)(l − 3)(1
8
n2 + 2l+1

12
n + (l+1)(5l−2)

90
)Kn+2l−5+

[ l
2
]+1∑

k=4

((
(−1)k−1

2k−1(k−1)!
l!

(l−2k+2)!

k−1∑
d=0

(pk,d(l)n
d)

)
Kn+2(l−k)+1

)
,

ãäå pk,d(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k − d − 1 ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàâè-
ñÿùèìè òîëüêî îò k è d.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî l.
ßâíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ pk,d(x) íå èçâåñòíû íà äàííûé

ìîìåíò, òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóåò ðåêóððåíòíûé ñïîñîá èõ âû÷èñëåíèÿ. Ïðèâåäåì
ôîðìóëû ìíîãî÷ëåíîâ ïðè d = k−1, d = k−2 è d = k−3.

Ñëåäñòâèå 5.2. Âåðíû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

pk,k−1(x) = 1;

pk,k−2(x) = (k−1)
3

(2x + 4− k);

pk,k−3(x) = (k−1)(k−2)
90

(
20x2 + (72− 20k)x + (5k2 − 39k + 64)

)
.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñëåäñòâèÿ 5.1 ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ íà ÷èñëà Áåð-
íóëëè-Ýéëåðà. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íåêîòîðûõ èç íèõ. Ïîäñòàâèâ n = 1 è n = 2 â
ôîðìóëó ñëåäñòâèÿ 5.1, ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâà ïðèâåä¼ííîé íèæå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.3. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà ÷èñëà Áåðíóëëè-Ýéëåðà:

K2l − l! = K2l −K l
1 =

[ l
2
]+1∑

k=2

(
(−1)k

2k−1(k−1)!
l!

(l−2k+2)!

k−1∑
d=0

pk,d(l)
)
K2(l−k+1);

K2l+1 − 2ll! = K2l+1 −K l
2 =

[ l
2
]+1∑

k=2

(
(−1)k

2k−1(k−1)!
l!

(l−2k+2)!

k−1∑
d=0

(pk,d(l)2
d)

)
K2(l−k+1)+1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ñëåäñòâèÿ 4.1 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñåë K l
n ïðè n ≤ 0.
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K l
n l=1 l=2 l=3 l=4 l=5

n=0 1 0 0 0 0
n=-1 1 0 0 0 0
n=-2 ? 1 0 0 0
n=-3 ? ? 2 0 0
n=-4 ? ? ? 6 0
n=-5 ? ? ? ? 24

Ìîæíî ñ÷èòàòü, K l
0 � ýòî êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà ìíîãî-

÷ëåíîâ ñòåïåíè 0 c l êðàåâûìè òî÷êàìè, â êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò ðàçíûå
çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âñå òî÷êè ïðÿìîé êðèòè÷åñêèå, è ñîîòâåòñòâåííî êðèòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñ êðàåâûìè. ×òî îáîçíà÷àþò ÷èñëà äëÿ îòðèöàòåëüíûõ n,
àâòîðó íå èçâåñòíî.

Çàìåòèì, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà â êàæäîé ñòðîêå ñòîÿò íóëè. Ñôîðìóëèðóåì
ýòî óòâåðæäåíèå â ñëåäóþùåé ëåììå.
Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ïóñòü n ≤ −1, òîãäà K l

n = 0 äëÿ l > −n, à K−n
n = (−n − 1)!.

K l
0 = 0 ïðè l > 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå 3.1. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ

ïî n.
K l

0 = K l−1
2 − 2(l − 1)K l−2

2 = (2l − 2)!!− (2l − 2)(2l − 4)!! = 0 ïðè l − 2 ≥ 0.
K l
−1 = K l−1

1 − (l − 1)K l−2
2 = (l − 1)!− (l − 1)(l − 2)! = 0 ïðè l − 2 ≥ 0.

K l
−2 = K l−1

0 = 0 ïðè l − 1 ≥ 2.
Â îáùåì ñëó÷àå K l

n = K l−1
n+2 − (n + 2)(l − 1)K l−2

n+2, åñëè n < −2, l − 2 ≥ −2 − n.
K−n

n = K−n−1
n+2 − (n + 2)(−n− 1)K−n−2

n+2 = 0 + (n + 2)(n + 1)(−n− 3)! = (−n− 1)!.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ìû âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ íà ÷èñëà Áåðíóëëè-Ýéëåðà âû-

òåêàþùèå èç ñëåäñòâèÿ 5.1 è ïðåäëîæåíèÿ 5.4.
Ñëåäñòâèå 5.5. Ïóñòü n ≤ 0, l > max(1,−n), òîãäà

0 = K l
n = Kn+2l−1 +

[ l
2
]+1∑

k=2

(( (−1)k−1

2k−1(k − 1)!

l!

(l − 2k + 2)!

k−1∑

d=0

(pk,d(l)n
d)

)
Kn+2(l−k)+1

)
.

Åñëè l = −n, òî

(l − 1)! = K−n
n = Kl−1 +

[ l
2
]+1∑

k=2

(( (−1)k−1

2k−1(k − 1)!

l!

(l − 2k + 2)!

k−1∑

d=0

(pk,d(l)(−l)d)
)
Kl−2k+1

)
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè l > 1:

0 = K l
0 = Kn+2l−1 +

[ l
2
]+1∑

k=2

(( (−1)k−1

2k−1(k − 1)!

l!

(l − 2k + 2)!
pk,0(l)

)
K2(l−k)+1

)
.
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