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Ââåäåíèå.Â ýòîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà è ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõöåïíûõ äðîáåé ïî Êëåéíó, à òàêæå ñòðîèòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ïà-ðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.0.1 Îá îäíîì îáîáùåíèè îäíîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé íàìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.Ïðîáëåìà îá îáîáùåíèè ïîíÿòèÿ îáûêíîâåííîé öåïíîé äðîáè íà ìíîãîìåðíûéñëó÷àé áûëà ïîñòàâëåíà Ø. Ýðìèòîì â 1839 ãîäó [62℄. Ìíîæåñòâî ïîïûòîê ðå-øèòü ýòó ïðîáëåìó ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ íåñêîëüêèõ çàìå÷àòåëüíûõ òåîðèéìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ìîäåëåé îáîáùåíèÿîäíîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Êëåéíà.Îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè ïî Êëåéíó áûëî äàíî Ô. Êëåéíîì âðàáîòàõ 1895 è 1896 ãîäîâ [26℄ è [27℄. Â äàëüíåéøåì ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáèïî Êëåéíó áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ìíîãîìåðíûìè öåïíûìè äðîáÿìè. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà f(x; y) = ax2+ bxy+ 
y2 ñ öåëûìè êîý��èöè-åíòàìè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ëèíåéíûõ íåîáÿçàòåëüíî öåëî÷èñëåííûõñîìíîæèòåëåé. Êëåéí ðàññìîòðåë ñëåóäþùóþ ìîäåëü îäíîìåðíîé öåïíîé äðîáèäëÿ äàííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Ëèíåéíûå ñîìíîæèòåëè êâàäðàòè÷íîé �îð-ìû f(x; y) ïîðîæäàþò ÷åòûðå êîíóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â êàæäîìêîíóñå ñòðîèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà âñåõ öåëûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõ-ñÿ â ýòîì êîíóñå. �ðàíèöû òàêèõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê íàçûâàþòñÿ ïàðóñàìè.Îäíîìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü � ìíîæåñòâî ÷åòûð¼õ ïîñòðîåííûõ ïàðóñîâ. Â ïåð-âîé ãëàâå ðàáîòû îáñóæäàåòñÿ ðàçíèöà ìåæäó ïîíÿòèÿìè îáûêíîâåííîé öåïíîéäðîáè è îäíîìåðíîé öåïíîé äðîáè äëÿ ìîäåëè Êëåéíà.Òîëüêî íà âåðøèíàõ ïàðóñîâ îäíîìåðíîé öåïíîé äðîáè äîñòèãàåòñÿ ìèíè-ìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ �îðìû f(x; y) íà ìíîæåñòâå öåëûõ òî÷åê áåç íà÷àëàêîîðäèíàò, ñì. áîëåå ïîäðîáíî â [18℄. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðàöèî-íàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x; y) = 0, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàè-7



ëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè ñðåäè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ íåáîëüøèìè ïî ìîäóëþ÷èñëèòåëÿìè è çíàìåíàòåëÿìè. Îòìåòèì, ÷òî, åñëè óðàâíåíèå f(x; y) = 0 íåèìååò ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé, òî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, ïàðóñà ñîîòâåòñòâó-þùåé öåïíîé äðîáè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêèìè, ÷òî ïîçâîëÿåòïðîñòî îïèñûâàòü ìíîæåñòâî âåðøèí ïàðóñîâ äðîáè.Ïóñòü òåïåðü F (x; y; z) � êóáè÷åñêàÿ �îðìà ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè,ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ �îðì. Ïî àíàëî-ãèè Êëåéí ïîñòðîèë "äâóìåðíóþ öåïíóþ äðîáü". Ëèíåéíûå ñîìíîæèòåëè êâàä-ðàòè÷íîé �îðìû F (x; y; z) ïîðîæäàþò âîñåìü êîíóñîâ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êî-îðäèíàò. Â êàæäîì êîíóñå Êëåéí ðàññìîòðåë âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâàâñåõ öåëûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîì êîíóñå. Äâóìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü ïîÊëåéíó � ìíîæåñòâî âñåõ âîñüìè ïîñòðîåííûõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê, êîòîðûåòàêæå íàçûâàþòñÿ ïàðóñàìè. Âåðøèíû ãðàíèöû ýòîé âûïóêëîé îáîëî÷êè òàê-æå äîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè jF (x; y; z)j íà ìíîæåñòâå öåëûõòî÷åê áåç íà÷àëà êîîðäèíàò è, òåì ñàìûì, íàèëó÷øèå öåëî÷èñëåííûå è ðàöè-îíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ F (x; y; z) = 0. Åñëè óðàâíåíèåF (x; y; z) = 0 íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé, òî èç òåîðåìû Äèðèõëå îá åäè-íèöàõ (ñì. [12℄) ñëåäóåò, ÷òî âñå ïàðóñû ñîîòâåòñòâóþùåé öåïíîé äðîáè ÿâëÿþò-ñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêèìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîñòî îïèñûâàòü ìíîæåñòâîâåðøèí íà ïàðóñàõ äðîáè.Êîíñòðóêöèÿ Êëåéíà äâóìåðíîé öåïíîé äðîáè íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåòñÿíà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.�ÿä ñâîéñòâ îäíîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé èìååò ìíîãîìåðíûå àíàëîãè. Õ. Öó-òèõàñè [57℄ îáíàðóæèë ñâÿçü ìåæäó ïåðèîäè÷åñêèìè ìíîãîìåðíûìè öåïíûìèäðîáÿìè è ìíîãîìåðíûìè êàñïîâûìè îñîáåííîñòÿìè. Ñâÿçü ìåæäó ìíîãîìåð-íûìè öåïíûìè äðîáÿìè è áàçèñàìè �èëüáåðòà îïèñàíà Æ.-Î. Ìóññà�èðîì [41℄è Î. Í. �åðìàíîì [19℄. Ì. Ë. Êîíöåâè÷ è Þ. Ì. Ñóõîâ èçó÷èëè íåêîòîðûå ñòà-òèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïàðóñîâ ñëó÷àéíî âûáðàííîé ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðî-áè [28℄. Îáîáùåíèþ îäíîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ñ îãðàíè÷åííûìè öåëî÷èñëåí-íûìè äëèíàìè ð¼áåð (÷èñëà îòâå÷àþùèå òàêèì öåïíûì äðîáÿì õóæå âñåãî ïðè-8



áëèæàþòñÿ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè) íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé è èññëåäîâàíèþ èõñâîéñòâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Á. Ô. Ñêóáåíêî [51℄ è [52℄ è Î. Í. �åðìàíà [20℄.Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé îïèñàíà â êíèãå À. ß. Õèí-÷èíà [56℄. Â ñâîåé êíèãå [6℄ Â. È. Àðíîëüä ïðåäñòàâèë îáçîð òåîðåì è çàäà÷,ñâÿçàííûõ ñ îäíîìåðíûìè è ìíîãîìåðíûìè öåïíûìè äðîáÿìè.Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ïàðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé áûëî ïî-ñòðîåíî â ðàáîòàõ Å. È. Êîðêèíîé [30℄, [32℄ è [33℄, Æ. Ëàøî [34℄ è [35℄, À. Ä. Áðþ-íî è Â. È. Ïàðóñíèêîâà [14℄, [44℄, [45℄, [46℄ è [47℄, àâòîðà [64℄ è [65℄. Èíòåðåñíàÿêîëëåêöèÿ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ñîáðàíà â ðàáîòå K. Áðèããñà [13℄.Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé ãëàâå.Êðîìå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ïðåäëî-æåííîãî Êëåéíîì, è, èññëåäóåìîãî â ýòîé ðàáîòå, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî äðóãèõèíòåðåñíûõ îáîáùåíèé. Âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýòèìè îáîáùåíèÿìè íà íàñòîÿùèéìîìåíò ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åíû, èõ íàõîæäåíèå íåñîìíåííî ïðèâåä¼ò ê íîâûìîòêðûòèÿì â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå èçâåñòíûå èçîáîáùåíèé îáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé.Ïåðâîå çíàìåíèòîå îáîáùåíèå îáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé íà ìíîãîìåð-íûé ñëó÷àé áûëî ïðåäëîæåíî Ê. ßêîáè [63℄ â 1869 ãîäó. Îí ðàññìîòðåë àëãîðèòìïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðà-öèîíàëüíûìè âåêòîðàìè è îáîáùèë åãî íà âåêòîðû â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.Â äàëüíåéøåì àëãîðèòì Ê. ßêîáè áûë èçó÷åí è ìîäè�èöèðîâàí Î. Ïåððî-íîì [48℄. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ Ê. ßêîáè è Î. Ïåððîíà àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿàëãîðèòìàìè ßêîáè-Ïåððîíà, à ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ � ìíîãîìåðíû-ìè öåïíûìè äðîáÿìè (ïî ßêîáè è Ïåððîíó). Íåêîòîðûå ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâàîáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé èìåþò îáîáùåíèÿ äëÿ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðî-áåé ßêîáè-Ïåððîíà [58℄, [49℄ è [59℄. Â äàëüíåéøåì, ðàçëè÷íûå âåðñèè àëãîðèò-ìîâ ßêîáè-Ïåððîíà áûëè ïðåäñòàâëåíû è èçó÷åíû â ðàáîòàõ Ä. Ì. Õàðäêàñòëàè Ê. Õàíèíà [55℄, Ò. �àððèòè [23℄ è [10℄, Ë. Ä. Ïóñòûëüíèêîâà [50℄ è ìíîãèõäðóãèõ ðàáîòàõ (ñì. òàêæå êíèãè Ë. Áåðíøòåéíà [11℄ è Ô. Øâåéãåðà [60℄).Â ñâîèõ ðàáîòàõ �. Ìèíêîâñêèé [38℄ è �. Ô. Âîðîíîé [17℄ ïðåäëîæè-9



ëè åù¼ îäíî îáîáùåíèå îáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé. Ìíîãîìåðíûå öåïíûåäðîáè, ïîñòðîåííûå ýòèìè àâòîðàìè îáëàäàþò íåêîòîðûìè ãåîìåòðè÷åñêè-àëãîðèòìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì îáûêíîâåííûõ öåï-íûõ äðîáåé. Èõ èäåè ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â ðàáîòàõ À. Ä. Áðþíî è Â. È. Ïàðóñ-íèêîâà [15℄ è [16℄. Íåäàâíî â ðàáîòàõ À. Ê. Ìèòòàë è À. Ê. �àïòû. [39℄ è [40℄áûëî ïîñòðîåíî òåîðåòèêî-÷èñëîâîå îáîáùåíèå îäíîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.0.2 �åçóëüòàòû ðàáîòû.Â ýòîé ðàáîòå ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è.1. Êëàññè�èöèðîâàíû âñå äâóìåðíûå ãðàíè ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðî-áåé íà ïëîñêîñòÿõ, ðàñïîëîæåííûõ íà öåëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè, áîëüøåì åäè-íèöû îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿýêâèâàëåíòíîñòè.2. Îïèñàí íîâûé ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëà-ñòåé äâóìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïàðóñîâ öåïíûõ äðîáåé. Âñå øàãè àëãîðèòìà,êðîìå ïîñëåäíåãî, áóêâàëüíî îáîáùàþòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Îáîáùåíèåïîñëåäíåãî øàãà óïèðàåòñÿ â ñëîæíûå çàäà÷è îáùåé òîïîëîãèè. Â ðàáîòå ïðåä-ëîæåíî íåêîòîðîå îáîáùåíèå ïîñëåäíåãî øàãà, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâ-íûì.3. Ïîñòðîåíî äâà äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ è òðè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà�óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ ïåðèîäè÷åñêèõ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Ïàðàìåòðû ýòèõ ñåìåéñòâ � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.Ïåðâûå äâà ðåçóëüòàòà ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìû è ïîëåçíû ñàìè ïî ñåáå.Îäíàêî êëàññè�èêàöèÿ äâóìåðíûõ ãðàíåé ñèëüíî îáëåã÷àåò ïîñëåäíèé øàã àë-ãîðèòìà ðåçóëüòàòà 2 â äâóìåðíîì ñëó÷àå.Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ ïåðèîäè÷åñêèõäâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ï. 3 öåëèêîì áàçèðóåòñÿ íà àëãîðèòìå ðåçóëüòàòà 2.Îïèøåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áîëåå ïîäðîáíî.
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0.3 Çàäà÷à î äâóìåðíûõ ãðàíÿõ ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõöåïíûõ äðîáåé.Èíòåðåñ ê ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé áûë èíèöè-èðîâàí ðàáîòîé Â. È. Àðíîëüäà [3℄ è ïîñëåäóþùåé ðàáîòîé Å. È. Êîðêèíîé [30℄.Íà÷èíàÿ ñ 1989 ãîäà, Â. È. Àðíîëüä ñ�îðìóëèðîâàë ñåðèþ ïðîáëåì è ãèïîòåç,ñâÿçàííûõ ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Ìíîãèåèç ýòèõ ïðîáëåì äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ îòêðûòûìè, à ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâàìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åííûìè. Çàäà÷è î ãåîìåòðè÷å-ñêèõ ñâîéñòâàõ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ïî Êëåéíó âîøëè â êà÷åñòâå îäíîãîèç ðàçäåëîâ â ïðîãðàììó ïî èçó÷åíèþ �ïñåâäîïåðèîäè÷åñêîé òîïîëîãèè�, ðàç-ðàáîòàííóþ Â. È. Àðíîëüäîì [5℄ è ïðåäñòàâëåííóþ â êíèãå [4℄ ïîä ðåäàêöèåéÂ. È. Àðíîëüäà, À. Â. Çîðè÷à è Ì. Ë. Êîíöåâè÷à.Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïåðâûå øàãè ïî èçó÷åíèþ ãåî-ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Îäíèì èç ïåðâîñòåïåííûõåñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ãðàíÿõ:êàêèå êîìïàêòíûå ãðàíè áûâàþò ó ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé?Êîìïàêòíûå ãðàíè ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ÿâëÿþòñÿ âûïóê-ëûìè ìíîãîãðàííèêàìè, âåðøèíû êîòîðûõ � öåëûå òî÷êè. Òàêèå îáúåêòû ïðà-âèëüíî èçó÷àòü ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Äâàìíîãîãðàííèêà íàçûâàþòñÿ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî (öåëî÷èñëåííî-à��èííî) ýê-âèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå (à��èííîå) ïðåîáðàçîâàíèå ïðî-ñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþùåå ðåø¼òêó öåëûõ òî÷åê, êîòîðîå ïåðåâîäèò îäèí ìíî-ãîãðàííèê â äðóãîé. Èòàê, ïåðå�îðìóëèðóåì çàäà÷ó.Êàêèå êîìïàêòíûå ãðàíè áûâàþò ó ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ñòî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè?Ïîëíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë èçâåñòåí òîëüêî äëÿ îäíîìåðíûõ êîì-ïàêòíûõ ãðàíåé. Îäíîìåðíûå êîìïàêòíûå ãðàíè ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõäðîáåé ìîãóò ñîäåðæàòü ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî öåëûõ òî÷åê. Äâå îäíîìåðíûåêîìïàêòíûå ãðàíè öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òî-11



ãäà, êîãäà êîëè÷åñòâà öåëûõ òî÷åê íà íèõ ñîâïàäàþò.Ïðåæäå ÷åì îñâåòèòü ñèòóàöèþ ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì, ïðèâåä¼ì íóæ-íûå îïðåäåëåíèÿ. Òî÷êà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ öåëîé, åñëè âñå êîîðäèíà-òû ýòîé òî÷êè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ öåëîé, åñëèîíà öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ïîäðåø¼òêó ðåø¼òêè öåëûõ òî÷åê, ðàíã êî-òîðîé ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïëîñêîñòè. �àññìîòðèì öåëóþ k-ìåðíóþ ïëîñêîñòü èöåëóþ òî÷êó â äîïîëíåíèè ê ýòîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îòäàííîé òî÷êè äî äàííîé ïëîñêîñòè ðàâíî l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l0 ìèíèìàëüíîåíåíóëåâîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå äî ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè îò öåëûõ òî-÷åê, ëåæàùèõ â (k+1)-ìåðíîé ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà äàííûå k-ìåðíóþ ïëîñ-êîñòü è öåëóþ òî÷êó. Îòíîøåíèå l=l0 íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåìîò äàííîé öåëîé òî÷êè äî äàííîé öåëîé ïëîñêîñòè. Öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèåÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííûì èíâàðèàíòîì. Öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äîíà÷àëà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûì èíâàðèàíòîì.Èòàê, â äâóìåðíîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà äâå çàäà÷è.Êàêèå êîìïàêòíûå ãðàíè, ðàñïîëîæåííûå íà ïëîñêîñòÿõ ñ åäèíè÷íûì öå-ëî÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåì îò íà÷àëà êîîðäèíàò, áûâàþò ó ïàðóñîâ ìíîãî-ìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé (ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿýêâèâàëåíòíîñòè ãðàíåé äðîáåé)?Êàêèå êîìïàêòíûå ãðàíè áûâàþò ó ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé (ñòî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàíåéöåïíûõ äðîáåé) íà äàííîì öåëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò?Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ äîâîëüíî ïðîñò. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãî-óãîëüíèêà, ðàñïîëîæåííîãî íà ïëîñêîñòè íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëàêîîðäèíàò, ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå k, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòî-ðàÿ k-ìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü, ó êîòîðîé åñòü ïàðóñ, îäíà èç ãðàíåé êîòîðîãîöåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà äàííîìó ìíîãîóãîëüíèêó. Êðîìå òîãî, äâåäâóìåðíûå ãðàíè, ïëîñêîñòè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿíèè îòíà÷àëà êîîðäèíàò, öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,12



êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîóãîëüíèêè öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíû.Äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà ïðî êîìïàêòíûå äâóìåðíûå ãðàíè ïàðóñîâ ìíîãî-ìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ïëîñêîñòè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà öåëî÷èñëåííîì ðàñ-ñòîÿíèè, áîëüøåì åäèíèöû îò íà÷àëà êîîðäèíàò, áûëî ëèøü èçâåñòíî, ÷òî îíèëèáî òðåóãîëüíûå, ëèáî ÷åòûð¼õóãîëüíûå (ñì. ðàáîòó Æ.-Î. Ìóññà�èðà [42℄).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå êëàññè�èöèðîâàíû êîìïàêòíûå äâóìåðíûå ãðàíè ïà-ðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé (ðàçìåðíîñòè ìíîãîìåðíûõ äðîáåé íå �èê-ñèðîâàíû), ïëîñêîñòè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà çàäàííîì öåëî÷èñëåííîì ðàñ-ñòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò, áîëüøåì åäèíèöû, ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëàññè�èêàöèÿ îïèðàåòñÿ íà êëàññè-�èêàöèþ òð¼õìåðíûõ ìíîãîýòàæíûõ âïîëíå ïóñòûõ âûïóêëûõ ïèðàìèä ñ îò-ìå÷åííîé âåðøèíîé.0.4 Îá àëãîðèòìàõ ïîñòðîåíèÿ ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåï-íûõ äðîáåé.Ìíîãîìåðíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíî-ñòüþ íåñêîëüêèõ áåñêîíå÷íûõ ìíîãîãðàííûõ ïîâåðõíîñòåé, íà êàæäîé èç êîòî-ðûõ ñâîáîäíî äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ñïåöèàëüíàÿ äèñêðåòíàÿ ãðóïïà, ïåðåñòàâëÿ-þùàÿ ìíîãîìåðíûå ãðàíè, ïðè÷¼ì �àêòîð êàæäîé ìíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòèïî ýòîé ãðóïïå ãîìåîìîð�åí òîðó ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. (Ñì. òî÷íûåîïðåäåëåíèÿ â ïîäðàçäåëå 2.3.) Ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ ìíîãîãðàííèêà îò-íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ãðàíåé, ñîäåð-æàùåå ðîâíî ïî îäíîé ãðàíè èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Àëãåáðàè÷å-ñêàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ïàðóñîâ ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòüëþáîé èç ïàðóñîâ öåïíîé äðîáè ïî åãî �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè. Ýòà �óíäà-ìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ãðàíåé. Òàêèì îáðàçîì, ìûñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîáëåìîé íàõîæäåíèÿ ý��åêòèâíîãî ìåòîäà, ïðè ïîìîùè êî-òîðîãî ìîæíî ïåðå÷èñëèòü âñå ãðàíè êàêîé-ëèáî �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè.Àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé äëÿ ïàðóñîâ ìíîãîìåð-13



íûõ öåïíûõ äðîáåé íå ñóùåñòâîâàëî äî ðàáîòû Ò. Øèíòàíè [61℄, íàïèñàííîéâ 1976 ãîäó. Ïóñòü F� àáñîëþòíî âåùåñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå ñòåïåíè n.�àññìîòðèì âñå ðàçëè÷íûå âëîæåíèÿ ïîëÿ F â R è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç 'i,i = 1; � � � ; n (èõ ðîâíî n, ïîñêîëüêó ïîëå F àáñîëþòíî âåùåñòâåííî). �àññìîò-ðèì ñëåäóþùåå âëîæåíèå ïîëÿ F â Rn . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ïîëÿ Fïîëàãàåì x! ('1(x); '2(x); : : : ; 'n(x)):Ò. Øèíòàíè ðàññìàòðèâàë ãðóïïó âñåõ àáñîëþòíî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâêîëüöà öåëûõ ÷èñåë â àëãåáðàè÷åñêîì ïîëå F è å¼ äåéñòâèå (ïîêîìïîíåíòíîåóìíîæåíèå íà àáñîëþòíî ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû x+) íà (R+)n ïðè îïèñàííîìâëîæåíèè. Îí ïîêàçàë, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ýòîãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿêîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì ñèìïëèöèàëüíûõ êîíóñîâ ñïåöèàëüíîãî òèïà. (Îòìå-òèì, ÷òî ïðè ïåðåíóìåðàöèè âëîæåíèé 'i ïîëÿ F â R �óíäàìåíòàëüíûå îáëàñòèçàìåíÿþòñÿ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè.) Óòâåðæäåíèå Ò.Øèíòàíèî ñòðîåíèè �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè (ñ äîêàçàòåëüñòâîì) �àêòè÷åñêè è ëåæèòâ îñíîâå îäíîãî èç àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ïàðóñîâ îäíîìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõöåïíûõ äðîáåé. Ñëåäóÿ ðàáîòå Ò. Øèíòàíè, Å. Òîìàñ è À. Ò. Âàñêåñ ïîñòðîè-ëè íåñêîëüêî �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ â ðàáîòå [53℄.Îêîí÷àòåëüíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî ñòðîèòü �óíäàìåíòàëüíûå îá-ëàñòè äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé ïîëÿ Q , ïðåäñòàâëåíà �. Îêàçàêè â åãîðàáîòå [43℄. Å. È. Êîðêèíà â ðàáîòàõ [30℄, [32℄, [33℄ è Æ. Ëàøî â ðàáîòàõ [34℄, [35℄ïîñ÷èòàëè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ äëÿ ïå-ðèîäè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ�óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, èñïîëüçîâàí-íûé â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîòàõ, áàçèðóåòñÿ íà ïðèíöèïå ìàòåìàòè÷åñêîéèíäóêöèè. Ýòîò àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåò ãðàíè �óíäàìåíòàëüíîéîáëàñòè, ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ ïðîâåðÿòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íà i-îì øàãå ãðàíü íåëåæèò â îäíîé îðáèòå (äåéñòâèÿ îïèñàííîé âûøå ãðóïïû) ñ íåêîòîðîé ãðàíüþ,ïîñòðîåííîé ðàíüøå i-îãî øàãà. Îêàçûâàåòñÿ (ñì. [43℄), ïðè ïîìîùè òàêîãî àë-ãîðèòìà �óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ïàðóñà öåïíîé äðîáè ñòðîèòñÿ çà êîíå÷íîå14



÷èñëî øàãîâ.Íåìíîãî ïîçæå Æ.-Î. Ìóññà�èð ðàçðàáîòàë àëãîðèòì, êîòîðûé ñóùåñòâåí-íî îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà Îêàçàêè (ñì. [42℄). Àëãîðèòì ðàáîòàåò äëÿ ïðîèç-âîëüíîãî (íå îáÿçàòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîãî) ïàðóñà: îí âû÷èñëÿåò ëþáóþ îãðàíè-÷åííóþ ÷àñòü ïàðóñà. Òàêîé àëãîðèòì îñíîâàí íà äåäóêöèè. À èìåííî, ñíà÷àëàâûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà î ñòðóêòóðå ãðàíåé äëÿ áîëüøîé ÷àñòè ïàðóñà, çàòåì ïðî-âåðÿåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ ëè ïðåäïîëîæèòåëüíûå ãðàíè íàñòîÿùèìè ãðàíÿìè ïàðóñà.Ýòîò àëãîðèòì òàêæå ïðèìåíèì è äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïàðóñîâ.Â òðåòüåé ãëàâå íàñòîÿùåé ðàáîòû îïèñàí íîâûé óñîâåðøåíñòâîâàííûé äå-äóêòèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðåäíàçíà÷àåòñÿ ñïåöèàëüíî äëÿ ñëó÷àÿ �óíäà-ìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïåðèîäè÷åñêèõ ïàðóñîâ (âïåðâûå íàïå÷àòàí â ðàáîòå àâòî-ðà [25℄). Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò äàòü îòâåò íà ïåðâîíà÷àëüíûé âîïðîñ Ô. Êëåéíàî ïîñòðîåíèè ïàðóñîâ ïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõ äðîáåé äëÿ èññëåäîâàíèè êóáè÷å-ñêèõ �îðì 
 öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäëîæåííî-ãî àâòîðîì àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: êîëè÷åñòâî �ëîæíûõ� âåðøèíêîíå÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ìíîãîãðàííèêà ãîðàçäî ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ êîëè-÷åñòâîì �ëîæíûõ� âåðøèí, ïîëó÷àåìûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà Æ. Ìóñ-ñà�èðà. Ýòî íà ïîðÿäîê ñîêðàùàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûïóê-ëûõ îáîëî÷åê.Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ïåðèîäè÷-íîñòü ïàðóñîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, è, ñëåäîâàòåëüíî,îí íåïðèìåíèì ê ïàðóñàì íåïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-íèå.Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ïàðóñà äâóìåðíîé ïåðèî-äè÷åñêîé öåïíîé äðîáè, ñîäåðæàùåé N ãðàíåé âñåõ ðàçìåðíîñòåé, ïðîõîäèò íåáîëåå ÷åì çà CN4 äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, ãäå óíèâåð-ñàëüíàÿ êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ÷èñëà N è öåïíîé äðîáè.
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0.5 Ïðèìåðû �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ äâó-ìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Ïðè ïîìîùè îïèñàííîãî â ýòîé ðàáîòå àëãîðèòìà àâòîð îáîáùèë èçâåñòíûåðàíåå ÷àñòíûå ïðèìåðû è áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèÿ �óíäàìåí-òàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ äâóìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõ äðîáåé, à òàêæåïîñòðîèë ìíîæåñòâî íîâûõ ïðèìåðîâ è ñåðèé ïðèìåðîâ �óíäàìåíòàëüíûõ îá-ëàñòåé (ñì. òàêæå [64℄ è [65℄). Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ, àâòîðâûïèñàë ïîëíûé ñïèñîê âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé êóáè÷å-ñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé, ïîñòðîåííûõ ïî öåëî÷èñëåííûì ìàòðèöàì ñ íîðìîé,ìåíüøåé ñåìè, ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-íîñòè (ñì. ðàáîòó [24℄). (Ïîä íîðìîé ìàòðèöû çäåñü ïîíèìàåòñÿ ñóììà ìîäóëåéå¼ êîý��èöèåíòîâ.)0.6 Îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îñíîâíûì îïðåäåëåíèÿì. Íåêîòîðûå îáùèå îïðå-äåëåíèÿ ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 1. Â ðàçäåëå 2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîãîìåðíûõöåïíûõ äðîáåé ïî Êëåéíó è îïðåäåëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêèå ìíî-ãîìåðíûå öåïíûå äðîáè àëãåáðàè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé. Â ýòîì ðàçäåëåòàêæå îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó îäíîìåðíûìè öåïíûìè äðîáÿìè è îáûêíîâåí-íûìè öåïíûìè äðîáÿìè. Â ðàçäåëå 3 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ ìíî-ãîìåðíîãî òîðà, ñâÿçàííîãî ñ ïàðóñîì ìíîãîìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé öåïíîé äðî-áè, è �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ïàðóñà ïåðèîäè÷åñêîé öåïíîé äðîáè. Êðîìåòîãî â ýòîì ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ãðóïïûSL(n + 1;Z), òàêèå êàê öåëî÷èñëåííûå äëèíû è óãëû ìåæäó ïëîñêîñòÿìè.Âî âòîðîé ãëàâå ðàáîòû �îðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìà î öåëî÷èñ-ëåííî-ëèíåéíîé è ñëåäñòâèå î öåëî÷èñëåííî-à��èííîé êëàññè�èêàöèÿõ äâó-ìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Ýòè óòâåðæäåíèÿ âû-âîäÿòñÿ èç òåîðåìû î öåëî÷èñëåííî-à��èííîé êëàññè�èêàöèè ìíîãîýòàæíûõ16



âïîëíå ïóñòûõ âûïóêëûõ òð¼õìåðíûõ ïèðàìèä ñ îòìå÷åííîé âåðøèíîé. Â ðàç-äåëå 4 ñ�îðìóëèðîâàíà òåîðåìà î êëàññè�èêàöèè ìíîãîýòàæíûõ âïîëíå ïó-ñòûõ âûïóêëûõ ïèðàìèä ñ îòìå÷åííîé âåðøèíîé. Â ðàçäåëå 5 ïðèâåäåíû ïî-íÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ âòîðîé ãëàâû, à òàêæå äî-êàçàíû íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ ïðè äî-êàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû âòîðîé ãëàâû. Â ðàçäåëå 6 �îðìóëèðóåòñÿ èäîêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû ðàçäåëà 4 � òåîðåìà î ïóñòûõ òåòðà-ýäðàõ. Â ñëåäóþùèõ äâóõ ðàçäåëàõ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î êëàññè�èêàöèèìíîãîýòàæíûõ âïîëíå ïóñòûõ âûïóêëûõ ïèðàìèä ñ îòìå÷åííîé âåðøèíîé: âðàçäåëå 7 ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé ìíîãîóãîëüíûõ ïèðàìèä ñ îòìå÷åííîé âåðøè-íîé; â ðàçäåëå 8 � ñëó÷àé òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä ñ îòìå÷åííîé âåðøèíîé. Âðàçäåëå 9 ñ�îðìóëèðîâàíû òåîðåìà î öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé êëàññè�èêàöèèè ñëåäñòâèå î öåëî÷èñëåííî-à��èííîé êëàññè�èêàöèè äâóìåðíûõ ãðàíåé ïà-ðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Â ðàçäåëå 10 ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâîñ�îðìóëèðîâàííîé â ðàçäåëå 9 òåîðåìû. Ôîðìóëèðîâêè íåðåø¼ííûõ ïðîáëåì,ñâÿçàííûõ ñ äîêàçàííûìè òåîðåìàìè, ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 11.Â òðåòüåé ãëàâå ðàáîòû îïèñàí íîâûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ �óíäàìåíòàëü-íûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, â ÷àñòíî-ñòè ðàçîáðàíû ìåòîäû âûäâèæåíèÿ ãèïîòåç î �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòÿõ è èõïðîâåðêè. Âåñü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðîõîäèò â øåñòü øàãîâ, åãî ïëàí îáñó-æäàåòñÿ â ðàçäåëå 12. Â ðàçäåëå 13 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå äâóõ îáùèõ øàãîâ äëÿèíäóêòèâíûõ è äåäóêòèâíûõ ìåòîäîâ. Â ýòîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, êàê íàõî-äÿòñÿ îáðàçóþùèå ãðóïïû SL(n;Z)-ìàòðèö, êîììóòèðóþùèõ ñ çàäàííîé. Âñåðåçóëüòàòû ðàçäåëà 13 íå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïðèâîäÿòñÿ ëèøü äëÿ ïîëíîòûèçëîæåíèÿ (ñì. êíèãè Õ. Êîõåíà [22℄ è Æ. Ëàøî [35℄). Â ðàçäåëàõ 14, 15 è 16îïèñàíà îñíîâíàÿ íîâàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà. Â ðàçäåëå 14 ïîêàçàíî, êàê ñëåäóåòâûäâèãàòü ãèïîòåçû î �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòÿõ. �àçäåë 15 ïîñâÿù¼í ïðîâåð-êå ãèïîòåç î �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòÿõ äëÿ ïàðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðî-áåé. Ïðîâåðêà ãèïîòåç äëÿ ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé îáñóæäàåòñÿ âðàçäåëå 16. 17



×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ðàáîòû ïîñâÿùåíà ìíîãî÷èñëåííûì ïðèìåðàì, ïîëó÷åííûìïðè ïîìîùè ìåòîäà, îïèñàííîãî â òðåòüåé ãëàâå. Â ðàçäåëå 17 èçó÷àþòñÿ ñâîé-ñòâà äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ïîñòðîåííûõ ïî �ðîáåíèóñîâûì îïåðàòîðàì,îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé òðèàíãóëÿöèé òîðîâ ñ êóáè÷åñêè-ìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. (Ïîäðîáíûé àíàëèç ñâîéñòâ êóáè-÷åñêèõ ðàñøèðåíèé ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è èõ êëàññè�èêàöèè ïðîâîäèòñÿÁ. Í. Äåëîíå è Ä. Ê. Ôàääååâûì â ðàáîòå [21℄.) Â ðàçäåëå 18 ðàçîáðàíû ïðèìåðûâîçíèêàþùèõ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé äâóìåðíûõ äðîáåé êóáè÷åñêèõ èððà-öèîíàëüíîñòåé. Âû÷èñëåíèå ïåðâîãî ïðèìåðà ïðèâåäåíî ïîëíîñòüþ ñî âñåìèäåòàëÿìè. Îñòàëüíûå ïðèìåðû ñ�îðìóëèðîâàíû â âèäå êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòîâñ ïîëíûì îïèñàíèåì �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé è íåîáõîäèìûõ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ. Êàæäûé ïðèìåð ïðåäîñòàâëÿåò ñîáîé ñðàçó öåëîå îä-íîïàðàìåòðè÷åñêîå èëè äâóïàðàìåòðè÷åñêîå áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî äâóìåðíûõöåïíûõ äðîáåé êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé (ïàðàìåòðû ïðîáåãàþò âñå ïîëî-æèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà). Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ðàçîáðàí ìåòîä ïîñòðî-åíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé íîâûõ (àíàëîãè÷íûõ) áåñêîíå÷íûõ îäíîïàðà-ìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ïàðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Àâòîð âûðàæàåò îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü àêàäåìèêóïðî�åññîðó Â. È. Àðíîëüäó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáî-òå è ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó. Àâòîð áëàãîäàðèò ïðî�åññîðà Â. Ì. Çàêàëþêèíà,Å. È. Êîðêèíó, ïðî�åññîðà Æ. Ëàøî, Ì. À. Ö�àñìàíà, �. Óðèáå è �. À. Êàáà-òÿíñêîãî çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è çàìå÷àíèÿ.
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�ëàâà I.Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.Â ýòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ íóæíûå ïîíÿòèÿ è �îðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëå-íèÿ ðàáîòû (ñì. òàêæå [64℄). Â ðàçäåëå 1 îïðåäåëÿþòñÿ îáùèå ïîíÿòèÿ öåëîñòèîáúåêòîâ, èõ ýêâèâàëåíòíîñòè, à òàêæå ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îòìå÷åííûõ ïè-ðàìèä, âïîëíå ïóñòîòû è ìíîãîýòàæíîñòè îòìå÷åííûõ ïèðàìèä. Â ðàçäåëå 2 äà-¼òñÿ îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ïî Êëåéíó è îáñóæäàåòñÿ ñâÿçüòàêèõ öåïíûõ äðîáåé ñ îáûêíîâåííûìè öåïíûìè äðîáÿìè. Â ðàçäåëå 3 ïðèâåäå-íû îïðåäåëåíèÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííûõ èíâàðèàíòîâ (öåëî÷èñëåííûõ óãëîâ,ïëîùàäåé �èãóð, ðàññòîÿíèé).1 Îáùèå îïðåäåëåíèÿ.�àññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn+1 (n � 1) íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ÷èñåë. Òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn+1 íàçûâàåòñÿ öåëîé, åñëè âñå êîîðäèíàòû ýòîéòî÷êè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Âåêòîð íàçûâàåòñÿ öåëûì, åñëè îí èìååòöåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû.�àññìîòðèì k-ìåðíóþ ïëîñêîñòü (n+1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïåðåñå÷åíèåêîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ k-ìåðíûõ ïîëóïëîñêîñòåé ýòîé k-ìåðíîé ïëîñêîñòè,ãîìåîìîð�íîå k-ìåðíîìó çàìêíóòîìó äèñêó, íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì (òåëåñíûì)k-ìåðíûì ìíîãîãðàííèêîì. Ïðè k = 2 âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿâûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì, ïðè k = 1 � îòðåçêîì, à ïðè k = 0 � òî÷êîé.Çàìå÷àíèå 1.1. Èíîãäà âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ òîëüêî ãðàíèöàîïèñàííîé âûïóêëîé îáîëî÷êè. Â ýòîé ðàáîòå ïîä âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîìïîíèìàåòñÿ âûïóêëûé òåëåñíûé k-ìåðíûì ìíîãîãðàííèê, òî åñòü âñÿ âûïóêëàÿîáîëî÷êà.Íàçîâ¼ì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà íà âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè � íàáîð âû-ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:19



1) ëþáûå äâà ìíîãîãðàííèêà îäíîé ðàçìåðíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïå-ðåñåêàþòñÿ ïî ãðàíèöå, ïðè ýòîì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â ïåðåñå÷åíèè òàêæåëåæèò â ðàçáèåíèè;2) ëþáûå äâà ìíîãîãðàííèêà ðàçíîé ðàçìåðíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëè-áî ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãðàíèöå, ïðè ýòîì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â ïåðåñå÷åíèèòàêæå ëåæèò â ðàçáèåíèè, ëèáî ìíîãîãðàííèê ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè öåëèêîìñîäåðæèòñÿ â ãðàíèöå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.Íà ãðàíèöå âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíîðàçáèåíèå íà ìèíèìàëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Òàêèåâûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà. Îä-íîìåðíûå ãðàíè íàçûâàþòñÿ ð¼áðàìè, à íóëüìåðíûå ãðàíè � âåðøèíàìè.Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäîé ñâûäåëåííûìè ãðàíüþ è âåðøèíîé âíå ïëîñêîñòè ýòîé ãðàíè, åñëè îí ñîâïàäàåò(êàê ìíîæåñòâî òî÷åê) ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ îòðåçêîâ, îäíè èç êîíöîâ êîòîðûõÿâëÿþòñÿ âûäåëåííîé âåðøèíîé, à äðóãèå êîíöû ïðèíàäëåæàò âûäåëåííîé ãðà-íè. Âûäåëåííàÿ ãðàíü íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì îòìå÷åííîé âûïóêëîé ïèðàìèäû,âûäåëåííàÿ âåðøèíà � âåðøèíîé îòìå÷åííîé âûïóêëîé ïèðàìèäû.Âûïóêëîé ïèðàìèäîé íàçûâàåòñÿ âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, íà êîòîðîì ìîæ-íî ââåñòè ñòðóêòóðó îòìå÷åííîé âûïóêëîé ïèðàìèäû.Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê (ìíîãîóãîëüíèê, îòðåçîê) íàçûâàåòñÿ öåëûì, åñëèâñå åãî âåðøèíû � öåëûå òî÷êè. Âûïóêëàÿ (îòìå÷åííàÿ) ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿöåëîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ öåëûì âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.Îïðåäåëåíèå 1.2. Öåëàÿ âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ âïîëíåïóñòîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò öåëûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò âåðøèíû è öåëûõòî÷åê îñíîâàíèÿ.Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíûìè (èëè,÷òî òî æå ñàìîå, èìåþò îäèíàêîâûé öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï), åñëè ñóùå-ñòâóåò à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà Rn+1 , ñîõðàíÿþùåå ìíîæåñòâîâñåõ åãî öåëûõ òî÷åê, êîòîðîå ïåðåâîäèò îäíî ìíîæåñòâî â äðóãîå.20



Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò íàçûâàåò-ñÿ öåëîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ïîäðåø¼òêó ðåø¼òêè öåëûõ òî÷åê, ðàíã êîòîðîéðàâåí ðàçìåðíîñòè ïëîñêîñòè.Ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ öåëîé, åñëè ñóùåñòâóåò öåëàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷å-ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, êîòîðàÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà äàííîé.Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè (èëè,÷òî òî æå ñàìîå, èìåþò îäèíàêîâûé öåëî÷èñëåííûé ëèíåéíûé òèï), åñëè ñó-ùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà Rn+1 , ñîõðàíÿþùåå ðåø¼òêóâñåõ öåëûõ òî÷åê, êîòîðîå ïåðåâîäèò îäíî ìíîæåñòâî â äðóãîå.�àññìîòðèì öåëóþ k-ìåðíóþ ïëîñêîñòü è öåëóþ òî÷êó â äîïîëíåíèè ê ýòîéïëîñêîñòè. Ïóñòü åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò äàííîé òî÷êè äî äàííîé ïëîñêîñòèðàâíî l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l0 ìèíèìàëüíîå íåíóëåâîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå äîðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè îò öåëûõ òî÷åê, ëåæàùèõ â (k + 1)-ìåðíîé ïëîñ-êîñòè, íàòÿíóòîé íà äàííûå k-ìåðíóþ ïëîñêîñòü è öåëóþ òî÷êó. Îòíîøåíèål=l0 íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåì îò äàííîé öåëîé òî÷êè äî äàííîéöåëîé ïëîñêîñòè.Óòâåðæäåíèå 1.4. Öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî (òî åñòüòî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü åâêëèäîâûõ ðàññòîÿíèé îò îïèñàííûõ òî÷åê (k + 1)-ïëîñêîñòè îòëè÷íà îò íóëÿ è äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé öåëîé òî÷êå ýòîéïëîñêîñòè).Îïðåäåëåíèå 1.5. Öåëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ l-ýòàæíîé (äëÿíåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l), åñëè öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíûýòîé ïèðàìèäû äî ïëîñêîñòè å¼ îñíîâàíèÿ ðàâíî l.Öåëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ ìíîãîýòàæíîé, åñëè öåëî÷èñëåííîåðàññòîÿíèå îò âåðøèíû ýòîé ïèðàìèäû äî ïëîñêîñòè å¼ îñíîâàíèÿ áîëüøå 1.Öåëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ îäíîýòàæíîé, åñëè öåëî÷èñëåííîå ðàñ-ñòîÿíèå îò âåðøèíû ýòîé ïèðàìèäû äî ïëîñêîñòè å¼ îñíîâàíèÿ ðàâíî 1.
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2 Îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè.2.1 Ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè ïî Êëåéíó.�àññìîòðèì íàáîð èç n + 1 ãèïåðïëîñêîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàí-ñòâå Rn+1 , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. (Ïîä îáùíîñòüþ ïîëîæåíèÿãèïåðïëîñêîñòåé ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå: â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ èõ óðàâíå-íèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.) Äîïîëíåíèå ê ýòèì ãèïåðïëîñêîñòÿì ñîñòîèò èç 2n+1îòêðûòûõ îðòàíòîâ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé îðòàíò.Îïðåäåëåíèå 2.1. �ðàíèöà âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà âñåõ öåëûõ òî÷åêçà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò, âõîäÿùèõ â çàìûêàíèå îðòàíòà, íàçûâàåòñÿïàðóñîì. Ìíîæåñòâî âñåõ 2n+1 ïàðóñîâ (n+1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿn-ìåðíîé öåïíîé äðîáüþ, ïîñòðîåííîé ïî n + 1 çàäàííûì ïðîõîäÿùèì ÷åðåçíà÷àëî êîîðäèíàò ãèïåðïëîñêîñòÿì.Äâå ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îáúåäè-íåíèå âñåõ ïàðóñîâ ïåðâîé ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîýêâèâàëåíòíî îáúåäèíåíèþ âñåõ ïàðóñîâ âòîðîé ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè.Çàìå÷àíèå 2.2. Íàáîð ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, à òàê-æå ðåø¼òêà öåëûõ ÷èñåë, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-îðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåäèíåíèå âñåõ ïàðóñîâ ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáèòàêæå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêèì îáðà-çîì, ëþáàÿ n-ìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü ñîäåðæèò íå áîëåå 2n öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîíåýêâèâàëåíòíûõ ïàðóñîâ.2.2 Î âçàèìîñâÿçè ìåæäó îäíîìåðíûìè öåïíûìè äðîáÿ-ìè ïî Êëåéíó è îáûêíîâåííûìè öåïíûìè äðîáÿìè.Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå îäíîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè-÷åñêîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé. Ñ�îðìó-ëèðóåì ïîíÿòèå îáûêíîâåííîé öåïíîé äðîáè è âêðàòöå îáñóäèì ñâÿçü ìåæäóîïðåäåëåíèÿìè îäíîìåðíûõ è îáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé. Îáûêíîâåííàÿ22



öåïíàÿ äðîáü ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì. �àññìîòðèì ëó÷ f(x; y)j y=ax; x>0g íà ïëîñêîñòè OXY (O � íà÷àëîêîîðäèíàò, (x; y) � êîîðäèíàòû òî÷åê ïëîñêîñòè). Ëó÷ äåëèò ïåðâûé êâàäðàíòQ = f(x; y)j x>0; y>0g íà äâå ÷àñòè. Ïîñòðîèì ãðàíèöó âûïóêëîé îáîëî÷êèìíîæåñòâà âñåõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê çàìûêàíèÿ êàæäîé èç ÷àñòåé áåç íà÷àëàêîîðäèíàò. �ðàíèöà òàêîé âûïóêëîé îáîëî÷êè � ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç áåñ-êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ è îäíîãî ëó÷à (åñëè ÷èñëî a èððàöèîíàëüíî) èëè èçêîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ è äâóõ ëó÷åé (åñëè ÷èñëî a ðàöèîíàëüíî). Îáúåäèíèìïîñòðîåííûå âûøå ãðàíèöû îáåèõ ÷àñòåé. Èç ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà âûêèäû-âàåì âñå îòêðûòûå ëó÷è, âõîäÿùèå â íåãî. Ýòè ëó÷è ëåæàò íà îñÿõ êîîðäèíàò, àïðè ðàöèîíàëüíîì a åù¼ è íà ëó÷å f(x; y)j y=ax; x>0g. Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâîÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëüþ îáûêíîâåííîé öåïíîé äðîáè äëÿ âåùåñòâåí-íîãî ÷èñëà a.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îäíîìåðíóþ öåïíóþ äðîáü L, ïîñòðîåííóþ ïîïðÿìûì, êîòîðûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè y = a1x è y = a2x, ãäå a1 è a2 �ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì a1 6= a2. Âåðíîñëåäóþùåå êëàññè÷åñêîå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 2.3. Ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî R > 0, ÷òîîáúåäèíåíèå îáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé ÷èñåë a1 è a2 (êàê ìíîæåñòâî òî÷åêíà ïîëóïëîñêîñòè) ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ïàðóñîâ îäíîìåðíîé öåïíîé äðîáèL â ïåðâîì êâàäðàíòå Q âíå êðóãà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà R.Ñëó÷àé îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a1 è/èëè a2 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí ðàññìîò-ðåííîìó.2.3 Ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè, ñâÿçàííûå ñ îáùèì ãè-ïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì.Îïðåäåëåíèå 2.4. Îïåðàòîð ãðóïïû GL(n + 1;R) íàçûâàåòñÿ îáùèì ãèïåð-áîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ðàçëè÷íû è23



âåùåñòâåííû.�àññìîòðèì îáùèé ãèïåðáîëè÷åñêèé îïåðàòîð A 2 GL(n + 1;R). Íàòÿíåìíà âñåâîçìîæíûå íàáîðû èç n íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà An-ìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. Òàê êàê ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïî-ëó÷åííûå n+1 ãèïåðïëîñêîñòè áóäåò n+1 ãèïåðïëîñêîñòÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.(Íàïîìíèì, ÷òî ïîä îáùíîñòüþ ïîëîæåíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé ïîíèìàåòñÿ ñëåäó-þùåå: â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ èõ óðàâíåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.) Ïî ýòèìãèïåðïëîñêîñòÿì ñòðîèòñÿ n-ìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü. Ïîñòðîåííàÿ ìíîãîìåðíàÿöåïíàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîé öåïíîé äðîáüþ, ñâÿçàííîé ñ îïåðàòîðîì A.Óòâåðæäåíèå 2.5. Öåïíûå äðîáè, ïîñòðîåííûå ïî îáùèì ãèïåðáîëè÷åñêèìîïåðàòîðàì A è B èç ãðóïïû GL(n + 1;R) ñ èððàöèîíàëüíûìè ñîáñòâåííûìèçíà÷åíèÿìè, ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîéöåëî÷èñëåííûé îïåðàòîð X ñ îïðåäåëèòåëåì �1, ÷òî îïåðàòîð ~A, ïîëó÷åí-íûé èç îïåðàòîðà A ïîñðåäñòâîì ñîïðÿæåíèÿ îïåðàòîðîì X, êîììóòèðóåò ñîïåðàòîðîì B.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü öåïíûå äðîáè, ïîñòðîåííûå ïî îáùèì ãèïåðáîëè÷å-ñêèì îïåðàòîðàì A è B èç ãðóïïû GL(n + 1;R) ñ èððàöèîíàëüíûìè ñîáñòâåí-íûìè çíà÷åíèÿìè, ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèåïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþùåå öåëî÷èñëåííóþ ðåø¼òêó, ïåðåâîäÿùåå îáúåäèíåíèåâñåõ ïàðóñîâ öåïíîé äðîáè îïåðàòîðà A â îáúåäèíåíèå âñåõ ïàðóñîâ öåïíîéäðîáè îïåðàòîðà B (à îðòàíòû ïåðâîé öåïíîé äðîáè â îðòàíòû âòîðîé). Ïðèýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîð A ñîïðÿãàåòñÿ íåêîòîðûì öåëî-÷èñëåííûì îïåðàòîðîì X ñ îïðåäåëèòåëåì �1. Ó ïîëó÷åííîãî îïåðàòîðà ~A âñåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû è âåùåñòâåííû (ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêèéìíîãî÷ëåí ïðè ñîïðÿæåíèè íå èçìåíÿåòñÿ). Ïîñêîëüêó îðòàíòû ïåðâîé öåïíîéäðîáè ïåðåõîäÿò â îðòàíòû âòîðîé, íàáîðû ñîáñòâåííûõ íàïðàâëåíèé ó îïå-ðàòîðîâ ~A è B ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, äàííûå îïåðàòîðû îäíîâðåìåííîäèàãîíàëèçóåìû â íåêîòîðîì áàçèñå, à, ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòèðóþò.Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé öåëî÷èñ-24



ëåííûé îïåðàòîð X ñ îïðåäåëèòåëåì �1, ÷òî îïåðàòîð ~A, ïîëó÷åííûé èç Aïîñðåäñòâîì ñîïðÿæåíèÿ îïåðàòîðîì X, êîììóòèðóåò ñ B. Îòìåòèì, ÷òî ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ A è ~A ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ó îïåðàòîðà ~A(êàê è ó îïåðàòîðà B) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû, ðàçëè÷íû è èð-ðàöèîíàëüíû. �àññìîòðèì áàçèñ, â êîòîðîì îïåðàòîð ~A äèàãîíàëåí. Ïîñêîëüêóâñå êîý��èöèåíòû ìàòðèö ~AB è B ~A ñîâïàäàþò â ëþáîì áàçèñå, îïåðàòîð Bâ äèàãîíàëüíîì äëÿ ~A áàçèñå òàêæå äèàãîíàëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû ~Aè B çàäàþò îäèíàêîâîå ðàçáèåíèå (n + 1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà îðòàíòû, àñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì îïåðàòîðàì öåïíûå äðîáè ñîâïàäàþò. Îñòà¼òñÿ òîëüêîîòìåòèòü ñëåäóþùåå. Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü öåëî÷èñëåííîãî îïåðàòîðà X ðà-âåí �1, îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (n+ 1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,ñîõðàíÿþùèì ðåø¼òêó öåëûõ òî÷åê.2.4 Îïðåäåëåíèå n-ìåðíîé öåïíîé äðîáè (n + 1)-àëãåáðà-è÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòè. Îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ëà-ãðàíæà.�àññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé n-ìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ïîñòðîåííûõ ïî íåêî-òîðûì îáðàòèìûì öåëî÷èñëåííûì îïåðàòîðàì èç ãðóïïû SL(n + 1;Z).Îïðåäåëåíèå 2.6. Îïåðàòîð ãðóïïû SL(n + 1;Z) íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûìíåïðèâîäèìûì ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-âèÿ:i) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ðàçëè÷íû è âåùåñòâåííû;ii) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q .Ïóñòü A � íåêîòîðûé öåëî÷èñëåííûé íåïðèâîäèìûé ãèïåðáîëè÷åñêèé îïå-ðàòîð. Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A âåùåñòâåííû, ðàçëè÷-íû è èððàöèîíàëüíû, êîððåêòíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 2.7. Íàçîâ¼ì n-ìåðíóþ öåïíóþ äðîáü, ñâÿçàííóþ ñ öåëî÷èñ-ëåííûì íåïðèâîäèìûì ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì A, n-ìåðíîé öåïíîé äðî-25



áüþ (n + 1)-àëãåáðàè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòè. Ñëó÷àþ n = 1(2) îòâå÷à-þò îäíî(äâó)ìåðíûå öåïíûå äðîáè êâàäðàòè÷íûõ (êóáè÷åñêèõ) èððàöèîíàëüíî-ñòåé.Ââåä¼ì òåïåðü ïîíÿòèå ïåðèîäè÷åñêîé öåïíîé äðîáè, ñâÿçàííîé ñ àëãåáðà-è÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòüþ. Ïóñòü A � öåëî÷èñëåííûé íåïðèâîäèìûé ãèïåð-áîëè÷åñêèé îïåðàòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �(A) ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííûõîïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ A. Ýòè îïåðàòîðû îáðàçóþò êîëüöî ñî ñòàíäàðò-íûìè ìàòðè÷íûìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì. (Êàê ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, �(A)èçîìîð�íî Zn+1.)�àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà SL(n + 1;Z) \ �(A), êîòîðîå ñîñòîèòèç âñåõ îïåðàòîðîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-ÿìè. Îáîçíà÷èì ýòî ïîäìíîæåñòâî ÷åðåç �(A). Èç òåîðåìû Äèðèõëå îá åäè-íèöàõ (ñì. [12℄) ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî �(A) îáðàçóåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþàáåëåâó ãðóïïó, èçîìîð�íóþ Zn, è, ÷òî äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû ñâîáîäíî. Êàæ-äûé îïåðàòîð ýòîé ãðóïïû ñîõðàíÿåò ðåø¼òêó öåëûõ òî÷åê è îáúåäèíåíèå âñåõn + 1 ãèïåðïëîñêîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò îïåðàòîð âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ïå-ðåâîäèò îáúåäèíåíèå âñåõ ïàðóñîâ n-ìåðíîé öåïíîé äðîáè â ñåáÿ. Ïîñêîëüêóâñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïîëîæèòåëüíû, âñå ïàðóñà òàêæå ïåðåõî-äÿò â ñåáÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî. Êðîìå òîãî, ïðè �àêòîðèçàöèè ëþáîãî ïàðóñàïî äåéñòâèþ ãðóïïû �(A) ïîëó÷àåòñÿ n-ìåðíûé òîð (áîëåå ïîäðîáíî ñì. â [35℄).Ýòè óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç îáîáùåíèé òåîðåìû Ëàãðàíæà äëÿ îáûêíîâåííûõöåïíûõ äðîáåé.Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Îáûêíîâåííàÿ öåïíàÿ äðîáü ïåðèîäè÷íà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî, ïî êîòîðîìó îíà ñòðîèòñÿ, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè-÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòüþ (òî åñòü ÷èñëîì âèäà a + bp
, ãäå a è b � ðàöèî-íàëüíûå ÷èñëà, à 
 � öåëîå ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû).Êîìáèíàòîðíî-òîïîëîãè÷åñêîå îáîáùåíèå òåîðåìû Ëàãðàíæà áûëî ïðåäëî-æåíî Å. È. Êîðêèíîé â [31℄, à àëãåáðàè÷åñêîå îáîáùåíèå � Æ. Ëàøî â [34℄.Òåîðåìà 2.8. (Å. È. Êîðêèíà, [31℄.) �àññìîòðèì íåêîòîðûé îðòàíò C26



â Rn+1 è îòâå÷àþùèé ýòîìó îðòàíòó ïàðóñ V (C). Ïðåäïîëîæèì, ñóùå-ñòâóåò êîìáèíàòîðíûé àâòîìîð�èçì ïàðóñà V (C), ñîõðàíÿþùèé êîìáèíà-òîðíóþ ñòðóêòóðó ïàðóñà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé îïåðàòîð ãðóïïûGL(n + 1;Z), ïåðåâîäÿùèé îðòàíò C è ïàðóñ V (C) â ñåáÿ òàêèì îáðàçîì,÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà íà ïàðóñå ñîâïàäàåò ñ äàííûì àâòîìîð�èçìîì.Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.8 âñ¼ åù¼ íå îïóáëèêîâàíî.Àëãåáðàè÷åñêîå îáîáùåíèå òåîðåìû Ëàãðàíæà áûëî ñäåëàíîÆ. Ëàøî. Ôîð-ìóëèðîâêà ïðåäëîæåííîé Æ. Ëàøî òåîðåìû òðåáóåò ââåäåíèÿ áîëüøîãî êîëè-÷åñòâà ñïåöèàëüíûõ îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îãðàíè÷èìñÿññûëêîé íà ðàáîòó [34℄.Áîëåå ïîäðîáíî îá îáîáùåíèÿõ òåîðåìû Ëàãðàíæà äëÿ îáûêíîâåííûõ öåï-íûõ äðîáåé íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ñìîòðèòå â ðàáîòàõ [31℄, [57℄, [34℄ è [36℄.Ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ ïàðóñà ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè, ñâÿçàííîéñ öåëî÷èñëåííûì íåïðèâîäèìûì ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì A, íàçûâàåòñÿîáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îòêðûòûõ ãðàíåé, ñîäåðæàùåå ðîâíî ïî îäíîé ãðàíèèç êàæäîé îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû �(A) íà ãðàíÿõ ýòîãî ïàðóñà.3 Î Öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûõ è öåëî÷èñëåííî-à��èííûõ èíâàðèàíòàõ è ðàçáèåíèÿõ òîðîâ.3.1 Íåêîòîðûå ïðèìåðû öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûõ è öåëî-÷èñëåííî-à��èííûõ èíâàðèàíòîâ.Ââåä¼ì îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èíâàðèàíòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû SL(n+1;Z).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà (èëè ìíîæåñòâî òî÷åê) èíâàðèàíòíàîòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ âñåõ îïåðàòîðîâ ãðóïïû SL(n+1;Z). Òîãäà ýòà âåëè÷è-íà (èëè ìíîæåñòâî) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû �(A). Òàêèìîáðàçîì, íàøà âåëè÷èíà (èëè ìíîæåñòâî) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåòíåêîòîðîé èíäóöèðîâàííîé âåëè÷èíå (èëè ìíîæåñòâó), îïðåäåë¼ííîé íà òîðå,ïîëó÷åííîì ïðè �àêòîðèçàöèè ïàðóñà ïî äåéñòâèþ ãðóïïû �(A).27



Ïåðâûì ïðèìåðîì ìíîæåñòâà, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ SL(n+1;Z), ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ (âñåõ öåëûõ) k-ìåðíûõ à��èííûõ (èëè ëèíåé-íûõ) ïëîñêîñòåé ïðîñòðàíñòâà Rn+1 ïðè íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì k � n. Ïîääåéñòâèåì ëþáîãî îïåðàòîðà ãðóïïû SL(n + 1;Z) ëþáàÿ k-ìåðíàÿ ïëîñêîñòüâçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ â íåêîòîðóþ k-ìåðíóþ ïëîñêîñòü. Âòîðûìåñòåñòâåííûì ïðèìåðîì ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïîäðåø¼òîê öåëûõ òî-÷åê, ñîäåðæàùèõñÿ â k-ìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ. Ïîä äåéñòâèåì ëþáîãî îïåðàòîðàãðóïïû SL(n + 1;Z) ëþáàÿ k-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðà-æàåòñÿ â íåêîòîðóþ k-ìåðíóþ ïëîñêîñòü, ïðè ýòîì öåëî÷èñëåííàÿ ïîäðåø¼òêàïåðâîé ïëîñêîñòè âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà öåëî÷èñëåííóþ ïîäðå-ø¼òêó âòîðîé ïëîñêîñòè. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî âñåõ k-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé ñîòìå÷åííûì ìíîæåñòâîì öåëûõ òî÷åê íà íèõ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóï-ïû âñåõ à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ðåø¼òêó öåëûõ òî÷åê â ïðî-ñòðàíñòâå Rn+1 . (�ðóïïà òàêèõ à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîäåðæèò ãðóïïóSL(n + 1;Z) â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû.)Êàê öåëî÷èñëåííî-à��èííûå, òàê è öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûå òèïû ìíîæåñòâèíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ãðóïïû SL(n+1;Z), à, ñëåäî-âàòåëüíî, è îïåðàòîðîâ ãðóïïû �(A) äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî íåïðèâîäèìîãîãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà A.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü öåëî÷èñëåííî-à��èííûå èöåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûå òèïû ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ ãðàíåé n-ìåðíîé öåïíîéäðîáè. Ýòè òèïû èíäóöèðóþò ðàçáèåíèå n-ìåðíîãî òîðà, ïîëó÷åííîãî ïðè �àê-òîðèçàöèè ïàðóñà ïî äåéñòâèþ ãðóïïû �(A), íà ìíîãîãðàííûå ãðàíè, îñíàù¼í-íûå ñîîòâåòñòâóþùèìè öåëî÷èñëåííî-à��èííûìè è öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûìèòèïàìè ìíîãîãðàííèêîâ.Â öåëî÷èñëåííî-à��èííûé è öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûé òèïû ìíîãîãðàííè-êîâ âõîäÿò, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå öåëî÷èñëåííî-à��èííûå è öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûå èíâàðèàíòû.Öåëî÷èñëåííûì k-ìåðíûì îáú¼ìîì öåëî÷èñëåííîãî k-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà,ëåæàùåãî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ïðè k = 1� öåëî÷èñëåííîé äëèíîé îòðåçêà,28



ïðè k = 2 � öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäüþ ìíîãîóãîëüíèêà), íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèååãî åâêëèäîâà îáú¼ìà ê åâêëèäîâó îáú¼ìó ìèíèìàëüíîãî öåëîãî ñèìïëåêñà, ëå-æàùåãî â òîì æå k-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå.Öåëî÷èñëåííûì óãëîì ìåæäó äâóìÿ öåëî÷èñëåííûìè ëó÷àìè (òî åñòü, ñîäåð-æàùèìè áîëüøå îäíîé öåëî÷èñëåííîé òî÷êè) ñ âåðøèíîé â îäíîé è òîé æå öå-ëî÷èñëåííîé òî÷êå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà S(u; v)=(juj�jvj), ãäå u è v � ïðîèçâîëü-íûå öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû, èäóùèå âäîëü ëó÷åé, è S(u; v) � öåëî÷èñëåííàÿïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè u è v.Çàìå÷àíèå. Íàø öåëî÷èñëåííûé îáú¼ì ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì (ïðè ñòàí-äàðòíîì èçìåðåíèè îáú¼ìà ïàðàëëåëåïèïåäàìè ïîëó÷èòñÿ â k! ðàç ìåíüøåå çíà-÷åíèå). Öåëî÷èñëåííûé k-ìåðíûé îáú¼ì ñèìïëåêñà ðàâåí èíäåêñó ïîäãðóïïûðåø¼òêè, ïîðîæä¼ííîé åãî ð¼áðàìè, èñõîäÿùèìè èç îäíîé âåðøèíû.3.2 Öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ è óãëû ìåæäó öåëûìèïëîñêîñòÿìè, ðàçáèåíèÿ òîðà.Ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå öåëî÷èñëåííîãî ðàññòîÿíèÿ îò öåëîé òî÷êè äî öåëîé k-ìåðíîé ïëîñêîñòè â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííî-à��èííûõ èíâàðèàíòîâ. �àññìîò-ðèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ïåðåâîäÿùèé çàäàííóþ òî÷êó â íà÷àëî êîîðäèíàò.Ïðè ýòîì ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå çàäàííàÿ öåëàÿ ïëîñêîñòü ïåðåéä¼ò â íåêîòî-ðóþ öåëóþ ïëîñêîñòü, îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç �. �àññìîòðèì ðåø¼òêó öåëûõ òî÷åêâ (k + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà öåëóþ ïëîñêîñòü � (è íà÷àëî êî-îðäèíàò). �àññìîòðèì ïîäðåø¼òêó ýòîé ðåø¼òêè, ïîðîæä¼ííóþ âñåìè öåëûìèòî÷êàìè k-ìåðíîé ïëîñêîñòè �. Èíäåêñ òàêîé ïîäðåø¼òêè ñîâïàäàåò ñ öåëî÷èñ-ëåííûì ðàññòîÿíèåì îò çàäàííîé öåëîé òî÷êè äî çàäàííîé öåëîé k-ìåðíîé ïëîñ-êîñòè. Ñ î÷åâèäíîñòüþ ýòîò èíäåêñ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííûì èíâàðè-àíòîì ïàðû: òî÷êà, ïëîñêîñòü. Òàêèì îáðàçîì, öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îòöåëûõ òî÷åê (íàïðèìåð, îò íà÷àëà êîîðäèíàò) äî ïëîñêîñòåé ãðàíåé ïàðóñà ÿâ-ëÿþòñÿ òàêæå öåëî÷èñëåííî-à��èííûìè èíâàðèàíòàìè ïàðû: òî÷êà, ïëîñêîñòü.Ñëåäîâàòåëüíî, öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòåé29



ãðàíåé ïàðóñà èíäóöèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå �öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ� îòíà÷àëà êîîðäèíàò äî ãðàíåé n-ìåðíîãî òîðà, ïîëó÷åííîãî ïðè �àêòîðèçàöèèïàðóñà ïî äåéñòâèþ ãðóïïû �(A).Îáîáùèì ïîíÿòèå öåëî÷èñëåííîãî ðàññòîÿíèÿ íà ñëó÷àé äâóõ öåëûõ ïëîñ-êîñòåé ðàçìåðíîñòåé k1 è k2. �àññìîòðèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ïåðåâîäÿùèéçàäàííóþ öåëóþ òî÷êó ïåðâîé ïëîñêîñòè â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ïà-ðàëëåëüíîì ïåðåíîñå çàäàííûå öåëûå ïëîñêîñòè ïåðåéäóò â íåêîòîðûå öåëûåïëîñêîñòè �1 è �2. �àññìîòðèì ðåø¼òêó öåëûõ òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå, íàòÿíó-òîì íà ïëîñêîñòè �1 è �2. Âûäåëèì ïîäðåø¼òêó, ïîðîæä¼ííóþ âñåìè öåëûìèòî÷êàìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â ïëîñêîñòÿõ �1 è �2.Îïðåäåëåíèå 3.1. Åñëè ïåðåñå÷åíèå äâóõ äàííûõ ïëîñêîñòåé ïóñòî, òî èíäåêññîîòâåòñòâóþùåé ïîäðåø¼òêè íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåì ìåæäóäàííûìè ïëîñêîñòÿìè. Åñëè ïåðåñå÷åíèå äâóõ äàííûõ ïëîñêîñòåé íåïóñòî, òîèíäåêñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäðåø¼òêè íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì óãëîì ìåæäóäàííûìè ïëîñêîñòÿìè.Óòâåðæäåíèå 3.2. Ââåä¼ííûå â îïðåäåëåíèè 3.1 âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò âû-áîðà ïîðÿäêà ïëîñêîñòåé è âûáîðà öåëîé òî÷êè íà ïåðâîé ïëîñêîñòè.Âñå ïîñòðîåííûå èíäåêñû ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííûìè èíâàðèàíòà-ìè ïàð ïðÿìûõ.Öåëî÷èñëåííûå óãëû ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ãðàíåé ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûìè èíâàðèàíòàìè ïàð ïëîñêîñòåé è ïîýòîìó èíäóöèðóþò ñîîòâåòñòâó-þùèå öåëî÷èñëåííûå óãëû ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ãðàíåé ðàçáèåíèÿ n-ìåðíîãî òî-ðà.Çàìå÷àíèå 3.3. Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå èìååò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àél ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé ðàçìåðíîñòåé k1; : : : ; kl.Îïðåäåëåíèå 3.4. Íàçîâ¼ì ðàçáèåíèåì òîðà äëÿ ïàðóñà íåêîòîðîé n-ìåðíîéöåïíîé äðîáè (n+ 1)-àëãåáðàè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòè äëÿ îïåðàòîðà A (èëè,äëÿ êðàòêîñòè, ðàçáèåíèåì òîðà) ïîñòðîåííîå âûøå ðàçáèåíèå n-ìåðíîãî òî-30



ðà íà ìíîãîãðàííûå ãðàíè, ïîëó÷åííîå ïðè �àêòîðèçàöèè ïàðóñà ïî äåé-ñòâèþ ãðóïïû �(A). Ïðè ýòîì âñå ãðàíè ðàçáèåíèÿ îñíàùåíû öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûìè è öåëî÷èñëåííî-à��èííûìè òèïàìè, à ïàðû ñîñåäíèõ ãðàíåé öåëî-÷èñëåííûìè óãëàìè ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè ýòè ãðàíè.
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�ëàâà II.Öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíàÿ èöåëî÷èñëåííî-à��èííàÿêëàññè�èêàöèè äâóìåðíûõ ãðàíåé,ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè,áîëüøåì åäèíèöû îò íà÷àëàêîîðäèíàò.Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïîëíûå öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíàÿ è öåëî÷èñëåííî-à��èííàÿ êëàññè�èêàöèè êîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåð-íûõ öåïíûõ äðîáåé, ëåæàùèõ â äâóìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ íà öåëî÷èñëåííûõ ðàñ-ñòîÿíèÿõ, áîëüøèõ åäèíèöû îò íà÷àëà êîîðäèíàò.Íà ñòðàíèöå 82 äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè n � 2 ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáèïðèâåä¼í ñïèñîê ��n� âñåõ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûõ êëàññîâ êîìïàêòíûõ äâó-ìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ. Äëÿ ðàçìåðíîñòè 2 îí ñîñòîèò èç îäíîé òð¼õïàðàìåò-ðè÷åñêîé ñåðèè ãðàíåé ñ äâóìÿ öåëî÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè è îäíèì êîíå÷-íûì, îäíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèè ñ îäíèì öåëî÷èñëåííûì ïàðàìåòðîì èäâóõ îòäåëüíûõ ãðàíåé. Äëÿ ðàçìåðíîñòåé n � 3 ñïèñêè ��n� ñîñòîÿò èç îä-íîé òð¼õïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèè ãðàíåé ñ äâóìÿ öåëî÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìèè îäíèì êîíå÷íûì, îäíîé äâóïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèè ãðàíåé ñ äâóìÿ öåëî÷èñ-ëåííûìè ïàðàìåòðàìè, îäíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèè ñ îäíèì öåëî÷èñëåí-íûì ïàðàìåòðîì è äâóìÿ ÷àñòíûìè ãðàíÿìè. Íà ñòðàíèöå 84 äëÿ öåëûõ r � 2ïðèâåäåíû ñïèñêè ��r� âñåõ öåëî÷èñëåííî-à��èííûõ êëàññîâ êîìïàêòíûõ äâó-ìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ, ëåæàùèõ íà äâóìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ, ðàñïîëîæåííûõ32



íà öåëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè r îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñïèñîê ��2� ñîñòîèò èçîäíîé äâóïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèè ãðàíåé (äâà öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðà), äâóõîäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåðèé (ñ îäíèì öåëî÷èñëåííûì ïàðàìåòðîì êàæäàÿ) è îä-íîé îòäåëüíîé ãðàíè. Ñïèñîê ��3� ñîñòîèò èç îäíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèèãðàíåé (ñ îäíèì öåëî÷èñëåííûì ïàðàìåòðîì êàæäàÿ) è îäíîé îòäåëüíîé ãðà-íè. Ñïèñîê ��r� ïðè r � 4 ñîñòîèò èç îäíîé äâóïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèè ãðàíåé(öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð è îäèí êîíå÷íûé ïàðàìåòð).Îïèøåì â äâóõ ñëîâàõ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé êëàññè�èêàöèè. Öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíàÿ êëàññè�èêàöèÿ äâóìåðíûõãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ñâîäèòñÿ ê à��èííîé öåëî÷èñëåí-íîé êëàññè�èêàöèè âûïóêëûõ òð¼õìåðíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä â òð¼õìåðíîìïðîñòðàíñòâå îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè: âî-ïåðâûõ, âñå âåð-øèíû îñíîâàíèÿ îòìå÷åííîé ïèðàìèäû, à òàêæå âåðøèíà îòìå÷åííîé ïèðàìè-äû � öåëûå òî÷êè; âî-âòîðûõ, âñå îòëè÷íûå îò âåðøèíû îòìå÷åííîé ïèðàìèäûöåëûå òî÷êè îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ëåæàò íà îñíîâàíèè îòìå÷åííîé ïèðàìèäû.Íà ñòðàíèöå 35 ïðèâåä¼í ñïèñîê �M-W� âñåõ öåëî÷èñëåííî-à��èííûõ êëàññîâòàêèõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä, îí ñîñòîèò èç îäíîé òð¼õïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèèïèðàìèä ñ äâóìÿ öåëî÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè è îäíèì êîíå÷íûì, îäíîé äâó-ïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèè ñ äâóìÿ öåëî÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè, îäíîé îäíîïàðà-ìåòðè÷åñêîé ñåðèè ñ îäíèì öåëî÷èñëåííûì ïàðàìåòðîì è äâóõ îòäåëüíûõ ïèðà-ìèä. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è öåëî÷èñëåííî-à��èííîé êëàññè�èêàöèè âûïóêëûõòð¼õìåðíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä èçó÷àåòñÿ ðàñïîëîæåíèå öåëûõ ïîäðåø¼òîêíà ïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ îñíîâàíèÿì îòìå÷åííûõ ïèðàìèä.Öåëî÷èñëåííî-à��èííàÿ êëàññè�èêàöèÿ äâóìåðíûõ ãðàíåé, ðàñïîëîæåí-íûõ íà äâóìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ íà ðàññòîÿíèè, áîëüøåì åäèíèöû îò íà÷àëà êîîð-äèíàò, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé êëàññè�èêàöèè äâóìåðíûõãðàíåé, ðàñïîëîæåííûõ íà äâóìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ íà ðàññòîÿíèè, áîëüøåì åäè-íèöû, îò íà÷àëà êîîðäèíàò.Âòîðàÿ ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òåîðåìà î êëàññè�èêàöèèìíîãîýòàæíûõ âïîëíå ïóñòûõ âûïóêëûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñ�îðìóëèðîâàíà33



â ðàçäåëå 4. Â ðàçäåëå 5 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ, à òàêæå äîêàçàíû íåñêîëüêîâñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-ðåìû âòîðîãî ðàçäåëà. Â ðàçäåëå 6 �îðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûéñëó÷àé îñíîâíîé òåîðåìû: òåîðåìà î ïóñòûõ ìíîãîýòàæíûõ òåòðàýäðàõ. Â ñëå-äóþùèõ äâóõ ðàçäåëàõ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î êëàññè�èêàöèè ìíîãîýòàæíûõâïîëíå ïóñòûõ òð¼õìåðíûõ âûïóêëûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä: â ðàçäåëå 7 ðàç-áèðàåòñÿ ñëó÷àé ìíîãîóãîëüíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä; â ðàçäåëå 8 � ñëó÷àéòðåóãîëüíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä. Â ðàçäåëå 9 ñ�îðìóëèðîâàíû òåîðåìà îöåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé êëàññè�èêàöèè è ñëåäñòâèå î öåëî÷èñëåííî-à��èííîéêëàññè�èêàöèè äâóìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Â ðàç-äåëå 10 ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçäåëà 9. È, íàêîíåö, â ðàçäåëå 11ïðèâîäÿòñÿ �îðìóëèðîâêè íåðåø¼ííûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ äîêàçàííûìè òå-îðåìàìè.4 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû.Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Â n-ìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå ÷åðåç (a1; : : : ; ak) ïðè k < n îáîçíà÷èì òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè(a1; : : : ; ak; 0; : : : ; 0).Îáîçíà÷èì îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ ÷å-òûð¼õóãîëüíèêîì â îñíîâàíèè ñ âåðøèíàìè (2;�1; 0), (2;�a � 1; 1), (2;�1; 2),(2; b� 1; 1), ãäå b � a � 1, ÷åðåç Ma;b.Îáîçíà÷èì îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ òðå-óãîëüíèêîì â îñíîâàíèè ñ âåðøèíàìè(�; r � 1;�r), (a+ �; r � 1;�r), (�; r;�r), ãäå a � 1, r � 1, ÷åðåç T �a;r;(2; 1; b� 1), (2; 2;�1), (2; 0;�1), ãäå b � 1, ÷åðåç Ub;(2;�2; 1), (2;�1;�1), (2; 1; 2) ÷åðåç V ;(3; 0; 2), (3; 1; 1), (3; 2; 3) ÷åðåç W .Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû öåëî÷èñëåííî-à��èííûå òèïû îñíîâàíèé ïåðå-÷èñëåííûõ âûøå ÷åòûð¼õóãîëüíûõ è òðåóãîëüíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä.34
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�èñ. 1: Öåëî÷èñëåííî-à��èííûå òèïû îñíîâàíèé îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñïèñêà�M-W�.Òåîðåìà 4.1. Î öåëî÷èñëåííî-à��èííîé êëàññè�èêàöèè ìíîãîýòàæ-íûõ âïîëíå ïóñòûõ âûïóêëûõ òð¼õìåðíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä.Ëþáàÿ ìíîãîýòàæíàÿ âïîëíå ïóñòàÿ âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿ òð¼õìåðíàÿïèðàìèäà öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà ðîâíî îäíîé èç îòìå÷åííûõ ïè-ðàìèä ñëåäóþùåãî ñïèñêà.Ñïèñîê �M-W�:� ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà Ma;b, ãäå b � a � 1;� òðåóãîëüíàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà T �a;r;, ãäå a � 1, öåëûå ÷èñëà � è râçàèìíî-ïðîñòû è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì: a � 1, r � 2 è 0 < � � r=2;� òðåóãîëüíàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà Ub, ãäå b � 1;� òðåóãîëüíàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà V ;� òðåóãîëüíàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà W .
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5 Ïðåäâàðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ.Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû, ââåä¼ì íåñêîëüêîîïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé, à òàêæå ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì íåîáõîäèìûå äëÿäàëüíåéøåãî îáùèå óòâåðæäåíèÿ.5.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.Öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäüþ öåëî÷èñëåííîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ëåæàùåãî â íåêîòî-ðîé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè â Rn , íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå åãî åâêëèäîâîé ïëîùàäèê ìèíèìàëüíî-âîçìîæíîé åâêëèäîâîé ïëîùàäè öåëîãî òðåóãîëüíèêà, ëåæàùåãîâ òîé æå äâóìåðíîé ïëîñêîñòè.Öåëûé ìíîãîãðàííèê (ìíîãîóãîëüíèê) íàçûâàåòñÿ ïóñòûì, åñëè îí íå èìååòöåëûõ òî÷åê âíóòðè, à âñå öåëûå òî÷êè åãî ãðàíåé ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãî-ãðàííèêà (ìíîãîóãîëüíèêà).Ïóñòü ABCD � òåòðàýäð ñ óïîðÿäî÷åííûìè âåðøèíàìè â òî÷êàõ A, B, Cè D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (ABCD) ïàðàëëåëåïèïåä:fA+ �AB + �AC + 
ADj 0 � � � 1; 0 � � � 1; 0 � 
 � 1g:Îïðåäåëåíèå 5.1. �àññìîòðèì (ïîëåçíûå) êîîðäèíàòû â òð¼õìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà òî÷êè A, B, C è D ïðîñòðàíñòâà Rn , ýòè êîîðäèíàòûñòðîÿòñÿ ïî ïàðàëëåëåïèïåäó P (ABCD) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü b, 
 è d �öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê B, C è D äî äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé ãðà-íåé ACD, ABD è ACD ñîîòâåòñòâåííî. Âîçüì¼ì òî÷êó A â êà÷åñòâå íà÷àëàêîîðäèíàò, à òî÷êàì B, C è D ïðèñâîèì êîîðäèíàòû (b; 0; 0), (0; 
; 0) è (0; 0; d)ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, êîîðäèíàòû âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàåìî-ãî òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåì ïî ëèíåéíîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîòàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííîé ïî îòíîøåíèþê ïàðàëëåëåïèïåäó P (ABCD).Çàìå÷àíèå 5.2. Îòìåòèì îñîáî, ÷òî â ïàðàëëåëåïèïåäå P (ABCD) íàáîð òî÷åêA, B, C è D � óïîðÿäî÷åí. Ïî óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó òî÷åê A, B, C è Döåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñòðîèòñÿ îäíîçíà÷íî.36



Ïðè èñïîëüçîâàíèè öåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìû áó-äåì íàçûâàòü öåëûå òî÷êè îñíîâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Rn óç-ëàìè öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè ïðîñòðàíñòâà Rn (èëè, äëÿ êðàòêîñòè, ïðîñòîóçëàìè ðåø¼òêè).Çàìå÷àíèå 5.3. Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé óçåë ðåø¼òêè èç ðàññìàòðèâàåìîãî òð¼õ-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïîñòðîåííîé öåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò èìååò öåëûå êîîðäèíàòû. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî: â íåêîòîðûõöåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ñóùåñòâóþò òî÷êè ñ öåëûìèêîîðäèíàòàìè, íå ÿâëÿþùèåñÿ óçëàìè ðåø¼òêè. Äëÿ óçëîâ ðåø¼òêè ýòè êîîðäè-íàòû ïî ìîäóëþ ñîâïàäàþò ñ öåëî÷èñëåííûìè ðàññòîÿíèÿìè îò óçëà ðåø¼òêèäî ïëîñêîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà.5.2 Óòâåðæäåíèå î ñïåöèàëüíûõ ñå÷åíèÿõ öåëîãî ïàðàë-ëåëåïèïåäà.Ïðåæäå, ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü óòâåðæäåíèå î öåëûõ òî÷êàõ ñå÷åíèÿöåëîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïàðàëëåëüíîãî îäíîé èç åãî ãðàíåé, ââåä¼ì ñëåäóþùååîïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 5.4. Òî÷êè P è Q ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè îò-íîñèòåëüíî öåëîãî ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñ-ëà � è �, ÷òî P = Q + �AB + �AC. Ôàêòîððåø¼òêîé ïðîñòðàíñòâà ïî öåëîìóïàðàëëåëîãðàììó ABCD íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óç-ëîâ ðåø¼òêè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà.Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè öåëèêîì ëåæèò â îäíîé èçäâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè ïàðàëëåëîãðàììà. Êàæäàÿ èçòàêèõ ïëîñêîñòåé ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óç-ëîâ ðåø¼òêè. Èõ ÷èñëî ðàâíî èíäåêñó ïëîñêîé ïîäðåø¼òêè, îáðàçîâàííîé âåêòî-ðàìè ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà, â ðåø¼òêå âñåõ öåëûõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ýòîéïëîñêîñòè. 37



Óòâåðæäåíèå 5.5. �àññìîòðèì öåëûé ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA0B0C 0D0 â òð¼õ-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è íåêîòîðóþ öåëóþ ïëîñêîñòü �, ïàðàëëåëüíóþ ãðàíèABCD. Ïóñòü ïëîñêîñòü � ïåðåñåêàåò ïàðàëëåëåïèïåä (ïî ïàðàëëåëîãðàììó).Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.Âî-ïåðâûõ, ïëîñêîñòü � ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-ñòè óçëîâ ðåø¼òêè îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. Ýòî ÷èñëî ðàâíîèíäåêñó ïëîñêîé ïîäðåø¼òêè, îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè AB è AC, â ðåø¼òêåâñåõ öåëûõ òî÷åê äâóìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû ABè AC.Âî-âòîðûõ, äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ ðåø¼òêè îòíîñè-òåëüíî ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè �, âûïîëíÿåòñÿ ðîâíîîäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:à) íà ïàðàëëåëîãðàììå ëåæèò âñåãî îäíà öåëàÿ òî÷êà êëàññà ýêâèâàëåíòíî-ñòè óçëîâ ðåø¼òêè, îíà ðàñïîëîæåíà âî âíóòðåííåé ÷àñòè ïàðàëëåëîãðàììà;á) íà ïàðàëëåëîãðàììå ëåæàò ðîâíî äâå òî÷êè êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè óç-ëîâ ðåø¼òêè, ðàñïîëîæåííûå íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàì-ìà (íå â âåðøèíàõ);â) íà ïàðàëëåëîãðàììå ëåæàò ÷åòûðå òî÷êè, ñîâïàäàþùèå ñ âåðøèíàì ïà-ðàëëåëîãðàììà.5.2.1 Ëåììà î ñïåöèàëüíûõ ñå÷åíèÿõ öåëîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ïó-ñòîé ãðàíüþ.Äîêàæåì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé óòâåðæäåíèÿ 5.5, êîãäà öåëûé ïàðàëëåëå-ïèïåä ñîäåðæèò ïóñòóþ ãðàíü, à ñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà ïàðàëëåëüíî ýòîéãðàíè.Ëåììà 5.6. �àññìîòðèì öåëûé ïàðàëëåëåïèïåä, îäíà èç ãðàíåé êîòîðîãî ÿâëÿ-åòñÿ ïóñòîé. Åñëè öåëàÿ ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ïóñòîé ãðàíè, ïåðåñåêàåòïàðàëëåëåïèïåä (ïî íåêîòîðîìó ïàðàëëåëîãðàììó), òî âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíîèç ñëåäóþùèõ òð¼õ óñëîâèé: 38



à) íà ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò âñåãî îäíà öåëî÷èñëåííàÿ òî÷êà,îíà ðàñïîëîæåíà âî âíóòðåííåé ÷àñòè ïàðàëëåëîãðàììà;á) íà ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò äâå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íàïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàììà (íå â âåðøèíàõ);â) íà ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò ÷åòûðå òî÷êè, ñîâïàäàþùèå ñâåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïóñòóþ ãðàíü F ïàðàëëåëåïèïåäà è öåëóþ ïëîñ-êîñòü �, ïàðàëëåëüíóþ ãðàíè F è ïåðåñåêàþùóþ ïàðàëëåëåïèïåä. Ïîñêîëüêóïëîñêîñòü � ïàðàëëåëüíà ãðàíè F , ïàðàëëåëîãðàìì â ñå÷åíèè ïàðàëëåëåïèïåäàïëîñêîñòüþ � êîíãðóýíòåí ãðàíè F .Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð ñ íà÷àëîì â âåðøèíå ãðàíè F è ñ êîíöîì âíåêîòîðîé öåëîé òî÷êå ïëîñêîñòè � âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâîöåëûõ òî÷åê äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ãðàíè F íà ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê ïëîñêî-ñòè �, ïîñêîëüêó âåêòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà èìååò öåëûå êîîðäèíàòû. Ïðèýòîì öåëûé ïóñòîé ïàðàëëåëîãðàìì F ïåðåõîäèò â íåêîòîðûé êîíãðóýíòíûéöåëûé ïóñòîé ïàðàëëåëîãðàìì íà ïëîñêîñòè �.Èòàê, óòâåðæäåíèå ëåììû ñâåëîñü ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ íà ïëîñêî-ñòè. Ïóñòü íåêîòîðûé ïàðàëëåëîãðàìì ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîãîïåðåíîñà íà âåêòîð, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè ïàðàëëåëîãðàììà, èç íåêîòîðîãî öå-ëîãî ïóñòîãî ïàðàëëåëîãðàììà. Òîãäà òàêîé ïàðàëëåëîãðàìì óäîâëåòâîðÿåò îä-íîìó èç óñëîâèé à) � â). Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òîãî,÷òî âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíàì ïóñòîãî ïàðàëëåëîãðàììà, ïîðîæäàþòðåø¼òêó öåëûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè.5.2.2 Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.5.Âîçüì¼ì íåêîòîðóþ öåëóþ òî÷êó K ïëîñêîñòè �. Âåêòîð AK çàäà¼ò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ ðåø¼ò-êè, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè ABC, âî ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâðåø¼òêè, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè �. ×èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ ðå-ø¼òêè â ïëîñêîñòè ABC ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî èíäåêñó ïëîñêîé ïîäðåø¼òêè,39



îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè AB è AC, â ïîäðåø¼òêå âñåõ öåëûõ âåêòîðîâ, ïàðàë-ëåëüíûõ ïëîñêîñòè ABC. Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà.Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ ýêâè-âàëåíòíîñòè óçëîâ ðåø¼òêè îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. Îáîçíà÷èìïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ âåñü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ ðåø¼òêè, ÷åðåç �, à÷åðåç P � îäíó èç òî÷åê ýòîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ ðåø¼òêè. Ïðåä-ïîëîæèì, ïëîñêîñòü � ïåðåñåêàåò ïàðàëëåëåïèïåä.Ïóñòü ïëîñêîñòü � íå ñîäåðæèò ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. �àññìîòðèìïîäðåø¼òêó ðåø¼òêè öåëûõ òî÷åê òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæä¼ííóþâåêòîðàìè OA, OB, OC è OP , ãäå ÷åðåç O îáîçíà÷åíî íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïà-ðàëëåëåïèïåä ABCDA0B0C 0D0 ñ òàêîé ïîäðåø¼òêîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿìëåììû 5.6, è ïîýòîìó íàøå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 5.6.Åñëè ïëîñêîñòü � ñîäåðæèò ïàðàëëåëîãðàìì ABCD, òî âûáèðàåì ïîäðå-ø¼òêó ïîðîæä¼ííóþ âåêòîðàìè OA0, OB0, OC 0 è OP è ïðèìåíÿåì ëåììó 5.6 êïàðàëëåëåïèïåäó A0B0C 0D0ABCD ñ òàêîé ïîäðåø¼òêîé.5.3 Ñëåäñòâèå î öåëî÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ïðî-òèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè è ïëîñêîñòÿìè ãðàíåé ïó-ñòîãî òåòðàýäðà.Ñëåäñòâèå 5.7. Âñå öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí ïóñòîãî öåëîãîòåòðàýäðà äî äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé ðàâíû.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì íåêîòîðûé ïóñòîé öåëûé òåòðàýäð OABC. Ïóñòüöåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ãðàíè OBC ðàâ-íî n. Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî äâó-ìåðíîé ïëîñêîñòè ãðàíè OAC òàêæå ðàâíî n.Ïîñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä P (OABC). Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèêè OBC, OABè OAC ïóñòûå, ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà òàêæå ïóñòûå. Ñëå-äîâàòåëüíî, âñå äâóìåðíûå ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà ïóñòûå. �àññìîòðèì âñå öå-ëûå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå ãðàíè OBC è ðàçáèâàþùèå ïàðàëëåëåïèïåä íà40



äâå íåïóñòûå ÷àñòè. Ïîñêîëüêó öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî äâó-ìåðíîé ïëîñêîñòè ãðàíè OBC ðàâíî n, êîëè÷åñòâî òàêèõ ïëîñêîñòåé ðàâíî n�1.Ïî ëåììå 5.6 êàæäàÿ èç ïîñòðîåííûõ n � 1 ïëîñêîñòåé âûñåêàåò â ïàðàë-ëåëåïèïåäå ïàðàëëåëîãðàìì, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé à) � â)ëåììû 5.6. Ïîñêîëüêó âñå áîêîâûå äâóìåðíûå ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà ïóñòûå(òî åñòü íå ñîäåðæàò öåëûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò âåðøèí), âñå ðàññìàòðèâàå-ìûå ïàðàëëåëîãðàììû íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì á) è â) ëåììû 5.6. Ñëåäî-âàòåëüíî, êàæäûé òàêîé ïàðàëëåëîãðàìì ñîäåðæèò ðîâíî îäíó öåëóþ òî÷êó,ïðè÷¼ì ýòà òî÷êà ëåæèò âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà. Èòàê, âíóòðè ïàðàëëåëåïè-ïåäà P (OABC) ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n� 1 öåëûõ òî÷åê, òàê êàê öåëûõ ïëîñêîñòåéè ïàðàëëåëüíûõ ãðàíè OBC, ïåðåñåêàþùèõ ïèðàìèäó, ðîâíî n�1, ïðè÷¼ì îäíàèç íèõ ïðîõîäèò ÷åðåç OBC, à îäíà ÷åðåç òî÷êó A.Åñëè öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ãðàíèOAC ðàâíî m, òî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âíóòðè ïàðàëëå-ëåïèïåäà ñîäåðæèòñÿ ðîâíî m� 1 öåëûõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, n� 1 = m� 1,òî åñòü n = m.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà îñòàëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèé.Ñëåäñòâèå 5.8. �àññìîòðèì öåëî÷èñëåííûé ïàðàëëåëåïèïåä, íàòÿíóòûé íàíåêîòîðûé ïóñòîé òåòðàýäð, è öåëóþ ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ îäíîé èç ãðà-íåé ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïóñòü ýòà ïëîñêîñòü ðàçáèâàåò ïàðàëëåëåïèïåä íà äâåíåïóñòûå ÷àñòè. Òîãäà íà ïàðàëëåëîãðàììå â ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòè ñ ïàðàë-ëåëåïèïåäîì ëåæèò âñåãî îäíà öåëàÿ òî÷êà, îíà ðàñïîëîæåíà âî âíóòðåííåé÷àñòè ïàðàëëåëîãðàììà.
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6 Âñïîìîãàòåëüíîå ñëåäñòâèå î ïóñòûõ öåëûõòåòðàýäðàõ.Â ýòîì ðàçäåëå ïîéä¼ò ðå÷ü î ñëåäñòâèè î ïóñòûõ öåëûõ òåòðàýäðàõ òåîðåìûÓàéòà [54℄ (ñì. òàêæå [19℄). Ñ�îðìóëèðóåì ñíà÷àëà ñàìó òåîðåìó.Òåîðåìà 6.1. (�. Ê. Óàéò, 1964 [54℄.) Ïóñòü � � R3 � öåëî÷èñëåííûé òð¼õ-ìåðíûé ñèìïëåêñ, ïóñòü Ei = f�i; �0ig, i = 1; 2; 3 � ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàä-ëåæàùèõ ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð �i; �0i ñèìïëåêñà �. Òîãäà ìíîæåñòâî(� n Ei) \ Z3 ïóñòî, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå j è òàêèå äâå ñî-ñåäíèå öåëûå ïëîñêîñòè �j, �0j (ñîñåäíèå â òîì ñìûñëå, ÷òî íåò öåëûõ òî÷åê,ëåæàùèõ ñòðîãî ìåæäó �j è �0j), ÷òî�i � �j �0i � �0j:Ñëåäñòâèå î ïóñòûõ öåëûõ òåòðàýäðàõ � ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå: êðîìå òîãî,÷òî íà í¼ì áàçèðóåòñÿ êëàññè�èêàöèÿ ïóñòûõ âûïóêëûõ ìíîãîýòàæíûõ òåòðà-ýäðîâ, ýòî óòâåðæäåíèå ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-ìû 4.1. Â ýòîì ðàçäåëå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëàãà-åòñÿ ðàâíîé òð¼ì.Ñëåäñòâèå 6.2. Ïóñòü ADBA0 � íåêîòîðûé ïóñòîé öåëûé òåòðàýäð. Òîãäàâñå öåëûå òî÷êè íàòÿíóòîãî íà íåãî ïàðàëëåëåïèïåäà P (ADBA0) ëåæàò íàîäíîé èç ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïàðû öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ð¼áåðïàðàëëåëåïèïåäà, íè îäíî èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì òåòðàýäðà.Çàìå÷àíèå 6.3. Âñåãî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïàðû öåíòðàëüíî-ñèì-ìåòðè÷íûõ ð¼áåð ïàðàëëåëåïèïåäà, � øåñòü. Îäíàêî òðè èç íèõ ïðîõîäÿò ÷åðåçîáùèå ð¼áðà ïàðàëëåëåïèïåäà è òåòðàýäðà è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïîäõîäÿò ïîäóñëîâèÿ òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ïîä óñëîâèÿ òåîðåìû ïîäõîäÿò òîëüêî òðèïëîñêîñòè.Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì çäåñü èñ÷åðïûâàþùåå äîêàçàòåëüñòâîñëåäñòâèÿ î ïóñòûõ öåëûõ òåòðàýäðàõ.42



6.1 Ëåììà îá îäíîì óçëå ðåø¼òêèÄëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 6.2 ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî òî÷êàB ëåæèò íà ðàññòîÿíèè r > 1 îò ïëîñêîñòè ãðàíè ACD. �àññìîò-ðèì öåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàëëå-ëåïèïåäó P (ADBA0) (ñ öåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííûìè êîîðäèíàòàìè (x; y; z)).Îáîçíà÷èì ÷åðåç B0, C, C 0 è D0 âåðøèíû ñ êîîðäèíàòàìè (0; r; r), (r; r; 0), (r; r; r)è (r; 0; r) ñîîòâåòñòâåííî.Ëåììà 6.4. Íà ïëîñêîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì x + y + z = r + 1 (ãäå r > 1),ëåæèò ðîâíî îäèí âíóòðåííèé óçåë ðåø¼òêè ïàðàëëåëåïèïåäà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïëîñêîñòü x+y+z = r+1 ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Ïå-ðåíåñ¼ì ïóñòîé öåëûé ïàðàëëåëîãðàìì A0B0CD íà âåêòîð (0; 0; 1). Ïîëó÷åííûéïàðàëëåëîãðàìì ëåæèò íà ïëîñêîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì x + y + z = r + 1.Ïîñêîëüêó öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò (òî åñòü îò òî÷êè A)äî öåëîé ïëîñêîñòè ãðàíè A0B0CD ðàâíî r, à, êðîìå òîãî, ýòà ïëîñêîñòü çàäà¼ò-ñÿ óðàâíåíèåì x+ y+ z = r, âñå ïëîñêîñòè x+ y+ z = n ïðè öåëûõ n ÿâëÿþòñÿöåëûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòü x+ y+ z = r+1 � öåëàÿ. �¼áðà ñäâèíóòîãîïàðàëëåëîãðàììà ëåæàò íà ïëîñêîñòÿõ ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà è íå ïðîõîäÿò÷åðåç âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 5.6 ïàðàëëåëîãðàìì ñîäåðæèò ðîâ-íî îäèí óçåë ðåø¼òêè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ïàðàëëåëîãðàììà.Îáîçíà÷èì ýòîò óçåë ÷åðåç K(x0; y0; z0). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿì ëåììû óäî-âëåòâîðÿåò íå áîëåå îäíîãî óçëà ðåø¼òêè.Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò, òî åñòü, ÷òî îïèñàííûé âûøå óçåëðåø¼òêè ëåæèò âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäà. Ñäâèíóòûé ïàðàëëåëîãðàìì çàäà¼òñÿíåðàâåíñòâàìè 0 � x � r, 0 � y � r è óðàâíåíèåì x + y + z = r + 1. Ïîñêîëüêóåäèíñòâåííàÿ òî÷êà (0; 0; r + 1) ïàðàëëåëîãðàììà ñ öåëîé êîîðäèíàòîé z > ríå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè (òàê êàê r + 1 íå äåëèòñÿ íàöåëî íà r ïðè r > 1),âûïîëíÿåòñÿ z0 � r. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî z0 � 0. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðKC ÿâëÿåòñÿ öåëûì, à, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà K 0 = A + KC ÿâëÿåòñÿ óçëîìðåø¼òêè. Êðîìå òîãî, òî÷êà K 0 ëåæèò â òåòðàýäðå ADBA0 è íå ñîâïàäàåò íè ñ43
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KK0
�èñ. 2: Òî÷êè K è K 0 ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ðåø¼òêè.îäíîé âåðøèíîé (ñì. ðèñ. 2). Ñëåäîâàòåëüíî, òåòðàýäð ADBA0 � íå ïóñòîé. Ìûïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.Òàêèì îáðàçîì, âåðíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà 0 � x0 � r, 0 � y0 � r è0 � z0 � r. Ïîñêîëüêó ð¼áðà ïàðàëëåëîãðàììà íå ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíûïàðàëëåëåïèïåäà, âñå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà çàìåíÿåì íà ñòðîãèå. Èç ýòîãî âû-òåêàåò, ÷òî K � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïàðàëëåëåïèïåäà.Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.6.2 Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 6.2.Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó òî÷åê âíóòðè ïàðàë-ëåëåïèïåäà.Áàçà èíäóêöèè. Åñëè öåëàÿ òî÷êà âñåãî îäíà, òî îíà ëåæèò â öåíòðå ñèììåò-ðèè ïàðàëëåëåïèïåäà íà ïåðåñå÷åíèè âñåõ òð¼õ ïëîñêîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ òåîðåìû.Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî äëÿ âñåõïóñòûõ öåëûõ òåòðàýäðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè ðàññòîÿíèÿìè îò âåðøèí äî äâó-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé, íå ïðåâîñõîäÿùèìè r � 1 (íà-ïîìíèì, ÷òî â ïóñòîì òåòðàýäðå âñå öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí äîäâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé ðàâíû ïî ñëåäñòâèþ 5.7). Äî-44



êàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà ñ öåëî÷èñëåííûìè ðàññòîÿíè-ÿìè îò âåðøèí äî äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé, ðàâíûìè r.Ïî ëåììå 6.4 ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí óçåë ðåø¼òêè A00(x0; y0; z0) íà ïëîñêîñòèx + y + z = r + 1, êîòîðûé ëåæèò âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîz0 � íàèáîëüøàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè A00. (Ñëó÷àè, êîãäà x0 èëè y0 � íàèáîëüøèåêîîðäèíàòû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ïî ñëåäñòâèþ 5.7.)Òåòðàýäð ADCA00 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì öåëûì òåòðàýäðîì, ïîñêîëüêó âñå òî÷-êè òåòðàýäðà ADBA00 ñ öåëûìè öåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííûìè êîîðäèíàòàìè(çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè A00) ëåæàò â ïóñòîì òåòðàýäðå ADBA0. Öåëî÷èñëåííîåðàññòîÿíèå îò òî÷êè A00 äî ïëîñêîñòè ADC ðàâíî z0 < r. �àññìîòðèì ïàðàëëåëå-ïèïåä P (ADBA00). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âñå öåëûå òî÷êè ïàðàëëåëåïè-ïåäà ëåæàò ëèáî â ïëîñêîñòè A00CD, ëèáî â ïëîñêîñòè A00BC, ëèáî â ïëîñêîñòèB00BD (çäåñü B00 = A00 + AB). �àññìîòðèì ïîî÷åð¼äíî ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ òð¼õïëîñêîñòåé ñ ïëîñêîñòüþ z = 1.Ñëó÷àé 1. Ïëîñêîñòü A00CD. Ïëîñêîñòü A00CD çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåìx+ r � x0z0 z = r:Ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè A00CD ñ ïëîñêîñòüþ z = 1 åñòü ïðÿìàÿ (x1; t; 1), ãäå t� ïàðàìåòð, à x1 � êîíñòàíòà, ðàâíàÿ r � r�x0z0 . Ýòà ïðÿìàÿ ñîäåðæèò òî÷êè ñöåëûìè êîîðäèíàòàìè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè x1 � öåëîå ÷èñëî. Îöåíèì åãî(èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå y0 � z0).x1 = r � r�x0z0 = r � r�(r+1�z0�y0)z0 = r + 1z0 � 1� y0z0 �r � 2 + 1z0 > r � 2:Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x1 < r. Èç öåëîñòè x1 è íåðàâåíñòâr � 2 < x1 < r ñëåäóåò, ÷òî x1 = r � 1. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò óçëûðåø¼òêè ñ êîîðäèíàòàìè (r� 1; t; 1), à çíà÷èò, ïî óòâåðæäåíèþ 5.5, îäèí èç íèõ(ñ êîîðäèíàòàìè (r�1; t0; 1), äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî t0) ëåæèò â ïàðàëëåëåïèïåäåP (ADBA0). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå îñòàëüíûå óçëû ïàðàëëåëåïèïåäà P (ADBA0)èìåþò êîîðäèíàòû (r � k; (k � t0 mod r); k), òî åñòü ëåæàò íà ãðàíè A0B0CD.45



Ñëó÷àé 2. Ïëîñêîñòü A00BC. Ïëîñêîñòü A00BC çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåìy + r � y0z0 z = r:Ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè A00BC ñ ïëîñêîñòüþ z = 1 åñòü ïðÿìàÿ (t; y1; 1), ãäå t� ïàðàìåòð, à y1 � êîíñòàíòà, ðàâíàÿ r � r�x0z0 . Ýòà ïðÿìàÿ ñîäåðæèò òî÷êè ñöåëûìè êîîðäèíàòàìè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè y1 � öåëîå ÷èñëî. Îöåíèì åãî(èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå x0 � z0).y1 = r � r�y0z0 = r � r�(r+1�z0�x0)z0 = r + 1z0 � 1� x0z0 �r � 2 + 1z0 > r � 2:Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî y1 < r. Èç öåëîñòè y1 è íåðàâåíñòâr � 2 < y1 < r ñëåäóåò, ÷òî y1 = r � 1. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò óçëûðåø¼òêè ñ êîîðäèíàòàìè (t; r�1; 1), à çíà÷èò ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 îäèí èç íèõ (ñêîîðäèíàòàìè (t0; r� 1; 1), äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî t0) ëåæèò â ïàðàëëåëåïèïåäåP (ADBA0). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå îñòàëüíûå óçëû ïàðàëëåëåïèïåäà P (ADBA0)èìåþò êîîðäèíàòû ((k � t0 mod r); r � k; k), òî åñòü ëåæàò íà ãðàíè A0BCD0.Äîáàâëåíèå. Ïëîñêîñòü B00BD. Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé ïëîñêîñòè B00BDíåâîçìîæåí. Ýòà ïëîñêîñòü çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåìx+ y + r � y0 � x0z0 z = r:Ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè B00BD ñ ïëîñêîñòüþ z = 1 åñòü ïðÿìàÿ (a+t2 ; a�t2 ; 1), ãäå t� ïàðàìåòð, à a � êîíñòàíòà, ðàâíàÿ r� r�x0�y0z0 . Òàêàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò òî÷êèñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè a � öåëîå ÷èñëî. Îöåíèì åãî.a = r � r � y0 � x0z0 = r � z0 � 1z0 > r � 1:Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a < r. Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðå-ñå÷åíèè ïàðàëëåëåïèïåäà P (ADBA0) ñ ïëîñêîñòüþ z = 1 íåò óçëîâ ðåø¼òêè,÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ öåëèêîì èñ÷åðïûâàþò âñåâàðèàíòû.Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà ñ öåëî÷èñëåííûìè ðàññòîÿíèÿìè îò âåð-øèí äî äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé, ðàâíûìè r, íàøåóòâåðæäåíèå äîêàçàíî. 46



Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî ïî èíäóêöèè.Çàìå÷àíèå 6.5. Îòñóòñòâèå òðåòüåãî ñëó÷àÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îáó-ñëîâëåí òðåáîâàíèåì òîãî, ÷òî òðåòüÿ êîîðäèíàòà òî÷êè A00 íå ìåíüøå ïåðâîéè âòîðîé êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè.6.3 Êëàññè�èêàöèÿ ïóñòûõ òðåóãîëüíûõ îòìå÷åííûõ ïè-ðàìèä.Ñëåäñòâèå 6.2 ïîçâîëÿåò îïèñàòü âñå ðàçëè÷íûå öåëî÷èñëåííûå à��èííûå òèïûïóñòûõ òðåóãîëüíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä, òî åñòü òåòðàýäðîâ ñ îòìå÷åííîéâåðøèíîé.Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü r � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, �� íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè íîëü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P �r îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ñâåðøèíîé â òî÷êå (0; 0; 0) è îñíîâàíèåì ñ âåðøèíàìè (0; 1; 0), (1; 0; 0) è (�; r ��; r).Ñëåäñòâèå 6.6. Öåëàÿ ïóñòàÿ òðåóãîëüíàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà öåëî÷èñëåí-íî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç ïèðàìèä ñëåäóþùåãî ñïèñêà.Ñïèñîê �P�:� P 01 ;� P �r , ãäå öåëûå ÷èñëà � è r âçàèìíî-ïðîñòû è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèìíåðàâåíñòâàì: r � 2, 0 < � � r=2.Ïðèâåä¼ííûå â ñïèñêå �P� öåëûå òðåóãîëüíûå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû âñåïóñòûå è ïîïàðíî öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîëíîòà ñïèñêà �P�. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïóñòàÿöåëî÷èñëåííàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ADBA0 (ñ âåðøèíîé A) öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñïèñêà �P�.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò å¼ âåðøèíû äî äâóìåðíîéïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ðàâíî ïîëîæèòåëüíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó r. Åñëè r = 1,òî âåðøèíû îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ïîðîæäàþò âñþ òð¼õìåðíóþ ðåø¼òêó öåëûõ47



òî÷åê, è ïîýòîìó òàêàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà íåêîòîðûì öåëî÷èñëåííûì à�-�èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâîäèòñÿ â îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó P 01 (ïðè ýòîìïðåîáðàçîâàíèè òî÷êà A ïåðåéä¼ò â òî÷êó (0; 0; 0)).Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî r > 1. Ïî ñëåäñòâèþ 6.2 âñå öåëûå òî÷êè ïàðàë-ëåëåïèïåäà P (ADBA0) ëåæàò íà îäíîé èç òð¼õ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåçöåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ð¼áðà ïàðàëëåëåïèïåäà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ð¼áðàìè îò-ìå÷åííîé ïèðàìèäû ADBA0. Ïåðåîáîçíà÷èì âåðøèíû îñíîâàíèÿ îòìå÷åííîéïèðàìèäû DBA0 áóêâàìè B, D è A0 òàê, ÷òîáû âñå âíóòðåííèå òî÷êè ïàðàë-ëåëåïèïåäà P (ADBA0) ëåæàëè íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ðåáðî BD èöåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ðåáðî.�àññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ïëîñêîñòüþ z = 1 âöåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ïàðàëëåëåïèïå-äîì P (ADBA0). Íà ýòîé ïëîñêîñòè ëåæèò ðîâíî îäèí óçåë ðåø¼òêè, êîòîðûéïî ñëåäñòâèþ 6.2 èìååò êîîðäèíàòû (r � �; �; 1). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç K.Åñëè ÷èñëà � è r èìåþò íåêîòîðûé íàòóðàëüíûé îáùèé äåëèòåëü 
 � 1,òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè ( r��
 r; �
r; 
) ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè. Ñëåäîâàòåëüíî,òî÷êà (0; 0; 
) ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè, è òîãäà îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ADBA0íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé. Òàêèì îáðàçîì, öåëûå ÷èñëà � è r âçàèìíî-ïðîñòû.Ïîñêîëüêó öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòèãðàíè ADB ðàâíî åäèíèöå, òåòðàýäð ABDK íåêîòîðûì öåëî÷èñëåííûì à�-�èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâîäèòñÿ â òåòðàýäð ñ âåðøèíàìè (0; 0; 0), (0; 1; 0),(1; 0; 0) è (1; 1; 1). Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè âåðøèíà A0 ïåðåéä¼ò â òî÷êó ñêîîðäèíàòàìè (�; r� �; r). Ñëåäîâàòåëüíî, îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ABDA0 (êîòî-ðàÿ ïåðåâîäèòñÿ â îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ABDA0 öåëî÷èñëåííî-à��èííîé çàìå-íîé êîîðäèíàò, ñîõðàíÿþùåé âåðøèíó è ïåðåñòàâëÿþùåé âåðøèíû îñíîâàíèÿ)öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå P �r , ãäå 0 < � < r,à ÷èñëà � è r âçàèìíî-ïðîñòû. Îñòà¼òñÿ òîëüêî îòìåòèòü, ÷òî îòìå÷åííûå ïèðà-ìèäû P �r è P r��r ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïðè ïîìîùè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíîïëîñêîñòè x = y, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ðåø¼òêó è îòìå÷åííóþ âåðøèíó � íà÷à-ëî êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, îòìå÷åííûå ïèðàìèäû P �r è P r��r öåëî÷èñëåííî-48



à��èííî ýêâèâàëåíòíû.2. Ïóñòîòà îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñïèñêà �P�. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðå÷èñ-ëåííûå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû P r� ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè.Ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè z = b (äëÿ 1 � b � (r � 1)) è îòìå÷åííûå ïèðàìèäûP r� åñòü òðåóãîëüíèê AkBkDk ñ êîîðäèíàòàìè� br �; br (r � �); b� ; �br ; br (r � �) + r � br ; b� è �br� + r � br ; br (r � a); b� :Òðåóãîëüíèê AkBkDk ëåæèò â ëåíòå b � x+ y � b+ r�br , z = b. Ýòà ëåíòà ñîäåð-æèò òîëüêî öåëûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (t; b � t; b). Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà Ak íå ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Òàê êàê ÷èñëà � è r âçàèìíî-ïðîñòû,à d < r, ïåðâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè Ak íå ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåîòìå÷åííûå ïèðàìèäû P r� , ïåðå÷èñëåííûå â �îðìóëèðîâêå ñëåäñòâèÿ 6.6, ÿâëÿ-þòñÿ ïóñòûìè.3. Íåèçáûòî÷íîñòü ñïèñêà �P�. Äîêàæåì, ÷òî âñå îòìå÷åííûå ïèðàìè-äû P r� ñëåäñòâèÿ 6.6 ïîïàðíî öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíû. Çàìåòèì,÷òî öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííûì èíâàðèàíòîì, ïîýòîìó îòìå÷åííûå ïèðàìè-äû ñ ðàçíûìè r íåýêâèâàëåíòíû.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëè÷èòü îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ïðè îäèíàêîâûõ r, ïî-ñòðîèì ñëåäóþùèé öåëî÷èñëåííî-à��èííûé èíâàðèàíò. �àññìîòðèì ïðîèç-âîëüíóþ ïóñòóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ABDA0 ñ âåðøèíîé A è ñâÿçàííûé ñíåé òð¼õãðàííûé óãîë ñ âåðøèíîé A è ñ òðåóãîëüíèêîì DBA0 â îñíîâàíèè. Ïîëåììå 6.4 â ýòîì òð¼õãðàííîì óãëå ëåæèò âñåãî îäíà òî÷êà (îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåçK), ðàñïîëîæåííàÿ íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ãðàíè DBA0, íà öå-ëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè r+ 1 îò âåðøèíû A. Ïî ñëåäñòâèþ 6.2 öåëî÷èñëåííûåðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè K äî äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé ãðàíåé óãëà ðàâíû 1, �, r� �(äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà �). Òð¼õãðàííûé óãîë è òî÷êà K îïðåäåëÿ-þòñÿ ïî îòìå÷åííîé ïèðàìèäå îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèé îòìå÷åí-íîé ïèðàìèäû, ñîõðàíÿþùèõ âåðøèíó. �ðóïïà òàêèõ ñèììåòðèé äåéñòâóåò íàíàáîðå öåëî÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèé îò K äî äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé ãðàíåé óãëà49



ïåðåñòàíîâêàìè. Òåì ñàìûì, íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð [1; �; r� �℄ ÿâëÿåòñÿ èíâà-ðèàíòîì. Ýòîò èíâàðèàíò ñ î÷åâèäíîñòüþ ðàçëè÷àåò âñå îòìå÷åííûå ïèðàìèäûP r� ïðè îäèíàêîâîì öåëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè r.Âñå óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ äîêàçàíû.Óòâåðæäåíèå 6.7. Ïóñòü öåëûå ÷èñëà � è r âçàèìíî-ïðîñòû è óäîâëåòâîðÿþòñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì: r � 2, 0 < � � r=2. Òîãäà îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà P �röåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå T �1;r.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà T �1;r ïîëó÷àåòñÿ èç îòìå÷åííîé ïèðà-ìèäû P �r ïðè ïîìîùè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãîìàòðèöåé 0BBB� � + 1 � ��r � 1 r � 1 2� r�r �r r � 1 1CCCA :
Ñëåäñòâèå 6.8. Ëþáàÿ öåëàÿ ïóñòàÿ r-ýòàæíàÿ (r � 2) òðåóãîëüíàÿ îò-ìå÷åííàÿ ïèðàìèäà öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç îòìå÷åí-íûõ ïèðàìèä âèäà T �1;r, ãäå öåëûå ÷èñëà � è r âçàèìíî-ïðîñòû, ïðè÷¼ì 0 <� � r=2. Ïåðå÷èñëåííûå öåëûå òðåóãîëüíûå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ïóñòûè ïîïàðíî öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíû (êðîìå òîãî, îíè ïîïàðíîöåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíû ïðè ðàçíûõ r).6.4 Êëàññè�èêàöèÿ ïóñòûõ òåòðàýäðîâ.Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññè�èêàöèåé ïóñòûõ òðåóãîëüíûõîòìå÷åííûõ ïèðàìèä (ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé) è ïóñòûõ òåòðàýäðîâ (áåç âûäå-ëåííîé âåðøèíû).Ïåðâûå øàãè äëÿ êëàññè�èêàöèè ïóñòûõ òåòðàýäðîâ àëãåáðàè÷åñêèìè ìå-òîäàìè ïðåäïðèíÿë Æ.-Î. Ìóññà�èð â ñâîåé ðàáîòå [42℄. Â ðàáîòå Ìóññà�èðàïóñòûå òåòðàýäðû ïðèâîäÿòñÿ ê ýðìèòîâûì íîðìàëüíûì �îðìàì.50



Òåîðåìà 6.9. (Æ.-Î. Ìóññà�èð [42℄.) Öåëûé ïóñòîé òåòðàýäð öåëî÷èñ-ëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòåí òåòðàýäðó ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò èîñíîâàíèåì ñ âåðøèíàìè (1; 0; 0), (0; 1; 0) è (u; v; d), äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷è-ñåë u, v è d, ãäå u, v è u + v � 1 âçàèìíî-ïðîñòû ñ d, à îäíî èç ÷èñåë u + v,u � 1, v � 1 äåëèòñÿ íà d. (Òàêèå òåòðàýäðû èíîãäà íàçûâàþò ýðìèòîâûìèíîðìàëüíûìè �îðìàìè ñèìïëåêñîâ.)Îäíàêî ìíîãèå èç ýðìèòîâûõ íîðìàëüíûõ �îðì òåòðàýäðîâ ÿâëÿþòñÿöåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíûìè ìåæäó ñîáîé. Ñóùåñòâóþò äîïîëíè-òåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ íà ÷èñëà u, v è d. Ïðèâåä¼ííîå íèæå ñëåäñòâèå ñëåä-ñòâèÿ 6.2 óòî÷íÿåò òåîðåìó Æ.-Î. Ìóññà�èðà.Ñëåäñòâèå 6.10. Öåëûé ïóñòîé òåòðàýäð öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòåíîäíîìó èç ñëåäóþùèõ òåòðàýäðîâ:� P 01 ;� P �r , ãäå r � 2, 0 < � < r, ïðè ýòîì ýëåìåíò (� mod r) àääèòèâíîéãðóïïû Z=mZ âõîäèò â ñâÿçàííóþ ñ íåé ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó (Z=mZ)�(òî åñòü öåëûå ÷èñëà � è r âçàèìíî-ïðîñòûå).Âñå ïðèâåä¼ííûå â ýòîì ñïèñêå öåëûå òåòðàýäðû ïóñòûå. Òåòðàýäðû P �r1 èP �r2 öåëî÷èñëåííî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r1 = r2, è, êðîìåòîãî, ïðè r1 > 1 âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ÷åòûð¼õ ðàâåíñòâ (â ãðóïïå(Z=mZ)�): (� mod r1) = (�1) � (� mod r1)�1:Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîëíîòà ñïèñêà. Ïî ñëåäñòâèþ 6.6 âñå ïóñòûå öåëûå òåò-ðàýäðû öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíû îäíîìó èç òåòðàýäðîâ, ïðèâåä¼í-íûõ â ñïèñêå ñëåäñòâèÿ 6.10.2. Ïóñòîòà òåòðàýäðîâ ñïèñêà. Ïî ñëåäñòâèþ 6.6 òåòðàýäðû P r� ïóñòû ïðèâçàèìíî-ïðîñòûõ r è �, ãäå r � 2, à � � r=2. Ïîñêîëüêó òåòðàýäðû P r� è P r���ýêâèâàëåíòíû, è P 01 � ïóñòîé, âñå òåòðàýäðû ñëåäñòâèÿ 6.10 ïóñòûå.3. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 6.10. (À�-�èííàÿ) ãðóïïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà S4 ñòðîãî âêëþ÷àåò â ñåáÿ51



(à��èííóþ) ãðóïïó ñèììåòðèé òåòðàýäðà ñ îòìå÷åííîé âåðøèíîé S3. Òåïåðüîäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í íå êàêîé-íèáóäü îäèí âûäåëåííûé òð¼õãðàííûé óãîë, ñî-îòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîé âåðøèíå òåòðàýäðà, à íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð âñåõ÷åòûð¼õ óãëîâ. Â êàæäîì èç ýòèõ ÷åòûð¼õ óãëîâ îäíîçíà÷íî âûäåëÿåòñÿ ïîöåëîé òî÷êå (àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ). Ïðÿìûå âû-÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íèõ äî ÷åòûð¼õ äâó-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé ãðàíåé ðàâíû(1; 1; �; r� �); (1; 1; �; r� �); (�; r � �; 1; 1) è (�; r � �; 1; 1);ãäå (� mod r) � (� mod r) = 1 (â ãðóïïå (Z=mZ)�). Ïðè ýòîì öåëî÷èñëåííûåðàññòîÿíèÿ äî äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé ãðàíåé ñîãëàñîâàííî ïåðåñòàâëÿþòñÿ âîâñåõ òî÷êàõ. Òåòðàýäðû P �r1, P �r2, P r��r è P r��r ýêâèâàëåíòíû, à ïîñòðîåííûé èí-âàðèàíò ðàçëè÷àåò ðàçíûå ÷åòâ¼ðêè òåòðàýäðîâ.Óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ äîêàçàíû.Çàìå÷àíèå 6.11. Êëàññè�èêàöèè ïóñòûõ òðåóãîëüíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä èïóñòûõ òåòðàýäðîâ ñîâïàäàþò òîëüêî ïðè r = 1; 2; 3; 4; 5; 6; 8; 10; 12; 24. (Äëÿ ýòî-ãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû êâàäðàò ëþáîãî ýëåìåíòà â ñîîòâåòñòâóþùåé ìóëüòèïëè-êàòèâíîé ãðóïïå áûë ðàâåí �1. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìóëüòè-ïëèêàòèâíîé ãðóïïû ëèáî Z=4Z, ëèáî Z=2Z. Òàêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïïâñåãî ïÿòíàäöàòü. Èç íèõ óäîâëåòâîðÿþò íàøåìó óñëîâèþ òîëüêî äåâÿòü ïåðå-÷èñëåííûõ, è äîïîëíèòåëüíî äîáàâëÿåòñÿ ñëó÷àé r = 1.)7 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1: ìíîãîóãîëüíûåîòìå÷åííûå ïèðàìèäû.Ïðèñòóïàåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î öåëî÷èñëåííî-à��èííîé êëàññè�èêà-öèè ìíîãîýòàæíûõ âïîëíå ïóñòûõ âûïóêëûõ òð¼õìåðíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä.Â ýòîì ðàçäåëå îïèñàí ñëó÷àé îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñ ìíîãîóãîëüíèêàìè (îáëà-äàþùèìè íå ìåíåå ÷åòûð¼õ óãëîâ, îòëè÷íûõ îò ðàçâ¼ðíóòûõ) â îñíîâàíèè. Âñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé òðåóãîëüíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä.52



7.1 Óòâåðæäåíèå î öåëîì ïàðàëëåëîãðàììå âíóòðè öåëîãîìíîãîóãîëüíèêà.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ëþáîé öåëûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê (áåç ðàçâ¼ðíóòûõóãëîâ), íà÷èíàÿ ñ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ñîäåðæèò öåëûé ïàðàëëåëîãðàìì.Óòâåðæäåíèå 7.1. Ïóñòü ÷åòûðå âåðøèíû íåêîòîðîãî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëü-íèêà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè òî÷êàìè. Òîãäà ýòîò ìíîãîóãîëüíèê ñîäåðæèò â ñåáåíåêîòîðûé ïàðàëëåëîãðàìì ñ öåëûìè âåðøèíàìè, öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâè-âàëåíòíûé ëèáî ñòàíäàðòíîìó åäèíè÷íîìó ïàðàëëåëîãðàììó íà ðèñóíêå 3a),ëèáî ïàðàëëåëîãðàììó ñ âåðøèíàìè (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è (0;�1) íà ðèñóíêå 3b):
(0; 1) (1; 0)(1; 1)(0; 0) a) (0;�1)(0; 1)(�1; 0) (1; 0)b)�èñ. 3: Â êàæäîì öåëîì ìíîãîóãîëüíèêå ñîäåðæèòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì, öåëî÷èñ-ëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíûé îäíîìó èç äàííûõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ñîäåð-æèò ÷åòûðå öåëûå âåðøèíû. �àññìîòðèì ÷åòûð¼õóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ýòè-ìè ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè, è îáîçíà÷èì åãî KLMN . Äîêàæåì, ÷òî â í¼ì ñîäåð-æèòñÿ íåêîòîðûé ïàðàëëåëîãðàìì ñ öåëûìè âåðøèíàìè.�àññìîòðèì ÷åòûð¼õóãîëüíèê KLMN è ïàðàëëåëîãðàìì P (KLN), îáîçíà-÷èì åãî ÷åðåç P (KLM 0N). Òî÷êà M ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà ÷åòûðüìÿ ðàç-íûìè ñïîñîáàìè îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñòîðîíûM 0N èM 0L.Íà ðèñ. 4 ðàçîáðàíû âñå ÷åòûðå ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ.Äëÿ âñåõ ÷åòûð¼õ âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ ÿâíî óêàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëî-ãðàìì ñ öåëûìè âåðøèíàìè, âïèñàííûé â ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Íà ðèñóíêå ÷å-53



K LN MM 0 K LN MM 0 K LN M M 0 K LN M M 0
�èñ. 4: Ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KLMN îòíîñè-òåëüíî ïàðàëëåëîãðàììà P (KNL) (òî åñòü KLM 0N).òûð¼õóãîëüíèê KLMN âûäåëåí æèðíîé ëèíèåé, à ïàðàëëåëîãðàìì çàêðàøåíñåðûì.Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ òî÷êà öåëîãî ïàðàëëåëîãðàììà öåëàÿ, òî èöåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ åé òî÷êà îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíà-ëåé ïàðàëëåëîãðàììà ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåëîé (ýòàòî÷êà òàêæå ïðèíàäëåæèò ïàðàëëåëîãðàììó).�àññìîòðèì ïîñòðîåííûé ïàðàëëåëîãðàìì è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ABCD.1. Ïóñòîé ïàðàëëåëîãðàìì. Åñëè ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ïóñò, òîåãî ð¼áðà ïîðîæäàþò ðåø¼òêó öåëûõ ÷èñåë è òåì ñàìûì ñàì îí à��èííî-ýêâèâàëåíòåí ñòàíäàðòíîìó åäèíè÷íîìó ïàðàëëåëîãðàììó.2. Ïàðàëëåëîãðàìì ñ åäèíñòâåííîé öåëîé òî÷êîé, îòëè÷íîé îò âåð-øèí. Åñëè ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ñîäåðæèò ðîâíî îäíó öåëóþ òî÷êó O, îò-ëè÷íóþ îò âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà, òî ýòà òî÷êà ñîâïàäàåò ñ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììàöåëîé òî÷êîé è òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Òàêèìîáðàçîì, öåëûé òðåóãîëüíèê OAB ïóñòîé, è íåêîòîðûì öåëî÷èñëåííûì à�-�èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâîäèòñÿ â ñòàíäàðòíûé åäèíè÷íûé òðåóãîëüíèê.Ïðè ýòîì ABCD ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè (1; 0), (0; 1), (�1; 0)è (0;�1).3. Îñòàëüíûå ñëó÷àè. Ïóñòü ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ñîäåðæèò áîëåå îä-íîé öåëîé òî÷êè, îòëè÷íîé îò âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà. Òîãäà ñðåäè ýòèõ òî-÷åê ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ òî÷êà O, îòëè÷íàÿ îò ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàë-ëåëîãðàììà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O0 öåëóþ òî÷êó ïàðàëëåëîãðàììà, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå O îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëå-54



ëîãðàììà. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëàãàåì, ÷òî îòðåçîê OO0 íå ëåæèò íà äèàãî-íàëè AC (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå OO0 íå ëåæèò íà äèàãîíàëè BD). Ñëåäîâàòåëüíî,AOCO0 (ëèáî AO0CO) ÿâëÿåòñÿ öåëûì ïàðàëëåëîãðàììîì, ñîäåðæàùèìñÿ â èñ-õîäíîì. �àññìîòðèì ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì. Êîëè÷åñòâî åãî öåëûõ òî÷åê, îòëè÷-íûõ îò âåðøèí, ìåíüøå, ÷åì ó ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, êàê ìèíèìóì íà äâå.Ïîñêîëüêó èñõîäíûé ïàðàëëåëîãðàìì ñîäåðæàë ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî öåëûõ òî-÷åê, èòåðàöèîííî ïðèìåíÿÿ îïèñàííîå â ýòîì ïóíêòå ïîñòðîåíèå, ïðèõîäèì êîäíîìó èç ïàðàëëåëîãðàììîâ ïóíêòîâ 1. èëè 2.Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ñ ÷åòûðüìÿ öåëûìè âåð-øèíàìè ñîäåðæèò â ñåáå ïàðàëëåëîãðàìì ñ öåëûìè âåðøèíàìè, öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíûé ïàðàëëåëîãðàììó, îïèñàííîìó â �îðìóëèðîâêå óòâåð-æäåíèÿ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.7.2 Ñëó÷àé ïóñòîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ñ ïóñòûì ïàðàë-ëåëîãðàììîì â îñíîâàíèè.Óòâåðæäåíèå 7.2. Ïóñòü â îñíîâàíèè öåëîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ëåæèòïóñòîé (öåëûé) ïàðàëëåëîãðàìì. Åñëè îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ïóñòàÿ, òî îíàîäíîýòàæíàÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äàíà ïóñòàÿîòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà A0ABCD ñ âåðøèíîé A0 è ïóñòûì ïàðàëëåëîãðàììîìABCD â îñíîâàíèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷-êè A0 äî ïëîñêîñòè ABCD ðàâíî r > 1. Äîñòðîèì îòìå÷åííóþ ïèðàìèäóäî ïàðàëëåëåïèïåäà P (AA0BC). �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ öåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòû òî÷åê â ýòîéñèñòåìå ÷åðåç (x; y; z)). Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 êîîðäèíàòû òî÷åê A0, B è C ðàâ-íû ñîîòâåòñòâåííî (r; 0; 0), (0; r; 0) è (0; 0; r). Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòû óçëîâñòàðîé ðåø¼òêè öåëûõ òî÷åê â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò öåëûå.Íàéä¼ì óçåë ðåø¼òêè ïàðàëëåëåïèïåäà íà ðàññòîÿíèè 1 îò ïëîñêîñòè ABC,òî åñòü óçåë ðåø¼òêè ñ êîîðäèíàòàìè (1; y; z), ãäå 0 � y � r, 0 � z � r. Ñ îäíîé55



ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî îí íå ïðèíàäëåæèò îòìå÷åííîé ïèðàìèäå A0ABCD, à,ñëåäîâàòåëüíî, y + 1 > r èëè z + 1 > r. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñëåäñòâèþ 5.8 íàäâóìåðíûõ ãðàíÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà íåò öåëûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò âåðøèí, ïî-ñêîëüêó ïàðàëëåëåïèïåä P (AA0BC) íàòÿíóò íà ïóñòîé òåòðàýäð AA0BC. Òàêèìîáðàçîì, êîîðäèíàòû y è z íå ðàâíû r. Ñëåäîâàòåëüíî, óçëîâ ðåø¼òêè ïàðàë-ëåëåïèïåäà, ëåæàùèõ íà ðàññòîÿíèè 1 îò ïëîñêîñòè ABC, íå ñóùåñòâóåò. Ìûïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé 5.6. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.7.3 Ñëó÷àé âïîëíå ïóñòîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ñ öåëûìïàðàëëåëîãðàììîì â îñíîâàíèè ñ åäèíñòâåííîé öåëîéòî÷êîé âíóòðè.Ëåììà 7.3. �àññìîòðèì öåëóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ñ âåðøèíîé â òî÷êå O èïàðàëëåëîãðàììîì ABCD â îñíîâàíèè. Ïóñòü öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèïîñíîâàíèÿ ABCD ñîâïàäàåò ñ öåëî÷èñëåííûì à��èííûì òèïîì ïàðàëëåëî-ãðàììà ñ âåðøèíàìè (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è (0;�1) (ñì. ðèñ. 5). Åñëè îòìå÷åí-
BDA C

�èñ. 5: ×åòûð¼õóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è (0;�1).íàÿ ïèðàìèäà OABCD âïîëíå ïóñòàÿ è ìíîãîýòàæíàÿ, òî îíà äâóõýòàæíàÿ.À��èííûé öåëî÷èñëåííûé òèï òàêîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ è ñîâïàäàåò ñ à��èííûì öåëî÷èñëåííûì òèïîì îòìå÷åííîé ïèðà-ìèäû ñ âåðøèíîé â (0; 0; 0) è îñíîâàíèåì (2;�1; 0), (2;�2; 1), (2;�1; 2), (2; 0; 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî à��èííûé öåëî÷èñëåííûé òèï îñíîâàíèÿABCD âïîëíå ïóñòîé r-ýòàæíîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OABCD (r � 2) ñîâïà-äàåò ñ öåëî÷èñëåííûì à��èííûì òèïîì ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåðøèíàìè (1; 0),(0; 1), (�1; 0) è (0;�1). 56



Ïîñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä P (AOBC) è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ öå-ëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòûòî÷åê â ýòîé ñèñòåìå ÷åðåç (x; y; z)). Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 êîîðäèíàòû òî÷åê O,B, C è D ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (r; 0; 0), (0; 2r; 0), (0; 0; 2r) è (0; 2r; 2r).�àññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñïëîñêîñòüþ x = 1. Íàéä¼ì âñå óçëû ðåø¼òêè, ðàñïîëîæåííûå â ýòîì ïàðàë-ëåëîãðàììå. Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ óçëîâðîâíî äâà. Îïèøåì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ óçëîâ íà ïà-ðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1.Âî-ïåðâûõ, óçëîâ ðåø¼òêè íåò íà ïåðåñå÷åíèè îòìå÷åííîé ïèðàìèäû AOBCDñ ïëîñêîñòüþ x = 1, òî åñòü â çàìêíóòîì ïàðàëëåëîãðàììå ñ âåðøèíàìè (1; 0; 0),(1; 0; 2r�2), (1; 2r�2; 2r�2) è (1; 2r�2; 0). Âî-âòîðûõ, óçëîâ ðåø¼òêè íåò â ïà-ðàëëåëîãðàììàõ, ïîëó÷åííûõ èç äàííîãî ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâíà âåêòîðû �(0; 2r; 0)+�(0; r; r), ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà. Íà ðèñóíêå 6 èçîáðà-æåíî íåñêîëüêî ïàðàëëåëîãðàììîâ, â îáúåäèíåíèè êîòîðûõ íåò óçëîâ ðåø¼òêè.Ýòè ïàðàëëåëîãðàììû çàêðàøåíû ñåðûì öâåòîì.Òàêèì îáðàçîì, óçëû ðåø¼òêè ïàðàëëåëîãðàììà â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëå-ïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1 ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî â öåëûõ òî÷-êàõ, ïîëó÷åííûõ èç öåëûõ òî÷åê (îòêðûòîãî) ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåðøèíàìèK(1; r � 2; 2r � 2), L(1; r; 2r � 2), M(1; r; 2r) è N(1; r � 2; 2r) ïðè ïîìîùè ñèì-ìåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = z è ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû�(0; 2r; 0) + �(0; r; r), ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà. Âíóòðè ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììàâñåãî îäíà òî÷êà ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè (1; r � 1; 2r � 1), ñì. ðèñ 6.Ïðåäïîëîæèì, ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè. Òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ âû-áðàííîé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = z, òàêæå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè, ïî-ñêîëüêó â ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòè x = 1 è îòêðûòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà äîëæ-íî íàõîäèòüñÿ ðîâíî äâà óçëà ðåø¼òêè (äðóãèõ íåïîêðûòûõ öåëûõ òî÷åê ïà-ðàëëåëîãðàììà â ïåðåñå÷åíèè, êðîìå äâóõ ðàññìîòðåííûõ, íå ñóùåñòâóåò). Òî-ãäà òî÷êà (2; 2r � 2; 4r � 2) ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà(2; 2r�2; 2r�2) ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è òî÷êà (2; r�2; r�2)57



K LMN

�èñ. 6: Ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1.òàêæå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè. Îäíàêî, òàêàÿ òî÷êà ïðè r � 3 âõîäèò â çà-ìêíóòûé ïàðàëëåëîãðàìì, ïîëó÷åííûé ïðè ïåðåñå÷åíèè íàøåé îòìå÷åííîé ïè-ðàìèäû ïëîñêîñòüþ x = 2 (âåðøèíû ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà òàêîâû: (2; 0; 0),(1; 0; 2r�4), (1; 2r�4; 2r�4) è (1; 2r�4; 0)). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r � 3 îòìå÷åííîéïèðàìèäû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì ëåììû, íå ñóùåñòâóåò.�àññìîòðèì ñëó÷àé r = 2. Öåëûå òî÷êè A, B, C è (1; 1; 3) îäíîçíà÷íî çàäàþòöåëî÷èñëåííóþ ðåø¼òêó. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû, óäîâëåòâî-ðÿþùèå óñëîâèÿì ëåììû, èìåþò öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï îòìå÷åííîé ïè-ðàìèäû ñ âåðøèíîé â (0; 0; 0) è îñíîâàíèåì (2;�1; 0), (2;�2; 1), (2;�1; 2), (2; 0; 1)â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ.Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçàíû.7.4 Îáùèé ñëó÷àé.�àçáåð¼ì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé öåëûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñ âûïóêëûìè ìíî-ãîóãîëüíèêàìè â îñíîâàíèè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò öåëûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îòâåðøèíû îòìå÷åííîé ïèðàìèäû è öåëûõ òî÷åê îñíîâàíèÿ.Ëåììà 7.4. �àññìîòðèì öåëóþ ìíîãîýòàæíóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ñ âåð-øèíîé â òî÷êå O è ñ âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîìM â îñíîâàíèè. Åñëè ýòà îò-ìå÷åííàÿ ïèðàìèäà âïîëíå ïóñòàÿ, òî îíà äâóõýòàæíàÿ, à â å¼ îñíîâàíèè ëå-58



æèò ÷åòûð¼õóãîëüíèê öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíûé ÷åòûð¼õóãîëü-íèêó ñ âåðøèíàìè (b; 0), (0; 1), (�a; 0) è (0;�1), ãäå b � a � 1 (íà ðèñóíêå 7èçîáðàæ¼í ñëó÷àé a = 2, b = 3). Öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï îòìå÷åííîé
BDA C

�èñ. 7: ×åòûð¼õóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (b; 0), (0; 1), (�a; 0) è (0;�1), ãäå b � a �1.ïèðàìèäû M îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è ñîâïàäàåò ñ à��èííûì öåëî÷èñëåí-íûì òèïîì îòìå÷åííîé ïèðàìèäû Ma0;b0 (ãäå b0 � a0 � 1) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà a0 = a è b0 = b.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò äâóìåðíîé ïëîñêî-ñòè ìíîãîóãîëüíèêàM äî âåðøèíû O íå ìåíüøå äâóõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óòâåð-æäåíèþ 7.1 ìíîãîóãîëüíèê M ñîäåðæèò ëèáî ïóñòîé öåëûé ïàðàëëåëîãðàìì,ëèáî öåëûé ïàðàëëåëîãðàìì ñ åäèíñòâåííîé öåëîé òî÷êîé âíóòðè, îòëè÷íîé îòâåðøèí. Ïî óòâåðæäåíèþ 7.2 ñëó÷àé ïóñòîãî ïàðàëëåëîãðàììà èñêëþ÷àåòñÿ.�àññìîòðèì ñëó÷àé ïàðàëëåëîãðàììà P ñ öåëîé òî÷êîé âíóòðè.Ââåä¼ì íà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ M ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âåðøèíûïàðàëëåëîãðàììà P èìåþò êîîðäèíàòû (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è (0;�1). Çàìåòèì,÷òî â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ öåëîé òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåëîé òî÷êîé ïëîñêîñòè ãðàíè F â ñòàðîéñèñòåìå êîîðäèíàò.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x; y) âõîäèò â îñíîâàíèåM ïðè íåêîòîðûõ öåëûõ x; y > 0. Ïîñêîëüêó ìíîãîóãîëüíèê M � âûïóêëûé,òî÷êà (1; 1) òàêæå âõîäèò â M . Òàêèì îáðàçîì, ïóñòîé öåëûé ïàðàëëåëîãðàììñ âåðøèíàìè (0; 0), (1; 0), (1; 1) è (0; 1) âõîäèò â ìíîãîóãîëüíèê M . Ñëåäîâà-òåëüíî, ïî óòâåðæäåíèþ 7.2 ðàññòîÿíèå äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåéìíîãîóãîëüíèê M , ðàâíî åäèíèöå. 59



Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè x > 0, y < 0; x < 0, y > 0 è x; y < 0.Âìåñòî çàïðåù¼ííîé òî÷êè (1; 1) â ìíîãîóãîëüíèêå ñîäåðæàòñÿ çàïðåù¼ííûåòî÷êè (1;�1), (�1; 1) è (�1;�1) ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìíîãîóãîëüíèêM âõîäÿò òî÷êè (x; 0) è (0; y), ãäå jxj > 1è jyj > 1. Òîãäà â ìíîãîóãîëüíèêå M (ïîñêîëüêó M � âûïóêëûé) ñîäåðæèòñÿîäíà èç çàïðåù¼ííûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê: (1; 1), (1;�1), (�1; 1) è (�1;�1).Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì, ÷òî â ìíîãîóãîëüíèê M íå âõîäÿò òî÷-êè ñ êîîðäèíàòàìè (0; y), ãäå jyj > 1. Òîãäà ìíîãîóãîëüíèê M öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòåí ÷åòûð¼õóãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè (b; 0), (0; 1), (�a; 0) è(0;�1), ãäå b � a � 1.Ïîñêîëüêó ìíîãîóãîëüíèê M ñîäåðæèò ïàðàëëåëîãðàìì P , ïî ëåììå 7.3 öå-ëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû îòìå÷åííîé ïèðàìèäû O äî äâóìåðíîéïëîñêîñòè å¼ îñíîâàíèÿ M ðàâíî äâóì. Ïàðàëëåëîãðàìì P îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ ïî ìíîãîóãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè (b; 0), (0; 1), (�a; 0) è (0;�1), ãäåb � a � 1 (òàêîé ìíîãîóãîëüíèê ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé öåëûé ïàðàëëåëî-ãðàìì ñ åäèíñòâåííîé öåëîé òî÷êîé, îòëè÷íîé îò åãî âåðøèí). Ñëåäîâàòåëüíî,ïî ëåììå 7.3 íàøà îòìå÷åííîé ïèðàìèäà öåëî÷èñëåííî à��èííî-ýêâèâàëåíòíàîòìå÷åííîé ïèðàìèäå ñ âåðøèíîé â (0; 0; 0) è îñíîâàíèåì (2;�1; 0), (2;�a�1; 1),(2;�1; 2), (2; b� 1; 1).Îñòà¼òñÿ òîëüêî îòìåòèòü, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïîñòðîåííîãî÷åòûð¼õóãîëüíèêà äåëèò ýòè äèàãîíàëè íà îòðåçêè ñ öåëî÷èñëåííûìè äëèíàìè1, 1, a è b. Ñëåäîâàòåëüíî, íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð [a; b℄ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííûì èíâàðèàíòîì îòìå÷åííûõ ïèðàìèä.Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçàíû.Òåì ñàìûì êëàññè�èêàöèÿ ìíîãîóãîëüíûõ ìíîãîýòàæíûõ âïîëíå ïóñòûõâûïóêëûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä çàâåðøåíà.
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8 Ñëó÷àé òðåóãîëüíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä, çà-âåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1.Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïåðåáèðàåòñÿ íåñêîëüêî ñëó÷àåâ. Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãîðàçäåëà ÷åðåç OABC áóäåì îáîçíà÷àòü ðàññìàòðèâàåìóþ òðåóãîëüíóþ îòìå-÷åííóþ ïèðàìèäó ñ îñíîâàíèåì â òðåóãîëüíèêå ABC.8.1 Ñëó÷àé 1: òðåóãîëüíîå îñíîâàíèå ñîäåðæèò öåëûéìíîãîóãîëüíèê.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îñíîâàíèè ABC ñóùåñòâóþò òàêèå äâå öåëûå òî÷êè D èE, ÷òî ïðÿìàÿ DE ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC íå â âåðøèíàõ. Áåçïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòêðûòûé ëó÷ DE ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB,à îòêðûòûé ëó÷ ED ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ABCñîäåðæèò âûïóêëûé öåëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê AEDC. Ïî óòâåðæäåíèþ 7.1 òðå-óãîëüíèê ABC ñîäåðæèò ëèáî öåëûé ïóñòîé ïàðàëëåëîãðàìì, ëèáî öåëûé ïó-ñòîé ïàðàëëåëîãðàìì öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíûé ïàðàëëåëîãðàììóñ âåðøèíàìè (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è (0;�1).Åñëè òðåóãîëüíèê ABC ñîäåðæèò ïóñòîé öåëûé ïàðàëëåëîãðàìì, òî ïîóòâåðæäåíèþ 7.2 îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABC � îäíîýòàæíàÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåóãîëüíîå îñíîâàíèå ABC ñîäåðæèò öåëûé ïàðàëëå-ëîãðàìì öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíûé ïàðàëëåëîãðàììó ñ âåðøèíà-ìè (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è (0;�1) è íå ñîäåðæèò ïóñòîãî öåëîãî ïàðàëëåëîãðàì-ìà. Ââåä¼ì íà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âåðøèíûðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàëëåëîãðàììà èìåþò êîîðäèíàòû (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è(0;�1). Òîãäà òî÷êè (1; 1), (1;�1), (�1; 1) è (�1;�1) íå ïðèíàäëåæàò îñíîâàíèþABC. Ñëåäîâàòåëüíî, îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ìíîãîóãîëüíàÿ (íå òðåóãîëüíàÿ).Òàêèì îáðàçîì, âñå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ñëó÷àÿ 1 ñîäåðæàò â ñåáå ïóñòîéïàðàëëåëîãðàìì è ïî óòâåðæäåíèþ 7.2 ÿâëÿþòñÿ îäíîýòàæíûìè.
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8.2 Ñëó÷àé 2: öåëûå òî÷êè îñíîâàíèÿ, îòëè÷íûå îò åãîâåðøèí, íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ABC íå ñóùåñòâóåò äâóõ öåëûõ òî÷åêD è E, ÷òî ïðÿìàÿ DE ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC íå â âåðøèíàõ.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå öåëûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà ABC, îòëè÷íûå îòåãî âåðøèí, íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Âîçìîæåí ðîâíî îäèí òàêîé à��èííûéòèï, îí èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 8:
A

B
CDE F

�èñ. 8: À��èííûé òèï òðåóãîëüíèêà ñëó÷àÿ 2.Íàéä¼ì âñå âîçìîæíûå à��èííûå öåëî÷èñëåííûå òèïû òàêîãî òðåóãîëü-íèêà. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê FED � ïóñòîé, íåêîòîðûì öåëî÷èñëåííûì à�-�èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì îí ïåðåâîäèòñÿ â ëþáîé äðóãîé ïóñòîé òðåóãîëüíèê.Ïåðåâåä¼ì FED â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (1; 0), (0; 0) è (0; 1) ñîîòâåòñòâåííî.Òîãäà òî÷êè A, B è C ïåðåéäóò â òî÷êè (�1; 0), (2; 1) è (0;�2) ñîîòâåòñòâåí-íî. Òàêèì îáðàçîì, öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï òðåóãîëüíèêà îïðåäåëÿåòñÿåäèíñòâåííûì îáðàçîì.Ëåììà 8.1. �àññìîòðèì ìíîãîýòàæíóþ âïîëíå ïóñòóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìè-äó ñ âåðøèíîé â òî÷êå O è ñ òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ïóñòü öåëî÷èñ-ëåííûé à��èííûé òèï îñíîâàíèÿ ABC ñîâïàäàåò ñ öåëî÷èñëåííûì à��èííûìòèïîì òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè (�2; 1), (�1;�1) è (1; 2), èçîáðàæ¼ííîãî àíðèñóíêå 9. Òîãäà îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABC � äâóõýòàæíàÿ è à��èííî-öåëî÷èñëåííî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå V èç ñïèñêà �M-W�.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îñíîâàíèå r-ýòàæíîé (r � 2) âïîëíå ïóñòîé îòìå÷åííîéïèðàìèäû OABC èìååò çàäàííûé â óñëîâèè ëåììû öåëî÷èñëåííûé à��èííûé62
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�èñ. 9: Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (�2; 1), (�1;�1) è (1; 2).òèï.Ïîñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä P (AOBC) è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ öå-ëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòûòî÷åê â ýòîé ñèñòåìå ÷åðåç (x; y; z)). Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 êîîðäèíàòû òî÷åê O,B è C ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (r; 0; 0), (0; 7r; 0) è (0; 0; 7r).�àññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñïëîñêîñòüþ x = 1. Íàéä¼ì âñå óçëû ðåø¼òêè, ðàñïîëîæåííûå â ýòîì ïàðàë-ëåëîãðàììå. Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ óç-ëîâ ðîâíî ñåìü. Îïèøåì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ óçëîâíà ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþx = 1. Âî-ïåðâûõ, óçëîâ ðåø¼òêè íåò íà ïåðåñå÷åíèè îòìå÷åííîé ïèðàìèäûOABC ñ ïëîñêîñòüþ x = 1, òî åñòü â çàìêíóòîì òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè(1; 0; 0), (1; 0; 7r�7) è (1; 7r�7; 0). Âî-âòîðûõ, óçëîâ ðåø¼òêè íåò â òðåóãîëüíè-êàõ, ïîëó÷åííûõ èç äàííûõ ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû�(0; r; 2r) + �(0; 4r; r), ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà. Íà ðèñóíêàõ 10 (r � 4) è 11(r = 2; 3) èçîáðàæåíî íåñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ, â îáúåäèíåíèè êîòîðûõ íåòóçëîâ ðåø¼òêè. Ýòè òðåóãîëüíèêè çàêðàøåíû ñåðûì öâåòîì.Òàêèì îáðàçîì, óçëû ðåø¼òêè ïàðàëëåëîãðàììà â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëå-ïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1 ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî â öåëûõòî÷êàõ, ïîëó÷åííûõ èç öåëûõ òî÷åê äâóõ (îòêðûòûõ) òðåóãîëüíèêîâ ïðè ïîìî-ùè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû �(0; r; 2r)+�(0; 4r; r), ãäå � è � � öåëûå÷èñëà. Ïåðâûé òðåóãîëüíèê èìååò âåðøèíû â òî÷êàõ K(1; 3r; 4r�7), L(1; 3r; 2r)èM(1; 5r�7; 2r), ïðè÷¼ì òî÷êè (1; 0; 0) è L äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû â ðàçíûõ63



ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé LM . Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè 2r > 4r�7,òî åñòü r < 7=2. Âòîðîé òðåóãîëüíèê èìååò âåðøèíû â òî÷êàõ P (1; 4r � 7; 3r),Q(1; r; 3r) è R(1; r; 6r�7), ïðè÷¼ì òî÷êè (1; 0; 0) è Q äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíûâ ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé PR. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè(4r � 7 < r), òî åñòü r < 7=3.Èòàê, ïðè r > 3 ïîêðûòû âñå òî÷êè ïàðàëëåëîãðàììà â ïåðåñå÷åíèè ïàðàë-ëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1, ñì. ðèñ. 10. Â ñëó÷àå r = 2 â òðå-
KL MPQR

�èñ. 10: Ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1 (ñëó÷àér > 3).óãîëüíèêå KLM ñîäåðæèòñÿ âñåãî îäíà öåëàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (1; 5; 3), ñì.ðèñ. 11a). Â ñëó÷àå r = 3 â òðåóãîëüíèêå KLM íåò öåëûõ òî÷åê, ñì. ðèñ. 11b).Ïîñêîëüêó â ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòè x = 1 è îòêðûòîãî ïàðàëëåëåïèïåäàäîëæíî íàõîäèòüñÿ ñåìü óçëîâ ðåø¼òêè, âîçìîæåí ëèøü ñëó÷àé r = 2. Âñå ñåìüöåëûõ òî÷åê ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà, ðàñïîëîæåííûå â äîïîëíåíèè ê îïèñàí-íûì âûøå òðåóãîëüíèêàì, ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ðåø¼òêè. Ñëåäîâàòåëüíî, öåëî÷èñ-ëåííûé à��èííûé òèï îòìå÷åííîé ïèðàìèäû, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì ëåì-ìû, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è ñîâïàäàåò ñ öåëî÷èñëåííûì à��èííûì òèïîìîòìå÷åííîé ïèðàìèäû ñ âåðøèíîé â (0; 0; 0) è îñíîâàíèåì (2;�2; 1), (2;�1;�1),(2; 1; 2). Âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçàíû.Îñòà¼òñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àè òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ âñå öåëûå òî÷êè, îò-64



KLMP QR a) K LMPQR
b)�èñ. 11: Ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1: a) r = 2;b) r = 3.ëè÷íûå îò âåðøèí, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îäíó èç âåðøèí.8.3 Ñëó÷àé 3: öåëûå òî÷êè îñíîâàíèÿ, îòëè÷íûå îò åãîâåðøèí, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðâûé âàðèàíò ðàñ-ïîëîæåíèÿ ïðÿìîé.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå öåëûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò íà ëó÷å, èñõîäÿ-ùåì èç A, êîëè÷åñòâî òî÷åê 
 (
 � 1), ïðè÷¼ì âñå òî÷êè âíóòðåííèå. Îáîçíà÷èìâíóòðåííèå òî÷êè ÷åðåç D1; : : : ; D
, íà÷èíàÿ îò áëèæàéøåé ê A öåëîé òî÷êè èíóìåðóÿ ïî íàïðàâëåíèþ îò A. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ êàæäîãî 
 ñóùåñòâóåò ðîâíîîäèí öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï.Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê BD
C � ïóñòîé, öåëî÷èñëåííûì à��èííûì ïðå-îáðàçîâàíèåì îí ïåðåâîäèòñÿ â ëþáîé äðóãîé ïóñòîé òðåóãîëüíèê. Ïåðåâåä¼ìBD
C â òðåóãîëüíèê ~B ~D
 ~C ñ âåðøèíàìè (0; 1), (0; 0) è (1; 0) ñîîòâåòñòâåííî.Îïðåäåëèì îáðàç òî÷êè A. Ïîñêîëüêó òî÷êà ~D
(0; 0) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà òðå-óãîëüíèêà, òî÷êà ~A ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòÿõ x < 0 è y < 0, òî åñòü â îòêðûòîìòðåòüåì îðòàíòå. Ïîñêîëüêó òî÷êà (�1; 0) íå âõîäèò â íàø òðåóãîëüíèê, ~A ëå-æèò ñòðîãî â ïîëóïëîñêîñòè y < x+1. Ïîñêîëüêó òî÷êà (0;�1) íå âõîäèò â íàøòðåóãîëüíèê, ~A ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè y > x � 1. Òàê êàê òî÷êà ~A öåëàÿ, îíà65



èìååò êîîðäèíàòû (�t;�t) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî t. Ïîñêîëüêóó òðåóãîëüíèêà ~B ~D
 ~C ðîâíî 
 âíóòðåííèõ öåëûõ òî÷åê, ïîëó÷àåì t = 
. Ñëåäî-âàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ~A ~B ~C èìååò öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï òðåóãîëüíèêàñ âåðøèíàìè (1; 0), (0; 1) è (�
;�
) (íà ðèñóíêå 12 èçîáðàæ¼í ñëó÷àé 
 = 4).
A

B CD

�èñ. 12: Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (1; 0), (0; 1) è (�
;�
).�àññìîòðèì ñëó÷àé ñàìîãî ïðîñòîãî òðåóãîëüíèêà ýòîé ñåðèè.Ëåììà 8.2. �àññìîòðèì ìíîãîýòàæíóþ âïîëíå ïóñòóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìè-äó ñ âåðøèíîé â òî÷êå O è ñ òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ïóñòü îñíî-âàíèå ABC îòìå÷åííîé ïèðàìèäû öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíî òðå-óãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè (�1;�1), (0; 1) è (1; 0), ñì. ðèñ. 13. Òîãäà îòìå÷åííàÿ

A CB
�èñ. 13: Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (�1;�1), (0; 1) è (1; 0).ïèðàìèäà OABC � òð¼õýòàæíàÿ è à��èííî-öåëî÷èñëåííî ýêâèâàëåíòíà îò-ìå÷åííîé ïèðàìèäå W èç ñïèñêà �M-W�.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îñíîâàíèå r-ýòàæíîé (r � 2) âïîëíå ïóñòîé îòìå÷åííîéïèðàìèäû OABC èìååò çàäàííûé â óñëîâèè ëåììû öåëî÷èñëåííûé à��èííûéòèï. 66



Ïîñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä P (AOBC) è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ öå-ëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòûòî÷åê â ýòîé ñèñòåìå ÷åðåç (x; y; z)). Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 êîîðäèíàòû òî÷åê O,B è C ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (r; 0; 0), (0; 3r; 0) è (0; 0; 3r).�àññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñïëîñêîñòüþ x = 1. Íàéä¼ì âñå óçëû ðåø¼òêè, ðàñïîëîæåííûå â ýòîì ïàðàë-ëåëîãðàììå. Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ óç-ëîâ ðîâíî òðè. Îïèøåì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ óçëîâíà ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþx = 1. Âî-ïåðâûõ, óçëîâ ðåø¼òêè íåò íà ïåðåñå÷åíèè îòìå÷åííîé ïèðàìèäûAOBC ñ ïëîñêîñòüþ x = 1, òî åñòü â çàìêíóòîì òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè(1; 0; 0), (1; 0; 3r � 3) è (1; 3r � 3; 0). Âî-âòîðûõ, óçëîâ ðåø¼òêè íåò â òðåóãîëü-íèêàõ, ïîëó÷åííûõ èç äàííîãî ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòî-ðû �(0; 3r; 0) + �(0; r; r), ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà. Íà ðèñóíêå 14 èçîáðàæåíîíåñêîëüêî ïàðàëëåëîãðàììîâ, â îáúåäèíåíèè êîòîðûõ íåò óçëîâ ðåø¼òêè. Ýòèïàðàëëåëîãðàììû çàêðàøåíû ñåðûì öâåòîì.Òàêèì îáðàçîì, óçëû ðåø¼òêè ïàðàëëåëîãðàììà â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëå-ïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1 ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî â öåëûõòî÷êàõ, ïîëó÷åííûõ èç öåëûõ òî÷åê (îòêðûòîãî) òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìèK(1; 3r; r� 3), L(1; 3r; r) è M(1; 3r� 3; r) ïðè ïîìîùè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíîïëîñêîñòè y = z è ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû �(0; r; 2r) + �(0; 4r; r),ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà. Âíóòðè ýòîãî òðåóãîëüíèêà âñåãî îäíà òî÷êà ñ öåëûìèêîîðäèíàòàìè (1; 3r � 1; r � 1) ñì. ðèñ 14.Òðåóãîëüíèêè îïèñàííîãî ñåìåéñòâà ïîêðûâàþò ïðàêòè÷åñêè âñå öåëûå òî÷-êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè x = 1 è îòêðûòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Íåïîêðûòûìèîñòàþòñÿ ëèøü äâå òðîéêè öåëûõ òî÷åê: (1; 3r � 1; r � 1), (1; r � 1; 2r � 1) è(1; 2r� 1; 3r� 1); è (1; r� 1; 3r� 1), (1; 2r� 1; r� 1) è (1; 3r� 1; 2r� 1). Óçëàìèðåø¼òêè ÿâëÿåòñÿ ëèáî òî÷êè ïåðâîé òðîéêè öåëûõ òî÷åê, ëèáî âòîðîé.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà (1; 3r � 1; r � 1) ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè. (Åñëèýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè, òî óçåë ðåø¼òêè � ñèììåòðè÷íàÿ åé67



KLM
�èñ. 14: Ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1.îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = z òî÷êà (1; r � 1; 3r � 1). Ïîñêîëüêó ñèììåòðèÿ,ïåðåâîäÿùàÿ òî÷êó (x; y; z) â òî÷êó (x; z; y), ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííûìïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ïàðàëëåëåïèïåä P (AOBC) è îòìå÷åííóþïèðàìèäó OABC, ýòîò ñëó÷àé ïîëíîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó.) Òîãäàòî÷êà (r; (3r� 1)r; (r� 1)r) ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè. Ñëåäîâàòåëüíî, (3r� 1)r�(r � 1)r äåëèòñÿ íà òðè, òîãäà è 2r2 äåëèòñÿ íà òðè. Òàêèì îáðàçîì, r äåëèòñÿíà òðè.Åñëè r = 3, òî òàêàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ñóùåñòâóåò è öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå, ïðèâåä¼ííîé â ëåììå.�àññìîòðèì ñëó÷àé r = 3k, ãäå k � 2. �àññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì â ïåðåñå-÷åíèè ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 3. Íàéä¼ì âñå óçëû ðåø¼ò-êè, ðàñïîëîæåííûå â ýòîì ïàðàëëåëîãðàììå. Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 â ïàðàëëåëî-ãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ óçëîâ ðîâíî òðè. Îïèøåì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòûðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ óçëîâ íà ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäàP (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1. Âî-ïåðâûõ, óçëîâ ðåø¼òêè íåò íà ïåðåñå÷åíèèîòìå÷åííîé ïèðàìèäû AOBCD ñ ïëîñêîñòüþ x = 3, òî åñòü â çàìêíóòîì òðå-óãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (3; 0; 0), (3; 3r � 9; 0) è (3; 3r � 9; 0). Âî-âòîðûõ, óçëîâðåø¼òêè íåò â òðåóãîëüíèêàõ, ïîëó÷åííûõ èç äàííîãî ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëü-íûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû �(0; r; 0) + �(0; r; r), ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà. Â òîì÷èñëå è â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè P (3; 2r; 2r), Q(3; 5r�9; 2r) è R(3; 2r; 5r�9),68



ñì. ðèñ. 15. Ïîñêîëüêó (1; 3r� 1; r� 1) � óçåë ðåø¼òêè, òî÷êà (3; 9r� 3; 3r� 3)
P QR

�èñ. 15: Ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 3.� òàêæå óçåë ðåø¼òêè. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (3; 3r� 3; 3r� 3) � óçåë ðåø¼òêè.Îäíàêî ýòà òî÷êà íå ìîæåò áûòü óçëîì ðåø¼òêè (ïðè r > 3), ïîñêîëüêó îíàâõîäèò â òðåóãîëüíèê KLM (ïðè r > 1). Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçàíû.Ëåììà 8.3. �àññìîòðèì ìíîãîýòàæíóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ñ âåðøèíîé âòî÷êå O è ñ òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ïóñòü îñíîâàíèå ABC îòìå-÷åííîé ïèðàìèäû öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíî òðåóãîëüíèêó ñ âåðøè-íàìè (�
;�
), (0;�1) è (�1; 0), ãäå 
 � 2. Òîãäà ïèðàìèäà OABC íå ÿâëÿåòñÿâïîëíå ïóñòîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü îñíîâàíèå r-ýòàæíîé (r � 2)âïîëíå ïóñòîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OABC èìååò çàäàííûé â óñëîâèè ëåììûöåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (�
;�
),(1; 0) è (0; 1) ñîäåðæèò òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (�1;�1), (1; 0) è (0; 1), òî îò-ìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABC ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ ïîäïèðàìèäó, öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíóþ îäíîé èç îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ëåììû 8.2. (Ïîä îò-ìå÷åííîé ïèðàìèäîé íåêîòîðîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû P ïîíèìàåòñÿ öåëàÿ îò-ìå÷åííàÿ ïèðàìèäà, âåðøèíà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé ïèðàìèäû P , àîñíîâàíèå ñîäåðæèòñÿ â îñíîâàíèè ïèðàìèäû P .) Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 8.2ñëåäóåò, ÷òî r = 3. 69



Ïîêàæåì, ÷òî öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå r íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òð¼ì. Èòàê,ïóñòü r = 3. Ïîñêîëüêó 
 � 2, îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABC ñîäåðæèò îòìå-÷åííóþ ïîäïèðàìèäó OA0BC, ãäå îñíîâàíèå A0BC èìååò öåëî÷èñëåííûé à�-�èííûé òèï òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè (�2;�2), (1; 0) è (0; 1). Ïîêàæåì, ÷òîOA0BC íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïóñòîé.Ïîñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä P (A0OBC) è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ öå-ëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòûòî÷åê â ýòîé ñèñòåìå ÷åðåç (x; y; z)). Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 êîîðäèíàòû òî÷åêO, B è C ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (3; 0; 0), (0; 15; 0) è (0; 0; 15). �àññìîòðèì ïåðå-ñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (A0OBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1. Óçëîâ ðåø¼òêè íåòíà ïåðåñå÷åíèè îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OA0BC ñ ïëîñêîñòüþ x = 1, òî åñòü âçàìêíóòîì òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (1; 0; 0), (1; 0; 12) è (1; 12; 0). Êðîìå òîãî,óçëîâ ðåø¼òêè íåò â òðåóãîëüíèêàõ, ïîëó÷åííûõ èç äàííîãî ïðè ïîìîùè ïàðàë-ëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû �(0; 15; 0) + �(0; 3; 3), ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà.Ýòè òðåóãîëüíèêè ïîêðûâàþò âñå öåëûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè x = 1 èïàðàëëåëåïèïåäà P (A0OBC), ñì. ðèñ. 16.

�èñ. 16: Ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1.Òàêèì îáðàçîì, îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OA0BC íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïóñòîé.Ñëåäîâàòåëüíî, îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABC íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïóñòîé. Ñëó-÷àé öåëî÷èñëåííîãî ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèíû îòìå÷åííîé ïèðàìèäû äî äâóìåð-íîé ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, ðàâíîãî òð¼ì, îòïàäàåò.70



Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r � 2 îñíîâàíèå r-ýòàæíîé âïîëíå ïóñòîé îòìå÷åííîéïèðàìèäû OABC íå èìååò çàäàííûé â óñëîâèè ëåììû öåëî÷èñëåííûé à��èí-íûé òèï. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.8.4 Ñëó÷àé 4: öåëûå òî÷êè îñíîâàíèÿ, îòëè÷íûå îò åãîâåðøèí, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, âòîðîé âàðèàíò ðàñ-ïîëîæåíèÿ ïðÿìîé.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îòëè÷íûå îò âåðøèí öåëûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà ABCëåæàò íà ëó÷å, èñõîäÿùåì èç A. Êîëè÷åñòâî òî÷åê ðàâíî b, ãäå b � 2, ïðè÷¼ìïîñëåäíÿÿ òî÷êà ëåæèò íà ñòîðîíå BC. Îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè ÷åðåç D1; : : : ; Db,íà÷èíàÿ îò áëèæàéøåé ê A öåëîé òî÷êè è íóìåðóÿ ïî íàïðàâëåíèþ îò A. Îêà-çûâàåòñÿ, äëÿ êàæäîãî b ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï.Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê DbDb�1B � ïóñòîé, òî íåêîòîðûì öåëî÷èñëåííûìà��èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì îí ïåðåâîäèòñÿ â ëþáîé äðóãîé ïóñòîé òðåóãîëü-íèê. Ïåðåâåä¼ì DbDb�1B â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0; 0), (1; 0) è (0;�1) ñî-îòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êà C ïåðåõîäèò â òî÷êó (0; 1), à òî÷êà A � â (b; 0).Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ABC èìååò öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï òðå-óãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè (0;�1), (b; 0), (0; 1) (íà ðèñóíêå 17 èçîáðàæ¼í ñëó÷àéb = 5).
B C ADb�1Db

�èñ. 17: Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0;�1), (b; 0), (0; 1).�àññìîòðèì, êàê è â ïðîøëîì ñëó÷àå, ñàìûé ïðîñòîé òðåóãîëüíèê ýòîé ñå-ðèè.
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Ëåììà 8.4. �àññìîòðèì ìíîãîýòàæíóþ âïîëíå ïóñòóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìè-äó ñ âåðøèíîé â òî÷êå O è ñ òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ïóñòü îñíî-âàíèå ABC îòìå÷åííîé ïèðàìèäû öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíî òðå-óãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè (2; 0), (0;�1) è (0; 1), ñì. ðèñ. 18. Òîãäà îòìå÷åííàÿ
BC A

�èñ. 18: Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (2; 0), (0;�1) è (0; 1).ïèðàìèäà OABC � äâóõýòàæíàÿ è à��èííî-öåëî÷èñëåííî ýêâèâàëåíòíà îò-ìå÷åííîé ïèðàìèäå U2 èç ñïèñêà �M-W�.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îñíîâàíèå r-ýòàæíîé (r � 2) âïîëíå ïóñòîé îòìå÷åííîéïèðàìèäû OABC èìååò çàäàííûé â óñëîâèè ëåììû öåëî÷èñëåííûé à��èííûéòèï.Ïîñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä P (AOBC) è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ öå-ëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòûòî÷åê â ýòîé ñèñòåìå ÷åðåç (x; y; z)). Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 êîîðäèíàòû òî÷åê O,B è C ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (r; 0; 0), (0; 4r; 0) è (0; 0; 4r).�àññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñïëîñêîñòüþ x = 1. Íàéä¼ì âñå óçëû ðåø¼òêè, ðàñïîëîæåííûå â ýòîì ïàðàë-ëåëîãðàììå. Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ óçëîâðîâíî ÷åòûðå. Îïèøåì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ óçëîâ íàïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1.Óçëîâ ðåø¼òêè íåò íà ïåðåñå÷åíèè îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OABC 
 ïëîñêîñòüþx = 1, òî åñòü â çàìêíóòîì òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (1; 0; 0), (1; 0; 4r � 4)è (1; 4r � 4; 0), à òàêæå â òðåóãîëüíèêàõ, ïîëó÷åííûõ èç äàííîãî ïðè ïîìîùèïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû �(0; 4r; 0) + �(0; r; r), ãäå � è � � öåëûå÷èñëà. Íà ðèñóíêå 19 èçîáðàæåíî íåñêîëüêî ïàðàëëåëîãðàììîâ, â îáúåäèíåíèèêîòîðûõ íåò óçëîâ ðåø¼òêè. Ýòè ïàðàëëåëîãðàììû çàêðàøåíû ñåðûì öâåòîì.72



Òàêèì îáðàçîì, óçëû ðåø¼òêè ïàðàëëåëîãðàììà â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëå-ïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1 ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî â öåëûõòî÷êàõ, ïîëó÷åííûõ èç öåëûõ òî÷åê (îòêðûòîãî) òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìèK(1; 4r; 2r�3), L(1; 4r; 2r) èM(1; 4r�3; 2r) ïðè ïîìîùè ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-íî ïëîñêîñòè y = z è ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû �(0; 4r; 0) + �(0; r; r),ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà. Âíóòðè ýòîãî òðåóãîëüíèêà âñåãî òðè òî÷êè ñ öåëûìèêîîðäèíàòàìè (1; 4r� 2; 2r� 1), (1; 4r� 1; 2r� 1) è (1; 4r� 1; 2r� 2), ñì. ðèñ. 19.
KLM

�èñ. 19: Ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1.Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî îäíà èç ýòèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè.Ïóñòü íè îäíà èç ýòèõ òî÷åê íå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè. Òîãäà íåò óçëîâ ðåø¼ò-êè íè â îäíîì èç òðåóãîëüíèêîâ êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç äàííîãî ïðè ïîìîùèïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà öåëûå âåêòîðû âèäà �(0; 4r; 0)+�(0; r; r) äëÿ ëþáûõöåëûõ � è �. Òàêèì îáðàçîì,ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêî-ñòüþ x = 1 íå ñîäåðæèò óçëîâ ðåø¼òêè. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, îäíà èç òî÷åê ñöåëûìè êîîðäèíàòàìè (1; 4r � 2; 2r � 1), (1; 4r � 1; 2r � 1) è (1; 4r � 1; 2r � 2)ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè.Ïðåäïîëîæèì, r � 3. �àññìîòðèì ïëîñêîñòü x = 2. Óçëîâ ðåø¼òêè íåò íàïåðåñå÷åíèè îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OABC 
 ïëîñêîñòüþ x = 2, òî åñòü â çà-ìêíóòîì òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (1; 0; 0), (1; 0; 4r� 8) è (1; 4r� 8; 0), à òàêæåâ òðåóãîëüíèêàõ, ïîëó÷åííûõ èç äàííîãî ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâíà âåêòîðû �(0; 4r; 0) + �(0; r; r), ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà. Â òîì ÷èñëå è â73



òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè P (2; 3r; 3r), Q(2; 7r � 8; 3r) è R(2; 3r; 7r � 8) óçëîâðåø¼òêè íåò.
P QR

�èñ. 20: Ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 2.Åñëè îäíà èç òî÷åê (1; 4r � 2; 2r � 1), (1; 4r � 1; 2r � 1) è (1; 4r � 1; 2r � 2)� óçåë ðåø¼òêè, òî îäíà èç òî÷åê (2; 8r � 4; 4r � 2), (2; 8r � 2; 4r � 2) è (2; 8r �2; 4r�4) � òàêæå óçåë ðåø¼òêè. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíà èç òî÷åê (2; 4r�4; 4r�2),(2; 4r � 2; 4r � 2) è (2; 4r � 2; 4r � 4) � óçåë ðåø¼òêè. Îäíàêî âñå ýòè òî÷êèâõîäÿò â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè P (2; 3r; 3r), Q(2; 7r� 8; 3r) è R(2; 3r; 7r� 8)ïðè r > 3 (ñì. ðèñ. 20), è ïîýòîìó íå ìîãóò áûòü óçëàìè ðåø¼òêè. Ïðè r = 3òî÷êà (1; 11; 5) íå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè ïî òîé æå ïðè÷èíå. Òî÷êè (1; 10; 5) è(1; 11; 4) íå ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ðåø¼òêè, ïîñêîëüêó âåêòîðû (3; 30; 15) è (3; 33; 12)íå çàêàí÷èâàþòñÿ â óçëàõ ðåø¼òêè ïëîñêîñòè x = 3 (âñå òàêèå óçëû èìåþòêîîðäèíàòû (3; 4m; 4n) äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ m è n, à 30 � 15 è 33 � 12 íåäåëÿòñÿ íà 4), òî åñòü îíè íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, r � 2.�àññìîòðèì ñëó÷àé r = 2. Èç òð¼õ òî÷åê (1; 6; 4), (1; 7; 3) è (1; 7; 4) ïåðâûå äâåçàâåäîìî íå ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ðåø¼òêè, ïîñêîëüêó âåêòîðû (2; 12; 6) è (2; 14; 8)íå çàêàí÷èâàþòñÿ â óçëàõ ðåø¼òêè ïëîñêîñòè x = 2 (âñå òàêèå óçëû èìåþòêîîðäèíàòû (2; 4m; 4n), ãäå m è n � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà). Ïîñëåäíÿÿòî÷êà (1; 7; 4) çàäà¼ò åäèíñòâåííî-âîçìîæíûé öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèïîòìå÷åííîé ïèðàìèäû, êîòîðûé ïðèâåä¼í â �îðìóëèðîâêå ëåììû.Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçàíû.74



Ïðîâåðèì òåïåðü îñòàëüíûå òðåóãîëüíèêè èçó÷àåìîãî ñåìåéñòâà.Ëåììà 8.5. �àññìîòðèì ìíîãîýòàæíóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ñ âåðøèíîéâ òî÷êå O è ñ òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ïóñòü îñíîâàíèå ABC îò-ìå÷åííîé ïèðàìèäû öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíî òðåóãîëüíèêó ñ âåð-øèíàìè (b; 0), (0;�1) è (0; 1), ãäå b � 2. Òîãäà îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABCöåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå Ub èç ñïèñêà �M-W�.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îñíîâàíèå r-ýòàæíîé (r � 2) âïîëíå ïóñòîé îòìå÷åí-íîé ïèðàìèäû OABC èìååò çàäàííûé â óñëîâèè ëåììû öåëî÷èñëåííûé à��èí-íûé òèï. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (b; 0), (0;�1) è (0; 1) ñîäåðæèòòðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (2; 0), (0;�1) è (0; 1), îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABCñîäåðæèò îòìå÷åííóþ ïîäïèðàìèäó, öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíóþ îä-íîé èç îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ëåììû 8.4. Ïîñêîëüêó ýòà îòìå÷åííàÿ ïîäïèðàìèäàòàêæå âïîëíå ïóñòà, ïî ëåììå 8.4 ñëåäóåò, ÷òî îòìå÷åííàÿ ïîäïèðàìèäà ÿâëÿ-åòñÿ äâóõýòàæíîé.Èòàê, ïóñòü öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû O äî äâóìåðíîé ïëîñêî-ñòè ãðàíè ABC âïîëíå ïóñòîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OABC ðàâíî äâóì. Ïî-ñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä P (AOBC) è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ öåëî÷èñëåí-íî-äèñòàíöèîííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòû òî÷åê âýòîé ñèñòåìå ÷åðåç (x; y; z)). Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 êîîðäèíàòû òî÷åê O, B è Cðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (2; 0; 0), (0; 4b; 0) è (0; 0; 4b).�àññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñïëîñêîñòüþ x = 1. Íàéä¼ì âñå óçëû ðåø¼òêè, ðàñïîëîæåííûå â ýòîì ïàðàë-ëåëîãðàììå. Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ óçëîâðîâíî 2b. Îïèøåì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ óçëîâ íà ïà-ðàëëåëîãðàììå ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1.Âî-ïåðâûõ, óçëîâ ðåø¼òêè íåò íà ïåðåñå÷åíèè îòìå÷åííîé ïèðàìèäû AOBCñ ïëîñêîñòüþ x = 1, òî åñòü â çàìêíóòîì òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (1; 0; 0),(1; 0; 2b) è (1; 2b; 0), à òàêæå â òðåóãîëüíèêàõ, ïîëó÷åííûõ èç äàííîãî ïðè ïîìî-ùè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû �(0; 4b; 0)+�(0; 2; 2), ãäå � è � � öåëûå75



÷èñëà. Íà ðèñóíêå 21 èçîáðàæåíî íåñêîëüêî ïàðàëëåëîãðàììîâ, â îáúåäèíåíèèêîòîðûõ íåò óçëîâ ðåø¼òêè. Ýòè ïàðàëëåëîãðàììû çàêðàøåíû ñåðûì öâåòîì.Òàêèì îáðàçîì, óçëû ðåø¼òêè ïàðàëëåëîãðàììà â ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëå-ïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1 ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî â öåëûõòî÷êàõ, ïîëó÷åííûõ èç öåëûõ òî÷åê (îòêðûòîãî) òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìèK(1; 4b; 2b�4), L(1; 4b; 2b) è M(1; 4b�4; 2b) ïðè ïîìîùè ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-íî ïëîñêîñòè y = z è ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû �(0; 4b; 0)+ �(0; 2; 2),ãäå � è � � öåëûå ÷èñëà. Âíóòðè ýòîãî òðåóãîëüíèêà âñåãî òðè òî÷êè ñ öåëûìèêîîðäèíàòàìè (1; 4b�2; 2b�1), (1; 4b�1; 2b�1) è (1; 4b�1; 2b�2) (íà ðèñóíêå 21èçîáðàæ¼í ñëó÷àé b = 3).
KLM

�èñ. 21: Ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà P (AOBC) ñ ïëîñêîñòüþ x = 1.Îäíà èç òî÷åê ýòîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè. (Îñòàëüíûåíåïîêðûòûå ÷àñòè ñå÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç äàííîãî òðåóãîëüíèêà ïðè ïîìîùèïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íà öåëûå âåêòîðû âèäà �(0; 4b; 0)+ �(0; 2; 2) äëÿ íåêî-òîðûõ öåëûõ � è �.)�àññìîòðèì ïëîñêîñòü x = 2. Òî÷êà âèäà (2; y; z) ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêèòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà m è n, ÷òî z = 2m,y = 2m+ 2bn.Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà (1; 4b� 2; 2b� 1) íå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè îò ïðîòèâ-íîãî. Ïóñòü ýòà òî÷êà � óçåë ðåø¼òêè. Òîãäà òî÷êà (2; 8b � 4; 4b � 2) � òàêæåóçåë ðåø¼òêè. Íàéä¼ì öåëûå ÷èñëà m è n, ÷òî 4b� 2 = 2m è 8b� 4 = 2m+2bn.76



m = 2b� 1, n = 2b�1b . Ïðè b � 2 ÷èñëî n íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Ìû ïðèøëè ê ïðî-òèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (1; 4b� 2; 2b� 1) íå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè.Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà (1; 4b� 1; 2b� 2) íå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè îò ïðîòèâ-íîãî. Ïóñòü ýòà òî÷êà � óçåë ðåø¼òêè. Òîãäà òî÷êà (2; 8b � 2; 4b � 4) � òàêæåóçåë ðåø¼òêè. Íàéä¼ì öåëûå ÷èñëà m è n, ÷òî 4b� 4 = 2m è 8b� 2 = 2m+2bn.m = 2b� 2, n = 2b+1b . Ïðè b � 2 ÷èñëî n íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Ìû ïðèøëè ê ïðî-òèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (1; 4b� 1; 2b� 2) íå ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåø¼òêè.Ïîñëåäíÿÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà (1; 4b�1; 2b�1) çàäà¼ò åäèíñòâåííî-âîçìîæ-íûé öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï îòìå÷åííîé ïèðàìèäû, êîòîðûé ïðèâåä¼íâ �îðìóëèðîâêå ëåììû.Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.8.5 Ñëó÷àé 5: öåëûå òî÷êè îñíîâàíèÿ, îòëè÷íûå îò åãîâåðøèí, ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå îñíîâàíèÿ.Îñòà¼òñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àé ïîñëåäíåé ñàìîé ïðîñòîé ñåðèè òðåóãîëüíûõ îòìå-÷åííûõ ïèðàìèä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îòëè÷íûå îò âåðøèí öåëûå òî÷êè îñíî-âàíèÿ ABC ëåæàò íà îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC, ïðè÷¼ì êîëè÷åñòâîöåëûõ âíóòðåííèõ òî÷åê íà ýòîé ñòîðîíå ðàâíî a � 1, ãäå a � 2. Ñëó÷àé ïó-ñòîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû (òî åñòü a = 1) ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí â ñëåäñòâèè 6.8.Ïóñòü âñå îòëè÷íûå îò âåðøèí öåëûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà ñòîðîíå AC.Ïðîíóìåðóåì èõ, íà÷èíàÿ îò áëèæàéøåé ê âåðøèíå A, ñì. ðèñ. 22.A CD1 D2 ::: Da�1B
�èñ. 22: Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0; 0), (0; 1) è (a; 0).�àññìîòðèì öåëóþ âïîëíå ïóñòóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ñ âåðøèíîé â òî÷êåO è ñ òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñíîâàíèå ABC îò-ìå÷åííîé ïèðàìèäû öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíî òðåóãîëüíèêó ñ âåð-øèíàìè (0; 0), (0; 1) è (a; 0), ãäå a � 2. 77



Ëåììà 8.6. Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABC öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíò-íà îäíîé èç îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñëåäóþùåãî ñïèñêà.Ñïèñîê �T�:� T 0a;1;� T �a;r, ãäå öåëûå âçàèìíî-ïðîñòûå ÷èñëà � è r óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèìíåðàâåíñòâàì: r � 2, 0 < � � r=2.Ïðèâåä¼ííûå â ñïèñêå T öåëî÷èñëåííûå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû âñå ïóñòû èïîïàðíî öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäâàðèòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî îòìå-÷åííàÿ ïèðàìèäà OABC öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç îòìå-÷åííûõ ïèðàìèä T �a;r äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî � � r=2.Âñå îäíîýòàæíûå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâà-ëåíòíû ìåæäó ñîáîé ïðè îäèíàêîâûõ a, ïîñêîëüêó öåëûå òî÷êè ð¼áåð îòìå-÷åííîé ïèðàìèäû â ýòîì ñëó÷àå ïîðîæäàþò âñþ ðåø¼òêó.�àññìîòðèì r-ýòàæíóþ (r � 2) âïîëíå ïóñòóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäóOABC. Ïîñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä P (AOBD1) è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþöåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíà-òû òî÷åê â ýòîé ñèñòåìå ÷åðåç (x; y; z)). Ïî óòâåðæäåíèþ 5.5 êîîðäèíàòû òî÷åêO, B è C ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (r; 0; 0), (0; r; 0) è (0; 0; r).Ïî ñëåäñòâèþ 6.2 (ïîñêîëüêó òåòðàýäð AOBD1 � ïóñòîé) âñå âíóòðåííèåóçëû ðåø¼òêè ëåæàò íà îäíîé èç òð¼õ äèàãîíàëüíûõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ÷åðåç ñèììåòðè÷íûå ð¼áðà òåòðàýäðà, êîòîðûå îòëè÷íû îò ð¼áåð. �àññìîòðèìâñå ýòè òðè ñëó÷àÿ.Ïóñòü âñå âíóòðåííèå óçëû ðåø¼òêè ëåæàò íà ïëîñêîñòè x+ z = r. Ïî ëåì-ìå 5.6 ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí óçåë ðåø¼òêè K íà ïëîñêîñòè x = 1. Òî÷êà Këåæèò â ïåðåñå÷åíèè ýòèõ äâóõ ïëîñêîñòåé, à, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò êîîð-äèíàòû (1; �; r � 1), ãäå 0 < � < r. Âåðí¼ìñÿ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñðåø¼òêîé. Ïîñêîëüêó öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî äâóìåðíîé ïëîñ-êîñòè ãðàíè AD1B ðàâíî åäèíèöå, òåòðàýäð AD1BK íåêîòîðûì öåëî÷èñëåí-íûì à��èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâîäèòñÿ â òåòðàýäð ñ âåðøèíàìè (0; 0; 0),78



(1; 0; 0), (0; 1; 0) è (0; 0; 1). Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè âåðøèíà O ïåðåéä¼ò âòî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (��; 1� r; r), à òî÷êà C â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (a; 0; 0).Ñäâèíåì ïîëó÷åííóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó íà öåëûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè(�; r � 1; r). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó T �a;r. Ñëåäîâàòåëüíî,îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OACB öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîéïèðàìèäå T �a;r, ãäå 0 < � < r. �àññìîòðèì öåëî÷èñëåííîå à��èííîå ïðåîáðàçî-âàíèå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè O, A, B, C â òî÷êè O, C, B, A ñîîòâåòñòâåííî, ïðèòàêîì ïðåîáðàçîâàíèè K ïåðåéä¼ò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (r � �; 1� r; r). Âû-áèðàåì èç � è r � � íàèìåíüøåå, îíî î÷åâèäíî íå ïðåâîñõîäèò r=2.Ïóñòü âñå âíóòðåííèå óçëû ðåø¼òêè ëåæàò íà ïëîñêîñòè y + z = r âöåëî÷èñëåííî-äèñòàíöèîííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïî ëåììå 5.6 ñóùåñòâóåò ðîâ-íî îäèí óçåë ðåø¼òêè K íà ïëîñêîñòè x = 1. Òî÷êà K ëåæèò â ïåðåñå÷åíèèýòèõ äâóõ ïëîñêîñòåé, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò êîîðäèíàòû (1; �; r � �), ãäå0 < � < r. Ïåðåñå÷åíèå îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OABC ñ ïëîñêîñòüþ x = 1 � òðå-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (1; 0; 0), (1; ar�a; 0) è (1; 0; r�1). Îí ñîäåðæèò âñå öåëûåòî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (1; t; r � t), ãäå (2 � t � r). Ñëåäîâàòåëüíî, � = 1. Òàêèìîáðàçîì, òî÷êà K ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè x + z = r, à ýòîò ñëó÷àé ïîëíîñòüþðàçîáðàí âûøå.Ïóñòü âñå âíóòðåííèå óçëû ðåø¼òêè ëåæàò íà ïëîñêîñòè x+ y = r. Ïî ëåì-ìå 5.6 ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí óçåë ðåø¼òêè K íà ïëîñêîñòè z = 1. Òî÷êà Këåæèò â ïåðåñå÷åíèè ýòèõ äâóõ ïëîñêîñòåé, à, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò êîîð-äèíàòû (�; r � �; 1), ãäå 0 < � < r. Ïåðåñå÷åíèå îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OABC ñïëîñêîñòüþ z = 1 � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0; 0; 1), (r�1; 0; 1) è (0; ar�a; 1).Îí ñîäåðæèò âñå öåëûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (t; r � t; 1), ãäå (1 � t � r � 1).Ñëåäîâàòåëüíî, � = r � 1. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà K ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòèx + z = r, à ýòîò ñëó÷àé ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí âûøå.Èòàê, îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABC öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíàîäíîé èç îòìå÷åííûõ ïèðàìèä T �a;r äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî � � r=2.2. Ïîëíîòà ñïèñêà �T� è âïîëíå ïóñòîòà îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñïèñ-êà �T�. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû T �a;r èç ñïèñêà �T�79



âïîëíå ïóñòû. Îáîçíà÷èì âåðøèíû îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ÷åðåç OABC, à òî÷êèíà ñòîðîíå ÷åðåç Di.Îáîçíà÷èì òî÷êó A ÷åðåç D0, à òî÷êó C ÷åðåç Da. Îòìåòèì, ÷òî îòìå÷åííàÿïèðàìèäà ODiDi+1B ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì i � a ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åí-íîé ïèðàìèäå P �r , ïîñêîëüêó îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ODiDi+1B ïîëó÷àåòñÿ èçîòìå÷åííîé ïèðàìèäû P �r ïðè ïîìîùè êîìïîçèöèè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé0BBB� � + i + 1 � + i �� � ir � 1 r � 1 2� r�r �r r � 1 1CCCA ;è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà öåëûé âåêòîð (��; 1� r; r).Ïî ñëåäñòâèþ 6.6 ïðè âçàèìíî-ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñëàõ � è r îòìå÷åííûå ïè-ðàìèäû OAD1B, OD1D2B, : : : , ODa�1CB ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè, à, ñëåäîâàòåëüíî,èõ îáúåäèíåíèå � îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OABC � ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïóñòîé.Ïî òàêèì æå ñîîáðàæåíèÿì, îòìå÷åííûå ïèðàìèäû T �a;r ïðè öåëûõ ÷èñëàõ� è r, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ áîëüøå îäíîãî, ÿâëÿþòñÿ âïîëíåïóñòûìè.Òàêèì îáðàçîì, ñïèñîê �T� ëåììû 8.6 ïîëîí, à âñå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû âí¼ì âïîëíå ïóñòûå.3. Íåèçáûòî÷íîñòü ñïèñêà �T�. Äîêàæåì, ÷òî âñå îòìå÷åííûå ïèðàìè-äû T �a;r èç ñïèñêà �T� ïîïàðíî öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíû. Î÷å-âèäíî, ÷òî îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ñ ðàçíûìè a íåýêâèâàëåíòíû. Ïîñêîëüêóöåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ �öåëî÷èñëåííî-à��èííûé èíâàðèàíò, îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ñ ðàçíûìè r íåýê-âèâàëåíòíû.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëè÷èòü îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ïðè îäèíàêîâûõ a > 1 èr, ïîñòðîèì ñëåäóþùèé öåëî÷èñëåííî-à��èííûé èíâàðèàíò. �àññìîòðèì ïðî-èçâîëüíóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó OABC, ãäå âñå öåëûå òî÷êè ëåæàò íà ñòî-ðîíå AC. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, âñå ïóñòûå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû OAD1B,OD1D2B, : : :, ODa�1CB öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíû îòìå÷åííîé ïè-80



ðàìèäå P �r ñ 0 � � � r=2. Ïîñêîëüêó íàáîð ýòèõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä çàäà¼òñÿîäíîçíà÷íî è ïî ñëåäñòâèþ 6.6, òèï P �r ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Ýòîò èíâàðèàíòðàçëè÷àåò ðàçíûå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ñïèñêà �T�.Âñå óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ äîêàçàíû.Èòàê, âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè öåëî÷èñëåííûõ à��èííûõ òèïîâ ìíîãîýòàæ-íûõ âïîëíå ïóñòûõ âûïóêëûõ òð¼õìåðíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ðàçîáðàíû.Îñòà¼òñÿ òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî âñå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû, ïðèâåä¼ííûå â ñïèñ-êå �M-W� òåîðåìû 4.1, öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíû.8.6 Íåèçáûòî÷íîñòü ñïèñêà �M-W� òåîðåìû 4.1.Åñëè îòìå÷åííûå ïèðàìèäû èìåþò öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíûåîñíîâàíèÿ, òî è ñàìè îòìå÷åííûå ïèðàìèäû öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî íåýêâè-âàëåíòíû. Öåëî÷èñëåííî-à��èííûå òèïû îñíîâàíèÿ ðàçëè÷àþò ìåæäó ñîáîéïðàêòè÷åñêè âñå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ñïèñêà �M-W�. Íå ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäóñîáîé òîëüêî îòìå÷åííûå ïèðàìèäû T �a;r äëÿ îäèíàêîâûõ a è r è ðàçíûõ � èçñïèñêà �M-W�.Ïèðàìèäû T �a;r ñ îäèíàêîâûìè a è r è ñ ðàçëè÷íûìè � èç ñïèñêà �M-W�öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíû ïî ëåììå 8.6 (ñì. ñïèñîê �T�).Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû îêîí÷åíî.9 Êëàññè�èêàöèÿ êîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ ãðà-íåé.9.1 Òåîðåìà Ìóññà�èðà.Äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà î êîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ ãðàíÿõ áûëà èçâåñòíà òîëüêîñëåäóþùàÿ òåîðåìà î êîëè÷åñòâå âåðøèí ãðàíåé, ðàñïîëîæåííûõ â äâóìåðíûõïëîñêîñòÿõ íà öåëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè áîëüøåì åäèíèöû îò íà÷àëà êîîðäè-íàò. 81



Òåîðåìà 9.1. (Æ.-Î. Ìóññà�èð [42℄.) Ïóñòü F � äâóìåðíàÿ êîìïàêòíàÿãðàíü äâóìåðíîãî ïàðóñà öåïíîé äðîáè, à r � öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îòíà÷àëà êîîðäèíàò äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé å¼. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿñëåäóþùåå.1. Åñëè r = 1, òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà N > 2 ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿöåïíàÿ äðîáü è ó íå¼ ñóùåñòâóåò ïàðóñ, ñîäåðæàùèé ãðàíü F 
 N âåðøèíàìè.2. Åñëè r = 2, òî ãðàíü F ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åòûð¼õ âåðøèí.3. Åñëè r � 3, òî ãðàíü F ñîäåðæèò òîëüêî òðè âåðøèíû.9.2 Ôîðìóëèðîâêè êëàññè�èêàöèîííûõ óòâåðæäåíèé îäâóìåðíûõ ãðàíÿõ.Ñ�îðìóëèðóåì íîâûå òåîðåìó î öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé êëàññè�èêàöèè è ñëåä-ñòâèå î öåëî÷èñëåííî-à��èííîé êëàññè�èêàöèè äâóìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, äâóìåðíûå ïëîñêîñòè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íàöåëî÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèÿõ, áîëüøèõ åäèíèöû îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Çàìåòèì,÷òî èç ïðèâåä¼ííîé íèæå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â òåîðåìå Ìóññà�èðà (äëÿ ïà-ðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé) âòîðîé ïóíêò ìîæíî óòî÷íèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì:2 0. Åñëè r = 2, òî ãðàíü F ñîäåðæèò òîëüêî òðè âåðøèíû.×åòûð¼õóãîëüíûå ãðàíè, ëåæàùèå íà äâóìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ íà öåëî÷èñ-ëåííîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ðàâíîì äâóì, âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî óïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ðàçìåðíîñòè áîëüøå äâóõ.Òåîðåìà 9.2. Î öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé êëàññè�èêàöèè êîìïàêòíûõäâóìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðàíü ïàðóñà äâóìåðíîé öåïíîé äðîáè, öåëî-÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè êîòîðîé áîëüøå åäèíèöû, ÿâëÿ-åòñÿ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíîé îäíîé èç ãðàíåé ñëåäóþùåãî ñïèñêà.Ñïèñîê ��2�:� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (�; r � 1;�r), (a + �; r � 1;�r), (�; r;�r), ãäå82



a � 1, à öåëûå ÷èñëà � è r âçàèìíî-ïðîñòû è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàìr � 2 è 0 < � � r=2;� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (2; 1; b� 1), (2; 2;�1), (2; 0;�1), ãäå b � 1;� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (2;�2; 1), (2;�1;�1), (2; 1; 2);� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (3; 0; 2), (3; 1; 1), (3; 2; 3).Âñå òðåóãîëüíèêè ñïèñêà ��2� ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî íåýê-âèâàëåíòíûìè. Êàæäûé òðåóãîëüíèê ñïèñêà ��2� ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ãðàíüþïàðóñà íåêîòîðîé äâóìåðíîé öåïíîé äðîáè.Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðàíü ïàðóñà n-ìåðíîé öåïíîé äðîáè ïðèn � 3, öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè êîòîðîé áîëüøååäèíèöû, ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíîé îäíîé èç ãðàíåé ñëå-äóþùåãî ñïèñêà.Ñïèñîê ��n�, n � 3:� ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (2;�1; 0), (2;�a � 1; 1), (2;�1; 2), (2; b �1; 1), ãäå b � a � 1,� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (�; r � 1;�r), (a + �; r � 1;�r), (�; r;�r), ãäåa � 1, à öåëûå ÷èñëà � è r âçàèìíî-ïðîñòû è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàìr � 2 è 0 < � � r=2;� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (2; 1; b� 1), (2; 2;�1), (2; 0;�1), ãäå b � 1;� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (2;�2; 1), (2;�1;�1), (2; 1; 2);� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (3; 0; 2), (3; 1; 1), (3; 2; 3).Âñå ãðàíè ñïèñêà ��n� ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî íåýêâèâàëåíò-íûìè. Êàæäûé ìíîãîóãîëüíèê ñïèñêà ��n� ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ãðàíüþ ïàðóñàíåêîòîðîé ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè.Çàìå÷àíèå 9.3. Îòìåòèì, ÷òî êàæäîé êîìïàêòíîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà ñîîò-âåòñòâóåò âïîëíå ïóñòàÿ âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ñ âåðøèíîé â íà÷àëåêîîðäèíàò è ñ ðàññìàòðèâàåìîé ãðàíüþ â îñíîâàíèè. Öåëî÷èñëåííî-à��èííûéòèï òàêîé âûïóêëîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûìèíâàðèàíòîì ãðàíè. Îáðàòíî, öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûé òèï ãðàíè îäíîçíà÷íîâîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî öåëî÷èñëåííî-à��èííîìó òèïó âûïóêëîé îòìå÷åííîé ïè-83



ðàìèäû (ñì. ëåììó 10.1 íèæå).Ñëåäñòâèå 9.4. Î öåëî÷èñëåííî-à��èííîé êëàññè�èêàöèè êîìïàêòíûõäâóìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðàíü ïàðóñà ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè, öå-ëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè êîòîðîé ðàâíî äâóì, ÿâëÿåò-ñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíîé îäíîìó èç ìíîãîóãîëüíèêîâ ñëåäóþ-ùåãî ñïèñêà.Ñïèñîê ��2�:� ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (�1; 0), (�a � 1; 1), (�1; 2), (b � 1; 1), ãäåb � a � 1 (íà ðèñóíêå 23a ñëó÷àé a = 2, b = 3), ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿòàêîé ãðàíè âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâà-ëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå Ma;b (âñå òàêèå ÷åòûð¼õóãîëüíûå ãðàíè âñòðå-÷àþòñÿ òîëüêî ó ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ëþáîé ðàçìåðíîñòè,áîëüøåé äâóõ, è íå âñòðå÷àþòñÿ ó ïàðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé);� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (�1; 0), (0;�2) è (2; 1) (ñì. ðèñóíîê 23b), ïðèýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîé ãðàíè âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ýêâèâà-ëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå V ;� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0;�1), (0; 1) è (b; 0) ïðè b � 1 (íà ðèñóíêå 23
ñëó÷àé b = 5), ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîé ãðàíè âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿïèðàìèäà ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå Ub;� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0; 0), (a; 0) è (0; 1) ïðè íåêîòîðîì a � 1 (íàðèñóíêå 23d èçîáðàæåí òðåóãîëüíèê ïðè a = 5); ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþ-ùàÿ òàêîé ãðàíè âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîéïèðàìèäå T 1a;2.Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðàíü ïàðóñà ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè, öå-ëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè êîòîðîé ðàâíî òð¼ì, ÿâëÿ-åòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíîé îäíîìó èç ìíîãîóãîëüíèêîâ ñëåäó-þùåãî ñïèñêà.Ñïèñîê ��3�:� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (�1;�1), (1; 0) è (0; 1) (íà ðèñóíêå 24a); ïðè84



(�1; 0)(�1; 2)(�a� 1; 1) (b� 1; 1)a)(�1; 0) (0;�2)
(2; 1)

b) (0;�1)(0; 1) (b; 0)
) (0; 0) (a; 0)(0; 1) d)�èñ. 23: Öåëî÷èñëåííî-à��èííûå òèïû ãðàíåé ñïèñêà ��2�.
(�1;�1) (1; 0)(0; 1)

a) (0; 0) (a; 0)(0; 1) b)�èñ. 24: Öåëî÷èñëåííî-à��èííûå òèïû ãðàíåé ñïèñêà ��3�.ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîé ãðàíè âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ýêâèâà-ëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå W ;� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0; 0), (a; 0) è (0; 1) ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëü-íîì a (íà ðèñóíêå 24b èçîáðàæåí òðåóãîëüíèê ïðè a = 5), ïðè ýòîì ñî-îòâåòñòâóþùàÿ òàêîé ãðàíè âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà âûïóêëîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäå T 1a;3.Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðàíü ïàðóñà ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè, öå-ëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè êîòîðîé ðàâíî r ïðè r � 4,ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíîé îäíîìó èç ìíîãîóãîëüíèêîâñëåäóþùåãî ñïèñêà.Ñïèñîê ��r�: 85



(0; 0) (a; 0)(0; 1)
�èñ. 25: Öåëî÷èñëåííî-à��èííûå òèïû ãðàíåé ñïèñêà ��r� ïðè r � 4.� òðåóãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè (0; 0), (a; 0) è (0; 1) ïðè íåêîòîðîì a � 1(íà ðèñóíêå 25 èçîáðàæåí òðåóãîëüíèê ïðè a = 6), ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâó-þùàÿ òàêîé ãðàíè âûïóêëàÿ îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà öåëî÷èñëåííî-à��èííîýêâèâàëåíòíà âûïóêëîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäå T �a;r, ãäå öåëûå ÷èñëà � è râçàèìíî-ïðîñòû è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 0 < � � r=2. Ïðè ðàçëè÷-íûõ � ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî íåýêâèâàëåíòíû, îäíà-êî öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíû. Â êàæäîì èç ïðèâåä¼ííûõ ñïèñêîââñå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíûìè. Ýòèñïèñêè íå ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè (òî åñòü äëÿ êàæäîãî ìíîãîóãîëüíèêà èçñïèñêà �r ñóùåñòâóåò r-ìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü, õîòÿ áû îäèí ïàðóñîâ êîòîðîéñîäåðæèò äâóìåðíóþ ãðàíü, öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíóþ ðàññìàò-ðèâàåìîìó ìíîãîóãîëüíèêó).Çàìå÷àíèå 9.5. Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü èç ñëåäñòâèÿ 9.4, öåëî÷èñëåííî-à�-�èííàÿ è öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíàÿ êëàññè�èêàöèè ñîâïàäàþò äëÿ öåëî÷èñëåí-íûõ ðàññòîÿíèé ìåíüøèõ ïÿòè. Ïðè öåëî÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèÿõ áîëüøå ÷å-òûð¼õ, öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíàÿ êëàññè�èêàöèÿ ñîäåðæèò â ñåáå öåëî÷èñëåííî-à��èííóþ: êëàññû öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, îòâå÷àþùèå âû-ïóêëûì îòìå÷åííûì ïèðàìèäàì T �a;r ñêëåèâàþòñÿ ïðè îäèíàêîâûõ a è ðàçíûõ� (íàïîìèíàåì, ÷òî r �èêñèðîâàíî) â îäèí êëàññ öåëî÷èñëåííî-à��èííîé ýê-âèâàëåíòíîñòè.Ñëåäñòâèå 9.6. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë n � 3, r � 2 öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíàÿêëàññè�èêàöèÿ êîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ n-ìåðíûõ öåïíûõ äðî-áåé, ðàñïîëîæåííûõ íà äâóìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ íà öåëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè rîò íà÷àëà êîîðäèíàò, ñîâïàäàåò ñ êëàññè�èêàöèåé âïîëíå ïóñòûõ r-ýòàæíûõòð¼õìåðíûõ âûïóêëûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä (ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé).86



10 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.2.10.1 Ïîëíîòà ñïèñêîâ ��n� òåîðåìû 9.2 ïðè n � 2.Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîóãîëüíûå ãðàíè ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè ÿâëÿþòñÿ ãðà-íÿìè ãðàíèöû âûïóêëîé îáîëî÷êè, à, ñëåäîâàòåëüíî, îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ âû-ïóêëûìè. �àññìîòðèì îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàòè ñ îñíîâàíèåì â êîìïàêòíîé äâóìåðíîé ãðàíè íåêîòîðîé ìíîãîìåðíîé öåïíîéäðîáè. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííàÿîòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïóñòîé.Ëåììà 10.1. Äâå äâóìåðíûå ãðàíè öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì âïîëíå ïóñòûå îòìå÷åííûå ïè-ðàìèäû öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äâå äâóìåðíûå ãðàíè öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâà-ëåíòíû, òî îäíà èç íèõ ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ íåêîòîðûì öåëî÷èñëåííûì ëè-íåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîé ãðàíè îòìå÷åííàÿïèðàìèäà ïåðåâîäèòñÿ â îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âòîðîé ãðà-íè.Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíÿì ïóñòûå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíû, òî îäíà èç ýòèõ ïèðàìèä ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ íåêîòî-ðûì öåëî÷èñëåííûì à��èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïîñêîëüêó âåðøèíàìè îáåèõîòìå÷åííûõ ïèðàìèä ÿâëÿåòñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, íà÷àëî êîîðäèíàò � íåïî-äâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿ-åòñÿ ëèíåéíûì. Ïîñêîëüêó îñíîâàíèå ïåðâîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ïåðåõîäèòâ îñíîâàíèå âòîðîé, ïåðâàÿ ãðàíü ïåðåõîäèò âî âòîðóþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòèäâóìåðíûå ãðàíè öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî r � 2 êàæäûé öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûé òèï êîì-ïàêòíûõ äâóìåðíûõ ãðàíåé, ðàñïîëîæåííûõ íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè íà öå-ëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè r îò íà÷àëà êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííûì òèïîì r-ýòàæíûõ âïîëíå ïóñòûõ âûïóêëûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä.87



Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 4.1 (ñì. ñïèñîê �M-W�) ñïèñêè ��n� òåîðåìû 9.2ïîëíû ïðè n > 2.�àçáåð¼ì ñëó÷àé äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Ïî òåîðåìå 4.1 ïîäñïèñîê òðå-óãîëüíûõ ãðàíåé ñïèñêà ��2� ïîëîí äëÿ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Îñòà¼òñÿïîêàçàòü, ÷òî ó äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé íåò ãðàíåé, öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîýêâèâàëåíòíûõ ìíîãîóãîëüíèêàì ñ âåðøèíàìè (2;�1; 0), (2;�a�1; 1), (2;�1; 2),(2; b� 1; 1), ãäå b � a � 1.Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.Ëåììà 10.2. (Î çàïðåòå äëÿ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.) Ïóñòü íåêîòî-ðàÿ êîìïàêòíàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü F äâóìåðíîé öåïíîé äðîáè ñîäåðæèò öåëûéïàðàëëåëîãðàìì P , öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíûé ïàðàëëåëîãðàììó ñâåðøèíàìè (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è (0;�1). Òîãäà öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îòíà÷àëî êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ãðàíü F , ðàâíî åäèíèöå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì íà ïëîñêîñòè ãðàíè F ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîéâåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà P èìåþò êîîðäèíàòû (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è (0;�1).Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ öåëîé òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåëîé òî÷êîé ïëîñêîñòè ãðàíè F âñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (1; 1) âõîäèò â ãðàíü F , òîãäà ïó-ñòîé öåëûé ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè (0; 0), (1; 0), (1; 1) è (0; 1) âõîäèò âãðàíü F . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óòâåðæäåíèþ 7.2 ðàññòîÿíèå äî ïëîñêîñòè, ñîäåð-æàùåé ãðàíü F , ðàâíî åäèíèöå.Àíàëîãè÷íî, åñëè õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê (1;�1), ëèáî (�1; 1), ëèáî (�1;�1)âõîäèò â ãðàíü F , òî ðàññòîÿíèå äî ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ãðàíü F , ðàâíîåäèíèöå.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ãðàíü F ñîäåðæèò îäíó èç ÷åòûð¼õ ïåðå÷èñëåííûõòî÷åê îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íè îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òî÷åê íå âõîäèò âãðàíü F . �àññìîòðèì òðåóãîëüíèê T íà ïëîñêîñòè ãðàíè F , âûñåêàåìûé òðåìÿïëîñêîñòÿìè, ïî êîòîðûì ñòðîèòñÿ äâóìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü. Ýòîò òðåóãîëüíèê88



ñîäåðæèò ãðàíü F è íå ñîäåðæèò íè îäíîé öåëîé òî÷êè, îòëè÷íîé îò òî÷åê ãðà-íè F . Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà (1; 0) ïðèíàäëåæèò ãðàíè F , à òî÷êè (1; 1) è (1;�1)íå ïðèíàäëåæàò åé (ïðè÷¼ì âñå ýòè òðè òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé).Òîãäà îòêðûòûé óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå (0; 0), ñòîðîíû êîòîðîãî ïðîõîäÿò÷åðåç òî÷êè (1; 1) è (1;�1), ñîäåðæèò íåêîòîðóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà T , ñì.ðèñ. 26. T
�èñ. 26: Ó òðåóãîëüíèêà T îäíà èç âåðøèí ñîäåðæèòñÿ â çàêðàøåííîì (îòêðû-òîì) òåëåñíîì óãëå.Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ äâóõ ñìåæíûõ óãëîâ è äëÿ ïðîòèâîëå-æàùåãî óãëà. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê èìååò êàê ìèíèìóì ÷åòûðå âåðøèíû.Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû. Óòâåðæäåíèå ëåììû 10.2 äîêàçàíî.Ñëåäñòâèå 10.3. Ó äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé íåò ãðàíåé, öåëî÷èñëåííî-ëè-íåéíî ýêâèâàëåíòíûõ ìíîãîóãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè (2;�1; 0), (2;�a � 1; 1),(2;�1; 2), (2; b� 1; 1), ãäå b � a � 1.Äîêàçàòåëüñòâî. ×åòûð¼õóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ (2;�1; 0),(2;�a � 1; 1), (2;�1; 2), (2; b � 1; 1) ñîäåðæèò ïàðàëëåëîãðàìì öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíûé ïàðàëëåëîãðàììó ñ âåðøèíàìè (1; 0), (0; 1), (�1; 0) è(0;�1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 10.2 ðàññòîÿíèå äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè òàêîéãðàíè äîëæíî áûòü ðàâíî åäèíèöå. Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàòäî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òàêîé ìíîãîóãîëüíèê, ðàâíî äâóì, íè îä-íà èç ãðàíåé äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ýòîìó ìíîãîóãîëüíèêó íå ýêâèâàëåíò-íà. 89



Òàêèì îáðàçîì, ñïèñîê ��2� òåîðåìû 9.2 ïîëîí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïèñêè ��n�òåîðåìû 9.2 (n-ìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé) ïîëíû äëÿ âñåõ n � 2.10.2 �åàëèçóåìîñòü ãðàíåé èç ñïèñêîâ ��n� ïðè n � 2.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âñå òðåóãîëüíûå ãðàíè, ïåðå÷èñëåííûå â ñïèñêàõ ��n� ïðèn � 2, ðåàëèçóþòñÿ. Äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå äëÿ òðåóãîëüíèêîâ, àçàòåì îáîáùèì åãî íà ñëó÷àé ìíîãîóãîëüíèêîâ.10.2.1 �åàëèçóåìîñòü òðåóãîëüíûõ ãðàíåé.�àññìîòðèì âïîëíå ïóñòóþ òðåóãîëüíóþ îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó OABC ñ âåð-øèíîé O è îñíîâàíèåì ABC. Ïóñòü �ABC(3)� êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâîóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê òî÷åê íà ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Êîí�èãóðàöèîí-íîå ïðîñòðàíñòâî �ABC(3) ãîìåîìîð�íî R6 . �àññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ òîïîëî-ãèþ íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U3 � �ABC(3) ìíîæåñòâî òàêèõòðîåê A0B0C 0, ÷òî îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OA0B0C 0 ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ ïèðà-ìèäó OABC è íå ñîäåðæèò öåëûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò öåëûõ òî÷åê îòìå÷åííîéïèðàìèäû OABC.Ëåììà 10.4. Ìíîæåñòâî U3 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è íåïóñòûì. Êàæäàÿ òî÷êàìíîæåñòâà U3 îïðåäåëÿåò äâóìåðíóþ öåïíóþ äðîáü, äëÿ êîòîðîé òðåóãîëüíèêABC ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç äâóìåðíûõ ãðàíåé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî U3 � îòêðûòî. �àññìîòðèì öåëûåïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ABC, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ íà÷àëî êîîð-äèíàò è ïëîñêîñòü ABC ëåæàò â ðàçíûõ îòêðûòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ (â òð¼õ-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàòÿíóòîì íà òî÷êè O, A, B è C). Èõ êîíå÷íîå ÷èñëî,ðàâíîå r� 1, ãäå r � öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî äâóìåðíîé ïëîñ-êîñòè ãðàíè ABC. Îáîçíà÷èì öåëóþ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ðàñïîëîæåííóþ íàöåëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè i � r îò âåðøèíû O, ÷åðåç �i. Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäàOABC âûñåêàåò íà ïëîñêîñòè �i òðåóãîëüíèê Ti, êîòîðûé ïðè i < r íå ñîäåðæèòöåëûõ òî÷åê. �àññìîòðèì âñå òð¼õãðàííûå óãëû ñ öåíòðîì â òî÷êå O, êîòîðûå90



âûñåêàþò íà ïëîñêîñòè �i òðåóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé òðåóãîëüíèê Ti è íå ñîäåð-æàùèé öåëûõ òî÷åê (îòëè÷íûõ îò öåëûõ òî÷åê Tr äëÿ ñëó÷àÿ i = r). Êàæäûé èçòàêèõ óãëîâ îïðåäåëÿåò òðè òî÷êè íà ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC (òî åñòü íà�r), êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿþò øåñòü óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ òðîåêòî÷åê â ïðîñòðàíñòâå U3. Ìíîæåñòâî îïèñàííûõ òð¼õãðàííûõ óãëîâ îïðåäåëÿåòîòêðûòîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â U3 (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç U3;i). ÌíîæåñòâîU3 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ U3;i ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ i � r. Ñëåäîâà-òåëüíî, ìíîæåñòâî U3 � îòêðûòî.Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî U3 � íåïóñòî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u0 òî÷êó ìíîæå-ñòâà U3, ñîîòâåòñòâóþùóþ óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó òî÷åê A, B, C. Âî-ïåðâûõ,ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè u0, âñå òî÷êè êîòîðîé óäîâëåòâîðÿ-þò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: åñëè òî÷êà A0B0C 0 ïðèíàäëåæèò ýòîé îêðåñòíîñòè,òî ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OA0B0C 0 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-ñòâîì ìíîæåñòâà öåëûõ òî÷åê îòìå÷åííîé ïèðàìèäû OABC. Âî-âòîðûõ, ïðîèç-âîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè u0 (â òîì ÷èñëå è îïèñàííàÿ âûøå) ñîäåðæèò â ñåáåòàêóþ òî÷êó A00B00C 00, ÷òî îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OA00B00C 00 öåëèêîì ñîäåðæèòîòìå÷åííóþ ïèðàìèäó OABC. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà A0B0C 0,÷òî îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà AB0C 0D0 ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó OABC, àîãðàíè÷åíèÿ îáåèõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä íà ðåø¼òêó öåëûõ ÷èñåë ñîâïàäàþò.Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî U3 � íåïóñòî.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê A0B0C 0, îòâå÷àþùèé òî÷êå ìíîæå-ñòâà U3. Ïðîâåä¼ì ïëîñêîñòè OA0B0, OA0C 0 è OB0C 0. Çàäàâàåìàÿ ýòèìè ïëîñ-êîñòÿìè äâóìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü, ñîäåðæèò òðåóãîëüíèê ABC â êà÷åñòâå äâó-ìåðíîé ãðàíè.Âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû 10.4 äîêàçàíû.10.2.2 Î ðåàëèçóåìîñòè ìíîãîóãîëüíûõ ãðàíåé.Îáîáùèì óòâåðæäåíèå ëåììû 10.4. �àññìîòðèì òð¼õìåðíóþ âïîëíå ïóñòóþ îò-ìå÷åííóþ ïèðàìèäó OA1 : : : Ak ñ âåðøèíîé O è îñíîâàíèåì A1 : : : Ak. Ïóñòü�A1:::Ak(k) � êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî óïîðÿäî÷åííûõ k òî÷åê íà ïëîñ-91



êîñòè ìíîãîóãîëüíèêà A1 : : : Ak. Êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî �A1:::Ak(k) ãî-ìåîìîð�íî R2k . �àññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ òîïîëîãèþ íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Uk � �A1:::Ak(k) ìíîæåñòâî òàêèõ k òî÷åê A01 : : : A0k, ÷òî îò-ìå÷åííàÿ ïèðàìèäà OA01 : : : A0k ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ ïèðàìèäó OA1 : : : Ak èíå ñîäåðæèò öåëûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò öåëûõ òî÷åê îòìå÷åííîé ïèðàìèäûOA1 : : : Ak.Ëåììà 10.5. Ìíîæåñòâî Uk ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è íåïóñòûì. �àññìîòðèìïðîèçâîëüíîå öåëîå n � k � 1. Êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà Uk ñîîòâåòñòâóåòõîòÿ áû îäíà n-ìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü, äëÿ êîòîðîé k-óãîëüíèê A1 : : : Ak ÿâëÿ-åòñÿ îäíîé èç äâóìåðíûõ ãðàíåé.Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî k-óãîëüíèêà P â Rn+1 ïðè n � k � 1, äâóìåðíàÿïëîñêîñòü êîòîðîãî íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ñóùåñòâóåò íàáîð èç nãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçáèâàþùèõ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü ìíîãîóãîëüíèêà P íà ÷à-ñòè, îäíà èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ P . Â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 10.5ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 10.4.10.2.3 Î ðåàëèçóåìîñòè ãðàíåé èç ñïèñêîâ ��n� ïðè n � 2.Óòâåðæäåíèå 10.6. Äëÿ ëþáîãî n � 2 êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü èç ñïèñêà ��n�ðåàëèçóþòñÿ â êà÷åñòâå ãðàíè íåêîòîðîé n-ìåðíîé öåïíîé äðîáè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñå ãðàíè ñïèñêà ��n� (n � 2) òðåóãîëüíûå èëè÷åòûð¼õóãîëüíûå (à îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñîñíîâàíèÿìè â ýòèõ ãðàíÿõ âïîëíå ïóñòû), ëåììû 10.4 è 10.5 ïðèìåíèìû.10.3 Íåýêâèâàëåíòíîñòü ãðàíåé èç ñïèñêà ��n� (ïðè n � 2).Ëåììà 10.7. Äëÿ ëþáîãî n � 2 ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ãðàíè èç ñïèñêà ��n�ïîïàðíî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî íåýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû 10.7 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îòìå÷åííûåïèðàìèäû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ îñíîâàíèÿìè â ãðàíÿõ ñïèñêà �M-W� ïî òåîðåìå 4.1 öåëî÷èñëåííî-à��èííî íåýêâèâàëåíòíû.92



10.4 Î ìíîãîóãîëüíûõ ãðàíÿõ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Ñëåäñòâèå 10.8. Ïóñòü êîìïàêòíàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü ïàðóñà äâóìåðíîé öåïíîéäðîáè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì, êîòîðûé îáëàäàåò êàê ìèíèìóì ÷åòûðüìÿâåðøèíàìè, óãëû ïðè êîòîðûõ îòëè÷íû îò ðàçâ¼ðíóòûõ. Òîãäà öåëî÷èñëåííîåðàññòîÿíèå îò äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ýòîé ãðàíè äî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíîåäèíèöå.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 7.2 è ëåì-ìû 10.2.Çàìå÷àíèå 10.9. Èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 9.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò óò-âåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 9.6.11 Íåèññëåäîâàííûå çàäà÷è.Â çàêëþ÷åíèå âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèì íåñêîëüêî çàäà÷, âîçíèêàþùèõ çäåñüåñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê �îðìóëèðîâêàì çàäà÷, îò-ìåòèì ñëåäóþùåå. Ïîä �êëàññè�èêàöèîííûìè çàäà÷àìè� äëÿ íåêîòîðîãî ïîä-ìíîæåñòâà â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå â ýòîì ðàçäåëå ïîíèìàåòñÿ èññëåäîâàíèåñëåäóþùèõ âîïðîñîâ:a) êàêèå ýëåìåíòû âõîäÿò â ïîäìíîæåñòâî;b) êàêèå ýëåìåíòû íå âõîäÿò â ïîäìíîæåñòâî;
) êàêèå áåñêîíå÷íûå ñåðèè ýëåìåíòîâ âõîäÿò â ïîäìíîæåñòâî, ñêîëüêî èõ;d) êàêèå áåñêîíå÷íûå ñåðèè ýëåìåíòîâ íå âõîäÿò â ïîäìíîæåñòâî, ñêîëüêî èõ;e) êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâà;f) êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ýëåìåíòû äîïîëíåíèÿ ïîäìíîæåñòâà âî ìíîæå-ñòâå;g) êàê àëãîðèòìè÷åñêè îïðåäåëèòü, âõîäèò ëè äàííûé ýëåìåíò â ïîäìíîæåñòâî;h) 
îñòàâèòü ñïèñîê ýëåìåíòîâ è ñåðèé ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâà ÿâíî.Íàïðèìåð, â ýòîé ãëàâå áûëà ðåøåíà �êëàññè�èêàöèîííàÿ çàäà÷à� h)äëÿ ïîäìíîæåñòâà êëàññîâ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé/à��èííîé ýêâèâàëåíòíîñòè93



êîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ðàñïîëî-æåííûõ íà äâóìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ, öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîð-äèíàò äî êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû (âî ìíîæåñòâå âñåõ êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ýêâèâàëåíòíîñòè âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ).Ïðîáëåìà 1. �åøèòü �êëàññè�èêàöèîííûå çàäà÷è� äëÿ ïîäìíîæåñòâà êëàññîâöåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé/à��èííîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîìïàêòíûõ òð¼õìåðíûõ(ìíîãîìåðíûõ) ãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ðàñïîëîæåííûõíà òð¼õìåðíûõ (ìíîãîìåðíûõ) ïëîñêîñòÿõ, öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷à-ëà êîîðäèíàò äî êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû (âî ìíîæåñòâå âñåõ êëàññîâ ñîîòâåò-ñòâóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ).Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíåé ïðîáëåìîé î ãðàíÿõ ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðî-áåé åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ îá îòìå÷åííûõ ïèðàìèäàõ (çàìå-òèì, ÷òî îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíû).Ïðîáëåìà 2. �åøèòü �êëàññè�èêàöèîííûå çàäà÷è� äëÿ ïîäìíîæåñòâà êëàññîâòð¼õìåðíûõ (ìíîãîìåðíûõ) ìíîãîýòàæíûõ âïîëíå ïóñòûõ âûïóêëûõ îòìå÷åí-íûõ ïèðàìèä (âî ìíîæåñòâå âñåõ êëàññîâ òð¼õìåðíûõ/ìíîãîìåðíûõ ìíîãîýòàæ-íûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä).Ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà î÷åíü áëèçêà ïî �îðìóëèðîâêå ê ïðåäûäóùåé, îäíàêîêàðäèíàëüíî îòëè÷àåòñÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñîäåðæàíèþ.Ïðîáëåìà 3. �åøèòü �êëàññè�èêàöèîííûå çàäà÷è� äëÿ ïîäìíîæåñòâà êëàññîâöåëî÷èñëåííî-à��èííîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ/òð¼õìåðíûõ(ìíîãîìåðíûõ) ãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ðàñïîëîæåííûõ íàäâóìåðíûõ/òð¼õìåðíûõ (ìíîãîìåðíûõ) ïëîñêîñòÿõ íà åäèíè÷íîì öåëî÷èñëåí-íîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò.Ïî ñóòè äåëà, ýòà ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ �êëàññè�èêàöèîííûõ çà-äà÷� äëÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííûõ êëàññîâ âûïóêëûõ îáîëî÷åê âñåõ öåëûõ òî-÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè ìíîãîãðàííèêîâ (ìíîãîóãîëüíèêîâ) ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñ-ëîì ãðàíåé ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè. (Îòìåòèì åù¼ ðàç, ÷òî äëÿ åäèíè÷íîãî94



öåëî÷èñëåííîãî ðàññòîÿíèÿ öåëî÷èñëåííî-à��èííîå è öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîåîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàþò.)Çäåñü óìåñòåí ñëåäóþùèé âîïðîñ î âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ è ìíîãîãðàí-íèêàõ.Ïðîáëåìà 4. �åøèòü �êëàññè�èêàöèîííûå çàäà÷è� e), f) è h) äëÿ ïîäìíîæå-ñòâà êëàññîâ öåëî÷èñëåííî-à��èííîé ýêâèâàëåíòíîñòè öåëûõ âûïóêëûõ ìíî-ãîóãîëüíèêîâ/ìíîãîãðàííèêîâ âî ìíîæåñòâå êëàññîâ âñåõ öåëûõ ìíîãîóãîëüíè-êîâ/ìíîãîãðàííèêîâ.Â ýòîì íàïðàâëåíèè èìååòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(�)ëîãàðè�ì ÷èñëà êëàññîâ öåëî÷èñëåííî-à��èííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîóãîëü-íèêîâ ïëîùàäè �=2 (� � öåëîå).Òåîðåìà 11.1. (Â. È. Àðíîëüä [9℄.) Ïðè � äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
1�1=3 � H(�) � 
2�1=3 ln�:Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà íà êîëè÷åñòâî âåðøèí âûïóêëîãîìíîãîìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà ÷åðåç åãî (öåëî÷èñëåííûé) îáú¼ì.Òåîðåìà 11.2. (Ñ. Â. Êîíÿãèí, Ê. À. Ñåâàñòüÿíîâ [29℄.) ×èñëî âåðøèín-ìåðíîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà M ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ íå ïðå-âîñõîäèò 
(n)V (M)n�1n+1 , ãäå V (M) � (öåëî÷èñëåííûé) îáú¼ì ìíîãîãðàííèêà M ,à êîíñòàíòà 
(n) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè n.Äàëåå åñòåñòâåííî âîçíèêàþò çàäà÷è î êëàññè�èêàöèè íåñêîëüêèõ ãðàíåéîäíîâðåìåííî. Ïðèâåä¼ì ïðîñòåéøèé ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð òàêîé ïðîáëåìû.Ïðîáëåìà 5. (Â. È. Àðíîëüä.) �åøèòü �êëàññè�èêàöèîííûå çàäà÷è� äëÿ1-çâ¼çä (òî åñòü îáúåäèíåíèÿ âåðøèíû ïàðóñà ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè èâñåõ îäíîìåðíûõ ãðàíåé ñ îäíèì èç êîíöîâ â ýòîé âåðøèíå) ïàðóñîâ äâó-ìåðíûõ/ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-à��èííîãî(öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîãî) îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.Âîò åù¼ îäíà ïðîáëåìà èç ýòîé ñåðèè.95



Ïðîáëåìà 6. �åøèòü �êëàññè�èêàöèîííûå çàäà÷è� äëÿ ïàð ñîñåäíèõ êîìïàêò-íûõ äâóìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ñ òî÷íîñòüþ äîöåëî÷èñëåííî-à��èííîãî (öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîãî) îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî-ñòè.Ýòà ïðîáëåìà åñòåñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ ãðàíåé, à òàê-æå íà áîëåå ñëîæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîí�èãóðàöèè ãðàíåé. Ïðèâåä¼ì ñëåäóþ-ùóþ ïðîáëåìó â êà÷åñòâå ïðèìåðà.Ïðîáëåìà 7. �åøèòü �êëàññè�èêàöèîííûå çàäà÷è� äëÿ òðîåê êîìïàêòíûõ äâó-ìåðíûõ ãðàíåé, èìåþùèõ îäíó îáùóþ îäíîìåðíóþ ãðàíü, òð¼õìåðíûõ (ìíî-ãîìåðíûõ) ïàðóñîâ öåïíûõ äðîáåé ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-à��èííîãî(öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîãî) îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.Äàëåå èíòåðåñíà çàäà÷à î òàê íàçûâàåìûõ ñòàáèëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ à�-�èííûõ òèïàõ ìíîãîãðàííèêîâ.Îïðåäåëåíèå 11.3. Öåëî÷èñëåííî-à��èííûé òèï ìíîãîãðàííèêîâ (ìíîãîóãîëü-íèêîâ) íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì â ðàçìåðíîñòè k, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïî-ëîæèòåëüíîãî r ñóùåñòâóåò k-ìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü, îäèí èç ïàðóñîâ êîòîðîéñîäåðæèò ãðàíü, îáëàäàþùóþ äàííûì öåëî÷èñëåííûì à��èííûì òèïîì, ðàñ-ïîëîæåííóþ íà ïëîñêîñòè ñ ðàññòîÿíèåì r äî íà÷àëà êîîðäèíàò.Öåëî÷èñëåííî-à��èííûé òèï ìíîãîãðàííèêîâ (ìíîãîóãîëüíèêîâ) íàçûâà-åòñÿ âïîëíå ñòàáèëüíûì â ðàçìåðíîñòè k, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî÷èñëà N ñóùåñòâóåò òàêîå r > N , ÷òî íàéä¼òñÿ k-ìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü, îäèí èçïàðóñîâ êîòîðîé ñîäåðæèò ãðàíü, îáëàäàþùóþ äàííûì öåëî÷èñëåííûì à��èí-íûì òèïîì è ðàñïîëîæåííóþ íà ïëîñêîñòè ñ ðàññòîÿíèåì r äî íà÷àëà êîîðäèíàò.Ïðîáëåìà 8. Êàêèå öåëî÷èñëåííî-à��èííûå òèïû ìíîãîãðàííèêîâ ÿâëÿþòñÿ(âïîëíå) ñòàáèëüíûìè â ðàçìåðíîñòè 3 (â ðàçìåðíîñòè k > 3)?Îòâåòèì íà àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ.Ñëåäñòâèå 11.4. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî k � 2, äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëü-íîãî a � 1 öåëî÷èñëåííûå à��èííûå òèïû òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè (0; 0),96



(a; 0), (0; 1) ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíûì â ðàçìåðíîñòè k (íà ðèñ. 27 ïàðàìåòða = 6). Íèêàêèõ äðóãèõ ñòàáèëüíûõ è âïîëíå ñòàáèëüíûõ â ðàçìåðíîñòè k
(0; 0) (a; 0)(0; 1)

�èñ. 27: Ñòàáèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè (a � 1).öåëî÷èñëåííûõ à��èííûõ òèïîâ ìíîãîóãîëüíèêîâ íå ñóùåñòâóåò.Àâòîðó íå èçâåñòåí îòâåò äàæå íà ñëåäóþùèé âîïðîñ.Ïðîáëåìà 9. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî âïîëíå ñòàáèëüíûõ â ðàçìåðíîñòè 3(â ðàçìåðíîñòè k > 3) òèïîâ òð¼õìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñîâïàäàåò ñî ìíî-æåñòâîì ñòàáèëüíûõ â ðàçìåðíîñòè 3 (â ðàçìåðíîñòè k > 3) òèïîâ òð¼õìåðíûõìíîãîãðàííèêîâ?Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñåðèé çàäà÷ èíòåðåñíû òàêæå çàäà÷è àíàëîãè÷-íûå ñëåäóþùåé:Ïðîáëåìà 10. Ñóùåñòâóþò ëè òð¼õìåðíûå ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå íå âñòðå÷à-þòñÿ ñðåäè òð¼õìåðíûõ ãðàíåé ïàðóñîâ òð¼õìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ðàñïîëî-æåííûõ íà òð¼õìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ, öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ äî êîòîðûõ îòíà÷àëà êîîðäèíàò áîëüøå åäèíèöû, íî âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè òð¼õìåðíûõ ãðàíåéïàðóñîâ ÷åòûð¼õìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé íà òð¼õìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ, ðàñïîëî-æåííûõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà öåëî÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèÿõ, áîëüøèõ åäèíè-öû? Åñëè ñóùåñòâóþò, òî êàêèå îíè?Ñ�îðìóëèðóåì ïðîáëåìó î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ãðàíåé ïàðóñîâ ìíî-ãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ (n + 1)-ìåðíûõ îïåðàòîðîâ, âñåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ âåùåñòâåííûå, ðàöèîíàëüíûå è ðàçëè÷íûå, ÷å-ðåç �n+1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �In+1;r � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà �n+1, ñîñòîÿùååèç îïåðàòîðîâ, íîðìà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ïî ìîäóëþ r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç97



�IIn+1;r � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà �n+1, ñîñòîÿùåå èç âñåõ îïåðàòîðîâ, íîðìàêîòîðûõ è ñóììà êâàäðàòîâ êîý��èöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâêîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò r (óñëîâèå íà íîðìó íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâîîïåðàòîðîâ áûëî êîíå÷íî; â ïðèíöèïå, ìîæíî áðàòü ïðåäåë ñíà÷àëà ïî íîðìàìîïåðàòîðîâ, à çàòåì ïî ñóììàì êâàäðàòîâ êîý��èöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõìíîãî÷ëåíîâ îïåðàòîðîâ).Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà A èç ìíîæåñòâà�n+1 âåùåñòâåííûå è ðàçëè÷íûå, ñîáñòâåííûõ ãèïåðïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà A âRn+1 âñåãî n+ 1. Ïî íèì îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ ìíîãîìåðíàÿ öåïíàÿ äðîáü. Ïî-ñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A ðàöèîíàëüíûå, ïàðóñà ïîñòðîåííîé öåïíîéäðîáè ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ãðàíåé. Îáðàòíî, åñëè âñå ïàðóñàíåêîòîðîé öåïíîé äðîáè ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãðàíåé, òî îíà ñîîòâåòñòâó-åò íåêîòîðîìó îïåðàòîðó èç ìíîæåñòâà �n+1.Ïóñòü � � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûõ òèïîâ ãðàíåé n-ìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℄In+1;r(�) (÷åðåç ℄IIn+1;r(�)) ñóììàðíîåêîëè÷åñòâî ãðàíåé 
 öåëî÷èñëåííûì ëèíåéíûì òèïîì èç ìíîæåñòâà � ó äðîáåéèç ìíîæåñòâà �In+1;r (ñîîòâåòñòâåííî �IIn+1;r).Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ, ñ�îðìóëèðóåì íåñêîëüêî ñòàòèñòè÷åñêèõïðîáëåì.Ïðîáëåìà 11. (Â. È. Àðíîëüä.) Ñóùåñòâóåò ëè ñòàòèñòèêà ïîÿâëåíèÿ òðå-óãîëüíûõ ãðàíåé äëÿ îáùåãî ïàðóñà êîíå÷íîé ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè? Âñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íàéòè ýòó ñòàòèñòèêó.Èíûìè ñëîâàìè, íóæíî èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùåãî ïðåäåëà (èíàéòè åãî): limr!1 ℄In+1;r(4)℄In+1;r(�) !  èëè limr!1 ℄IIn+1;r(4)℄IIn+1;r(�) !! :Çäåñü ÷åðåç 4 îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûõ òèïîâ òðå-óãîëüíèêîâ, à ÷åðåç � � ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûõ òèïîâ âñåõìíîãîóãîëüíèêîâ. Âåðíî ëè, ÷òî òàêèå ïðåäåëû ðàâíû (I è II)?Ïîäîáíûå âîïðîñû ìîæíî çàäàâàòü è äëÿ äðóãèõ k-óãîëüíèêîâ, à òàêæå äëÿ98



îòäåëüíûõ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûõ òèïîâ. Êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ñó-ùåñòâóþò äëÿ òð¼õìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ.Äàæå, åñëè íåêîòîðûå ñòàòèñòèêè è íå ñóùåñòâóþò, âîçìîæíî, ñóùåñòâóþò�îòíîñèòåëüíûå� ñòàòèñòèêè.Ïðîáëåìà 12. (Â. È. Àðíîëüä.) Ñóùåñòâóåò ëè �îòíîñèòåëüíàÿ� ñòàòèñòèêàïîÿâëåíèÿ òðåóãîëüíûõ ãðàíåé ê ïîÿâëåíèþ ÷åòûð¼õóãîëüíûõ ãðàíåé äëÿ îá-ùåãî ïàðóñà ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè.Òî åñòü, íóæíî èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùåãî ïðåäåëà (è íàéòèåãî): limr!1 ℄In+1;r(4)℄In+1;r(})!  èëè limr!1 ℄IIn+1;r(4)℄IIn+1;r(})!! :Çäåñü ÷åðåç } îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûõ òèïîâ ÷åòû-ð¼õóãîëüíèêîâ. Âåðíî ëè, ÷òî òàêèå ïðåäåëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé (I è II)?Çàìå÷àíèå 11.5. Êðîìå îïèñàííûõ èñ÷åðïàíèé (I è II) ìíîæåñòâà �n+1 èìååòñìûñë ðàññìàòðèâàòü è íåêîòîðûå äðóãèå èñ÷åðïàíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà. (Ñì.áîëåå ïîäðîáíî, íàïðèìåð, â ðàáîòå Â. È. Àðíîëüäà [6℄.)Çàìå÷àíèå 11.6. Â ðàáîòàõ [6℄, [8℄ è êíèãå [7℄ (ñì. çàäà÷ó 1993-11) Â. È. Àðíîëüäàïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ ïîíÿòèå ñòàòèñòèêè ãðàíåé, à òàêæå ñ�îðìóëèðîâàíîìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ íåðåø¼ííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ è ãèïîòåç î ãðàíÿõïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ è îäíîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Äëÿ îäíîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ÷àñòü ãèïîòåç Â. È. Àðíîëüäà äîêàçàíà âðàáîòàõ Ì. Î. Àâäååâîé è Â. À. Áûêîâñêîãî [1℄ è [2℄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �k� åäèí-ñòâåííûé öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûé òèï îòðåçêà öåëî÷èñëåííîé äëèíû k > 0. Âïðèâåä¼ííûõ ðàáîòàõ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è íàéäåíû ñëåäóþùèå ïðåäåëû:limr!1 ℄I3;r(�k�)℄I3;r(�) ! = 1ln(2) ln�1 + 1k(k + 2)� ;à òàêæå îöåíåíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ r) ê ýòèì ïðåäåëàì.Åäèíñòâåííûì ðåçóëüòàòîì äëÿ öåïíûõ äðîáåé ðàçìåðíîñòè, áîëüøåé åäè-íèöû, ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ì. Ë. Êîíöåâè÷à è Þ. Ì. Ñóõîâà [28℄ î ñóùåñòâîâàíèè99



ñðåäíåãî ÷èñëà ïîÿâëåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ ñ çàäàííûì ÷èñëîì öåëûõ òî÷åê íàíèõ äëÿ ïî÷òè âñåõ ïàðóñîâ öåïíûõ äðîáåé (êðîìå äðîáåé ìíîæåñòâà äðîáåéìåðû íîëü ïî Ëåáåãó). Íàñêîëüêî àâòîðó èçâåñòíî, ýòè ñòàòèñòèêè äî ñèõ ïîðíå âû÷èñëåíû, à ìåòîäû èõ âû÷èñëåíèé (è èõ àïïðîêñèìàöèé) íå ðàçðàáîòà-íû. Ïåðâûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå î ïåðèîäè÷åñêèõ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáÿõïðèâåäåíû â ðàáîòå àâòîðà [24℄.Íàêîíåö, ïðàêòè÷åñêè âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå âîïðîñû ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó-÷àé ïàðóñîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðàïðèâåä¼ì ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó.Ïðîáëåìà 13. (Â. È. Àðíîëüä.) �åøèòü �êëàññè�èêàöèîííûå çàäà÷è� äëÿêîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ/òð¼õìåðíûõ (ìíîãîìåðíûõ) ãðàíåé ïàðóñîâ ïåðèîäè-÷åñêèõ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííî-à��èííîãîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.Çàìå÷àíèå 11.7. Â ïîñëåäíåé ïðîáëåìå òàêæå èíòåðåñíû âîïðîñû î ãðàíÿõ ïà-ðóñîâ ïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõ äðîáåé, ðàñïîëîæåííûõ íà ïëîñêîñòÿõ ñ (áîëåå÷åì) åäèíè÷íûì öåëî÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåì îò íà÷àëà êîîðäèíàò.Çàìå÷àíèå 11.8. Äëÿ êëàññà ïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõ äðîáåé äîñëîâíî ïåðåíî-ñÿòñÿ âñå ïåðå÷èñëåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ êîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé(íóæíî òîëüêî âìåñòî ãðàíåé êîíå÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ ðàññìàòðèâàòü ãðàíèêîíå÷íûõ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîãðàííûõ ïîâåðõíî-ñòåé).
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�ëàâà III.Î íîâîì àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿìíîãîìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõöåïíûõ äðîáåé.Â ýòîé ãëàâå îïèñàí íîâûé äåäóêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïàðóñîâ ìíîãî-ìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Òðåòüÿ ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåñüàëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðîõîäèò â øåñòü øàãîâ, åãî ïëàí îáñóæäàåòñÿ â ðàçäå-ëå 12. Â ðàçäåëå 13 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå äâóõ îáùèõ øàãîâ äëÿ èíäóêòèâíûõè äåäóêòèâíûõ ìåòîäîâ. Â ýòîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, êàê íàõîäÿòñÿ îáðàçó-þùèå ãðóïïû SL(n;Z)-ìàòðèö, êîììóòèðóþùèõ ñ çàäàííîé. Âñå ðåçóëüòàòûðàçäåëà 13 íå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïðèâîäÿòñÿ ëèøü äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ(ñì. ðàáîòû �. Êîõåíà [22℄ è Æ. Ëàøî [35℄). Â ðàçäåëàõ 14, 15 è 16 îïèñàíàîñíîâíàÿ íîâàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà. Â ðàçäåëå 14 ïîêàçàíî, êàê ñëåäóåò âûäâèãàòüãèïîòåçû î �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòÿõ. �àçäåë 15 ïîñâÿù¼í ïðîâåðêå ãèïîòåç î�óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòÿõ äëÿ ïàðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Ïðîâåðêàãèïîòåç äëÿ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåéîáñóæäàåòñÿ â ðàçäåëå 16.12 Îïèñàíèå íîâîãî àëãîðèòìà.12.1 Îñíîâíàÿ ñõåìà àëãîðèòìà.Îïèøåì â îáùèõ ÷åðòàõ èäåþ íàøåãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îäíîé èç �óí-äàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñà äëÿ ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè, ñâÿçàííîé ñçàäàííûì öåëî÷èñëåííûì íåïðèâîäèìûì ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì.Èòàê, ïóñòü çàäàí öåëî÷èñëåííûé íåïðèâîäèìûé ãèïåðáîëè÷åñêèé îïåðàòîðA 2 SL(n + 1;Z). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü �óíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü ïàðóñà101



ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè, ñâÿçàííîé ñ îïåðàòîðîì A, äîñòàòî÷íî âûïîëíèòüñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.1. Âû÷èñëèòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó, àïïðîêñèìèðóþùóþ ïàðóñ, à èìåííî, âçÿòüäîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîäõîäÿùåå ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê è íàéòè åãî âûïóêëóþîáîëî÷êó.2. Âûäâèíóòü ãèïîòåçó î íåêîòîðîé �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè. Çäåñü íóæíîóãàäàòü, êàêèå èç ãðàíåé �îðìèðóþò �óíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü. Åñëè àïïðîê-ñèìàöèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ, òî ãðàíè âûáèðàþòñÿ, èñõîäÿ èç ïîâòîðÿþùåéñÿãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû àïïðîêñèìàöèè.3. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó íà ïðàâèëüíîñòü.4. Åñëè ãèïîòåçà íåâåðíà èëè íåïðîâåðÿåìà, ñëåäóåò ïîâòîðèòü, íà÷èíàÿ ñ ïóíê-òà 1. Ïðè ýòîì ïîäõîäÿùåå ìíîæåñòâî ñëåäóåò âûáðàòü á�îëüøèì.×òîáû ðåàëèçîâàòü ïîäîáíûé àëãîðèòì, íåîáõîäèìî èìåòü îòâåòû íà äâàñëåäóþùèõ âîïðîñà:Êàê íàõîäèòü ïîäõîäÿùåå ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïàðó-ñà?Êàê ïðîâåðÿòü ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåç î �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòÿõ ïàðóñà?Â ýòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îòâåòû íà ýòè âîïðîñû.12.2 Îñíîâíûå ýëåìåíòû àëãîðèòìà.Ïåðå÷èñëèì êðàòêî ïî ïóíêòàì îñíîâíûå øàãè, èñïîëüçóåìûå â àëãîðèòìå.Äåäóêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îäíîé èç �óíäàìåíòàëüíûõ îá-ëàñòåé äëÿ ïàðóñà çàäàííîãî îïåðàòîðà A â çàäàííîì îðòàíòå.Øàã 1. Âû÷èñëèòü áàçèñ àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà �(A).Øàã 2. Âû÷èñëèòü áàçèñ ãðóïïû �(A), èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò øàãà 1.Øàã 3. Íàéòè íåêîòîðóþ âåðøèíó ïàðóñà çàäàííîãî îðòàíòà.Øàã 4. Âûäâèíóòü ãèïîòåçó î �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ïàðóñà, èñïîëüçóÿðåçóëüòàòû øàãà 2 è øàãà 3.Øàã 5. Ïðîâåðèòü ïðåäëîæåííóþ íà øàãå 4 ãèïîòåçó. Åñëè ãèïîòåçà íåâåðíàèëè íåïðîâåðÿåìà, ñëåäóåò âîçâðàòèòüñÿ ê ïóíêòó 4.102



Çàìå÷àíèå 12.1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ íà øàãå 4 �óíäàìåíòàëü-íàÿ îáëàñòü è áàçèñ A1; : : : ; An ãðóïïû �(A) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëî-âèÿì:i) çàìûêàíèå �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ãîìåîìîð�íî äèñêó;ii) îïåðàòîðû A1; : : : ; An îïðåäåëÿþò ñêëåéêó ýòîãî äèñêà â n-ìåðíûé òîð.Çàìå÷àíèå 12.2. Êàê äëÿ èíäóêòèâíîãî ìåòîäà �. Îêàçàêè, òàê è äëÿ äåäóêòèâ-íûõ ìåòîäîâ Æ.-Î. Ìóññà�èðà è àâòîðà (ïðåäñòàâëÿåìîãî â ðàáîòå), íåîáõîäè-ìî âûïîëíåíèå ïåðâîãî è âòîðîãî øàãîâ. Ýòè äâà øàãà îïèñàíû â ñëåäóþùåìðàçäåëå. Âñå îñòàëüíûå øàãè õàðàêòåðíû òîëüêî äëÿ íàøåãî àëãîðèòìà. Â àëãî-ðèòìå Æ.-Î. Ìóññà�èðà [42℄ ãèïîòåçû âûäâèãàþòñÿ ïðè ïîìîùè àïïðîêñèìà-öèè îðòàíòà íåêîòîðûì ðàöèîíàëüíûì îðòàíòîì. Â àëãîðèòìå, ïðåäëàãàåìîìâ ýòîé ðàáîòå, âûäâèãàþòñÿ ãèïîòåçû î íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ïåðèîäîâ â äàí-íîì, à íå â ïðèáëèæàåìîì îðòàíòå. (ñì. îïèñàíèå øàãîâ 3 è 4). Äëÿ äâóìåðíûõöåïíûõ äðîáåé ãèïîòåçû ïðîâåðÿþòñÿ ýëåìåíòàðíî (øàã 5), ïðè ïðîâåðêå ñóùå-ñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà î öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé êëàññè�èêàöèè. Äëÿn-ìåðíûõ (n > 2) öåïíûõ äðîáåé ïîñëåäíèé øàã äîâîëüíî ñëîæåí èç-çà îò-ñóòñòâèÿ êëàññè�èêàöèè òð¼õìåðíûõ ãðàíåé, òð¼õìåðíûå ïëîñêîñòè êîòîðûõðàñïîëîæåíû íà áîëüøå ÷åì íà åäèíè÷íîì öåëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè îò íà÷à-ëà êîîðäèíàò. Â îïèñàíèè ïîñëåäíåãî øàãà äîïîëíèòåëüíî èññëåäóåòñÿ ÷àñòíûéñëó÷àé, êîòîðûé ãèïîòåòè÷åñêè òèïè÷åí äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõ äðîáåé.Çàìå÷àíèå 12.3. Îòìåòèì, ÷òî âñå, èçâåñòíûå àâòîðó, äåäóêòèâíûå àëãîðèòìûïîñòðîåíèÿ ïàðóñîâ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé íå ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìàìè âñòðîãîì ñìûñëå. Íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî âûáèðàòü áàçèñ ãðóïïû �(A) è âûäâè-ãàòü ïðàâèëüíóþ ãèïîòåçó, à çàòåì ïðîâåðÿòü å¼, ïîýòîìó òàêîé äåäóêòèâíûéàëãîðèòì íå ìîæåò áûòü öåëèêîì âûïîëíåí ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé êîìïüþ-òåðíîé ïðîãðàììû. Âèäèìî, äàæå àëãîðèòìè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå ïåðèîäà ïîçàäàííîé êàðòèíêå ãðàíèöû àïïðîêñèìàöèè ïàðóñà ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäëàãàåìûé â ýòîé ðàáîòå äåäóêòèâíûé àëãîðèòì ý��åê-òèâåí íà ïðàêòèêå. Âñå ïðèìåðû, ïåðå÷èñëåííûå â ñëåäóþùåé ãëàâå, âû÷èñëåíûïðè ïîìîùè ýòîãî àëãîðèòìà. Îíè îáîáùàþò è äîïîëíÿþò ïðàêòè÷åñêè âñå ïå-103



ðèîäû ïàðóñîâ, ïîñ÷èòàííûå ðàíåå.Çàìå÷àíèå 12.4. Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íàñëó÷àé ìîäåëè Ìèíêîâñêîãî-Âîðîíîãî ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè. (Îïðåäåëå-íèÿ ìîäåëè Ìèíêîâñêîãî-Âîðîíîãî ñì. â ðàáîòàõ [38℄ è [17℄.)13 Îáùèå âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê áàçèñàì ðå-ø¼òêè.Â ýòîì ðàçäåëå âêðàòöå îáñóæäàþòñÿ îáùèå âîïðîñû, íåîáõîäèìûå êàê äëÿ èí-äóêòèâíûõ, òàê è äëÿ äåäóêòèâíûõ ìåòîäîâ (øàãè 1 è 2 ðàçäåëà 13). Îòâåòûíà ýòè âîïðîñû áûëè èçâåñòíû ðàíüøå è ïðèâîäÿòñÿ çäåñü äëÿ ïîëíîòû èç-ëîæåíèÿ (ñì. òàêæå [35℄ è [22℄). Äîêàæåì ñíà÷àëà îäíî íóæíîå â äàëüíåéøåìóòâåðæäåíèå.13.1 Òåîðåìà î ñïåöèàëüíîì áàçèñå âíóòðè öåëîãî ïàðàë-ëåëåïèïåäà.Ïóñòü V0V1 : : : Vm � íåêîòîðûé m-ìåðíûé òåòðàýäð ñ âåðøèíàìè V0, V1; : : : ; Vm�1è Vm. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç P (V0V1 : : : Vm) îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ïàðàëëåëå-ïèïåä: nV0 + mXk=1 �kV0Vkj 0 � �k � 1; k = 1; : : :mo:Äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïàðàëëåëåïèïåä P (V0V1 : : : Vm) ñëåäóþùèì îáðàçîì:P (V0; V1; : : : ; Vm) (÷òîáû íå ñïóòàòü äâå ìàòðèöû ñ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìàòðèö).Óòâåðæäåíèå 13.1. Ïóñòü çàäàíà ïîäðåø¼òêà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ðåø¼ò-êè öåëûõ òî÷åê â öåëîé ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè O;A1; : : : ; Anïîðîæäàþò ýòó ïîäðåø¼òêó (çäåñü O � íà÷àëî êîîðäèíàò ðåø¼òêè). Òîãäàñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ O;B1; : : : ; Bn öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè, íàõîäÿùèéñÿâ ïàðàëëåëåïèïåäå P (O;A1; : : : ; An), ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i � nâåðøèíà Bi ïðèíàäëåæèò ïàðàëëåëåïèïåäó P (O;A1; : : : ; Ai).104



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì áàçèñ O;B1; : : : ; Bn ïî èíäóêöèè. Íà i-îì øàãåñòðîèòñÿ âåðøèíà Bi áàçèñà O;B1; : : : ; Bi, ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ïàðàëëåëå-ïèïåäà P (O;A1; : : : ; Ai). Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿäëÿ ðåø¼òêè â ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà òî÷êè O;A1; : : : ; Ai.Áàçà èíäóêöèè. Äëÿ i = 1 â êà÷åñòâå B1 âûáèðàåì áëèæàéøóþ ê O è îòëè÷-íóþ îò íå¼ öåëóþ òî÷êó îòðåçêà OA1.Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, âåðøèíû O;B1; : : : ; Bi�1 (i � n), óäîâëå-òâîðÿþùèå óñëîâèÿì èíäóêöèè, ïîñòðîåíû. Ïîñòðîèì òåïåðü öåëóþ òî÷êóBi. Ïóñòü öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ai äî ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íàòî÷êè O;A1; : : : ; Ai�1 ðàâíî di�1. �àññìîòðèì ïëîñêîñòü, íàòÿíóòóþ íà òî÷êèO;A1; : : : ; Ai, à â íåé ãèïåðïëîñêîñòü (îáîçíà÷èì ÷åðåç �i), ïàðàëëåëüíóþ ïëîñ-êîñòè, íàòÿíóòîé íà òî÷êè O;A1; : : : ; Ai�1, ïðè÷¼ì öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèåìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè ðàâíî åäèíèöå. Ïëîñêîñòü �i � öåëàÿ. Ñëåäîâàòåëü-íî, ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè �i ñ ïàðàëëåëåïèïåäîì P (A1; : : : ; Ai) ñîñòîèò êàê ìè-íèìóì èç îäíîé öåëîé òî÷êè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî îäíó èç òàêèõ öåëûõ òî÷åêè îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç Bi.Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòè, êîòîðûå íàòÿíóòû íà òî÷êè O;A1; : : : ; Ai�1 è íà òî÷-êè O;B1; : : : ; Bi�1, ñîâïàäàþò, âñå öåëûå òî÷êè ïàðàëëåëåïèïåäà P (B1; : : : ; Bi)ðàñïîëîæåíû íà öåëî÷èñëåííîì ðàññòîÿíèè 0 èëè 1 îò ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîéíà òî÷êè O;B1; : : : ; Bi�1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè òî÷êè O;B1; : : : ; Bi�1ïîðîæäàþò öåëî÷èñëåííóþ ïîäðåø¼òêó ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâà-òåëüíî, ïàðàëëåëåïèïåä P (O;B1; : : : ; Bi�1) � ïóñòîé. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óòâåð-æäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä P (O;B1; : : : ; Bi) � òàêæå ïóñòîé. Òàêèìîáðàçîì, òî÷êè O;B1; : : : ; Bi ïîðîæäàþò öåëî÷èñëåííóþ ïîäðåø¼òêó ñîîòâåò-ñòâóþùåé ïëîñêîñòè.Èòàê, ïî èíäóêöèè ñòðîèòñÿ áàçèñ, óäîâëåòâîðÿþùèé âñåì óñëîâèÿì óòâåð-æäåíèÿ.
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13.2 Øàã 1. Âû÷èñëåíèå áàçèñà àääèòèâíîé ãðóïïû êîëü-öà �(A).Ïðèñòóïàåì ê îïèñàíèþ ïåðâîãî øàãà íîâîãî àëãîðèòìà.Íà ýòîì øàãå êîëüöî �(A) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àääèòèâíàÿ ãðóïïà. Àëãî-ðèòì íà÷èíàåò ðàáîòó ñ âû÷èñëåíèÿ áàçèñà ãðóïïû �(A). Îòîæäåñòâèì ïðî-ñòðàíñòâî Mat((n + 1) � (n + 1);R) ñ ïðîñòðàíñòâîì R(n+1)2 è ðàññìîòðèìñòàíäàðòíóþ åâêëèäîâó ìåòðèêó íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Êàæäûé öåëî÷èñëåí-íûé îïåðàòîð òåïåðü ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé öåëîé òî÷êå, à ðàññòîÿíèå ìåæäóäâóìÿ îïåðàòîðàìè ïîëàãàåì ðàâíûì åâêëèäîâó ðàññòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõòî÷åê â ïðîñòðàíñòâå R(n+1)2 . Â êà÷åñòâå íîðìû îïåðàòîðà A ïîëàãàåì ñóììóìîäóëåé êîý��èöèåíòîâ îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåì ÷åðåç jjAjj.Â óòâåðæäåíèè 13.3 íèæå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî �(A) ÿâëÿåòñÿ àä-äèòèâíîé ãðóïïîé, èçîìîð�íîé Zn+1. Èç ñëåäñòâèÿ 13.4, ïðèâåä¼ííîãî íèæå,âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ ãðóïïû �(A), ñîäåðæàùèéñÿ â ïàðàëëåëåïèïå-äå P (0; E; A;A2; : : : ; An), è, òàêèì îáðàçîì, ïî óòâåðæäåíèþ 13.5 íèæå, íîðìûâñåõ îïåðàòîðîâ ýòîãî áàçèñà îãðàíè÷åíû ñâåðõó ÷èñëîìN 0 = nXi=0 jjAijj:Çàìå÷àíèå 13.2. Èñïîëüçóÿ LLL-àëãîðèòì, îïèñàííûé A. Ê .Ëåíñòðà, �. Â. Ëåí-ñòðà è Æ. è Ë. Ëîâàø â [37℄, ñòðîèòñÿ íåêîòîðûé ïðèâåä¼ííûé áàçèñ Bi äëÿïîäðåø¼òêè, ïîðîæä¼ííîé ñòåïåíÿìè îïåðàòîðà A. Äëÿ ýòîãî áàçèñà ÷èñëî N 0óìåíüøàåòñÿ äî íåêîòîðîãî äðóãîãî ÷èñëà N . Èñïîëüçîâàíèå LLL-àëãîðèòìàíåîáÿçàòåëüíî, ìîæíî ïðîñòî ïîëîæèòü N = N 0.Ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ îïåðàòîðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå,ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîäìíîæåñòâîì ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà:Mat((n + 1)� (n+ 1);Z)\ BN(O);ãäå ÷åðåç BN(O) îáîçíà÷åíà N -îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò (ò.å. øàð ðàäè-óñà N ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò). Ýòî ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèò íå áîëåå106



�(2N +1)n+1+1� ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå öåëûå òî÷-êè ïàðàëëåëåïèïåäà P (0; E; A;A2; : : : ; An), ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê ïàðàëëåëå-ïèïåäà âû÷èñëÿåòñÿ çà êîíå÷íîå, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî N , êîëè÷åñòâîøàãîâ: íåîáõîäèìî âûáðàòü âñå òî÷êè ïàðàëëåëåïèïåäà èç îïèñàííîãî âûøåìíîæåñòâà. Èòàê, ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ îïåðàòîðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ âïàðàëëåëåïèïåäå, ïîñòðîåíî. Òåïåðü áàçèñ ãðóïïû �(A) ñòðîèòñÿ ïî àëãîðèòìó,îïèñàííîìó â óòâåðæäåíèè 13.1.Ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ, óïîìÿíóòûå âûøå.Óòâåðæäåíèå 13.3. Îïåðàòîðû ìíîæåñòâà �(A) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëî÷èñ-ëåííîãî íåïðèâîäèìîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà A îáðàçóþò àääèòèâíóþãðóïïó, èçîìîð�íóþ Zn+1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A âå-ùåñòâåííû è ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííûé áàçèñ ïðî-ñòðàíñòâà, â êîòîðîì îïåðàòîð A äèàãîíàëåí. Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå çíà-÷åíèÿ îïåðàòîðà A ðàçëè÷íû, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå: âåùåñòâåííûé îïåðàòîðB êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð B ÿâëÿ-åòñÿ äèàãîíàëüíûì â ýòîì áàçèñå. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ îáðàçóþò(n+1)-ìåðíóþ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâåâñåõ îïåðàòîðîâ, èçîìîð�íîì R(n+1)2 .Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïëîñêîñòü � öåëàÿ. �àññìîòðèì ñëåäóþùèå ýëåìåíòûE;A;A2; : : : ; An�1 è An. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîíåçàâèñèìûìè íàä ïîëåì Q . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëè-íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ìàòðèö ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ A.Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèì. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê,öåëî÷èñëåííàÿ ïîäðåø¼òêà, ïîðîæä¼ííàÿ ñòåïåíÿìè A, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé(n + 1)-ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé ðàíãà n + 1. Âñå ïîäãðóïïû ãðóïïûZ(n+1)2 ðàíãà n+ 1 èçîìîð�íû Zn+1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ñëåäñòâèå 13.4. Ñóùåñòâóåò áàçèñ ãðóïïû �(A), âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ñî-äåðæàòñÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå P (0; E; A;A2; : : : ; An).Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê òîëüêî ÷òî áûëî ïîêàçàíî, ýëåìåíòû E;A;A2; : : : ; Anëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì Q . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ýëåìåíòû ïîðîæäà-þò ïîäðåø¼òêó ïîëíîãî ðàíãà äëÿ ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà ñëåäóþùèå òî÷êèO;E;A;A2; : : : ; An. Ïðèìåíèì òåïåðü óòâåðæäåíèå 13.1 ê ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîéíà òî÷êè O;E;A;A2; : : : ; An. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ çàâåðøåíî.Óòâåðæäåíèå 13.5. �àññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä P (0; E; A;A2; : : : ; An). Íîðìûâñåõ îïåðàòîðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäà, îãðàíè÷åíû ñâåðõó÷èñëîì nXi=0 jjAijj:Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðÿìîëèíåéíî. ÏóñòüX = n�1Xi=0 �iAiÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé òî÷êîé ïàðàëëåëåïèïåäà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 0 � i � nïîëó÷àåì 0 � �i � 1. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, à òàêæå èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêàñëåäóåò, ÷òî: jjXjj = jj nXi=0 �iAijj � nXi=0 jj�iAijj � nXi=0 jjAijj:
Àëãîðèòì ïåðâîãî øàãà ñêîðåå âñåãî íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Â ñâÿçè ñýòèì èíòåðåñíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:Ïðîáëåìà 14. Íàéòè ý��åêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼ò-êè äëÿ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Rm , çàäàííîãî ñèñòåìîé ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé, åñëè èçâåñòåí êàêîé-íèáóäü áàçèñ A1; : : : ; Ak äëÿ íåêîòîðîéïîäðåø¼òêè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàíãà. (Îòìåòèì, ÷òîî �àêòîðãðóïïå ðåø¼òêè, ïîðîæä¼ííîé A1; : : : ; Ak, â ðåø¼òêå ïîäïðîñòðàíñòâàäîïîëíèòåëüíî íè÷åãî íåèçâåñòíî.) 108



13.3 Øàã 2. Âû÷èñëèòü áàçèñ ãðóïïû �(A).Ñ àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âòîðîé øàã íàèáîëåå ñëîæåí. Çäåñü îïèñàíïðîñòåéøèé êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì è ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ññûëêè.Ïóñòü �(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A, à � � îäèí èçêîðíåé ìíîãî÷ëåíà �(x). �àññìîòðèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå:h : �(A)! Q [�℄:Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà B 2 �(A) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå B =pB(A), ãäå pB � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøåé n + 1 (ïîñêîëüêó îïåðàòîðûE;A; : : : An ëèíåéíî -íåçàâèñèìû). Ïîëîæèìh(B) = pB(�):Îòìåòèì, ÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ìåæäó êîëüöîì�(A) è åãî îáðàçîì h(�(A)). Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå â îáðàçå èíäóöèðîâàíîñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì â ïîëå Q [�℄ (ñì. [35℄). Áîëåå òîãî, êîëüöî h(�(A)) ÿâ-ëÿåòñÿ ïîðÿäêîì â ïîëå Q [�℄. Ïî òåîðåìå Äèðèõëå îá åäèíèöàõ ñëåäóåò, ÷òîñóùåñòâóåò áàçèñ åäèíèö ïîðÿäêà è òàêîå ÷èñëî �, ÷òî íîðìû âñåõ åãî ýëåìåí-òîâ îãðàíè÷åíû ñâåðõó �. Ìåòîä íàõîæäåíèÿ ÷èñëà � ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûìè çäåñü îïóñêàåòñÿ. (Î íàõîæäåíèè ÷èñëà � è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ñì. âêíèãå [12℄.) Çàìåòèì, ÷òî öåëûé (n + 1)-ìåðíûé îáú¼ì ñèìïëåêñà, íàòÿíóòîãîíà áàçèñíûå îïåðàòîðû, ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Òåïåðü,ñëåäóÿ êíèãå [12℄, áàçèñ ïîðÿäêà ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ïåðåáîðà âñåõ êîìáè-íàöèé âåêòîðîâ ìíîæåñòâà h(�(A)) âíóòðè øàðà B�(O), ãäå B�(O) ÿâëÿåòñÿ�-îêðåñòíîñòüþ íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðîîáðàç (ò.å. h�1) ýòîãî áàçèñà äîñòàâëÿåòáàçèñ ãðóïïû îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà �(A), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïîäãðóïïû�(A).Çàìå÷àíèå 13.6. Êîíñòàíòà � ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêà (îíà ýêâèâàëåíòíà ýêñïîíåí-òå îò íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà îò êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû A). Ý��åêòèâíûéàëãîðèòì äëÿ ýòîãî øàãà îïèñàí �. Êîõåíîì â êíèãå [22℄. Àëãîðèòì Êîõåíàèùåò áàçèñ åäèíèö çà ïîëèíîìèàëüíîå (îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöûîïåðàòîðà A) âðåìÿ. 109



Çàìå÷àíèå 13.7. Îòìåòèì, ÷òî èñêàòü îáðàçóþùèå ãðóïïû �(A) íå îáÿçàòåëüíî.Íàø àëãîðèòì ðàáîòàåò óæå ñ n + 1 ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè îïåðàòîðàìè èçãðóïïû �(A) (ñì. áîëåå ïîäðîáíî â çàìå÷àíèè 14.5 íèæå).14 Î �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòÿõ è àïïðîêñèìà-öèÿõ ïàðóñîâ.Íàïîìíèì, ÷òî, áàçèñ ãðóïïû �(A) ïîñòðîåí â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïðèñòóïà-åì ê îñíîâíûì øàãàì àëãîðèòìà. Â ýòîì ðàçäåëå ïîñòðîèì íåêîòîðóþ âåðøèíóïàðóñà è ïîêàæåì, êàê ñëåäóåò âûäâèãàòü ãèïîòåçû î �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòèïàðóñà.14.1 Øàã 3. Íàõîæäåíèå íåêîòîðîé âåðøèíû ïàðóñà.Íàéä¼ì ñíà÷àëà íåêîòîðóþ öåëóþ òî÷êó îðòàíòà, ñîäåðæàùåãî ïàðóñ. �àññìîò-ðèì ïðîèçâîëüíûé îðòàíò. Ñäâèíåì ïàðàëëåëüíî ñòàíäàðòíûé åäèíè÷íûé ïà-ðàëëåëåïèïåä òàê, ÷òîáû îí öåëèêîì íàõîäèëñÿ âíóòðè îðòàíòà. Íåêîòîðàÿ öå-ëàÿ òî÷êà ëåæèò âíóòðè ñäâèíóòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êèñîâïàäàþò ñ öåëûìè ÷àñòÿìè êîîðäèíàò îäíîé èç 2n âåðøèí ïàðàëëåëåïèïåäà.Èòàê, ïîñòðîåíà íåêîòîðàÿ öåëàÿ òî÷êà P îðòàíòà, íàéä¼ì îäíó èç âåðøèíïàðóñà ðàññìàòðèâàåìîãî îðòàíòà. �àññìîòðèì òàêóþ öåëóþ ïëîñêîñòü �, ïðî-õîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå îðòàíòà ñ ýòîé ïëîñêîñòüþñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè � èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öå-ëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ýòîé ïëîñêîñòè ðàâíî d. Ïåðåáåð¼ì âñåñèìïëåêñû, ïîëó÷åííûå â êà÷åñòâå ïåðåñå÷åíèÿ íàøåãî îðòàíòà ñ ïàðàëëåëüíû-ìè ïëîñêîñòè � ïëîñêîñòÿìè ñ öåëî÷èñëåííûìè ðàññòîÿíèÿìè îò íà÷àëà êîîð-äèíàò äî ýòèõ ïëîñêîñòåé, ðàâíûìè 1; : : : ; d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëî÷èñëåííîåðàññòîÿíèå äî ïëîñêîñòè ïåðâîãî òàêîãî ñèìïëåêñà, ñîäåðæàùåãî öåëûå òî÷êèðàâíî d0 � d. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âñåõ öåëûõ òî÷åê ýòîãî ñèìïëåêñà ñîâïàäàåò ñîäíîé èç ãðàíåé ïàðóñà. Âñå âåðøèíû ýòîé ãðàíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðóñà.110



Âûáåðåì îäíó èç íèõ.14.2 Øàã 4. Âûäâèæåíèå ãèïîòåçû î �óíäàìåíòàëüíîéîáëàñòè ïàðóñà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðîåíà íåêîòîðàÿ âåðøèíà V ïàðóñà â îðòàíòå è áàçèñA1; : : : ; An ãðóïïû �(A). Òåïåðü íåîáõîäèìî âûäâèíóòü ãèïîòåçó î �óíäàìåí-òàëüíîé îáëàñòè ïàðóñà. Îïèøåì ïëàí òîãî, êàê íóæíî âûäâèãàòü ãèïîòåçû.Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëÿåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê, êîòîðîå ñîäåðæèòâñå âåðøèíû êàêîé-íèáóäü �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ïàðóñà. Âî-âòîðûõ, óêà-çûâàåì, êàê âûáðàòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñïåöèàëüíûõ ìíîãîãðàí-íûõ àïïðîêñèìàöèé ïàðóñà. Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ èçîáðàæåíèÿ àïïðîêñèìàöèé,�îðìóëèðóåì ãèïîòåçó î �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ïàðóñà.Óòâåðæäåíèå 14.1. Ïóñòü V � âåðøèíà ïàðóñà n-ìåðíîé öåïíîé äðîáè (n+1)-àëãåáðàè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíäàìåíòàëü-íàÿ îáëàñòü ïàðóñà, ÷òî âñå å¼ âåðøèíû ñîäåðæàòñÿ â âûïóêëîé îáîëî÷êå(îáîçíà÷èì ÷åðåç H) íà÷àëà êîîðäèíàò è 2n ðàçëè÷íûõ òî÷åê âèäàV�1;:::;�n =  nYi=1 A�ii ! (V );ãäå �i 2 f0; 1g äëÿ 1 � i � n.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ìíîãîãðàííûé êîíóñ C ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êî-îðäèíàò è îñíîâàíèåì â âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå ñ âåðøèíàìè V�1;:::;�n. Âîçüì¼ìîáúåäèíåíèå âñåõ îáðàçîâ ýòîãî ìíîãîãðàííîãî êîíóñà ïîä äåéñòâèåì îïåðàòî-ðîâ Am1;:::;mn = nYi=1 Amii ;ãäå mi 2 Z ïðè 1 � i � n. Ñ î÷åâèäíîñòüþ, ýòî îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñî âñåìîòêðûòûì îðòàíòîì, äîïîëíåííûì íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþ-áîé âåðøèíû ïàðóñà ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ âåðøèíà â êîíóñå C è òàêîé îïå-ðàòîð Am1;:::;mn äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë mi, ÷òî èñõîäíàÿ âåðøèíà ïàðóñà111



ïîëó÷àåòñÿ èç âåðøèíû ïàðóñà â êîíóñå C ïðè ïîìîùè ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðàAm1;:::;mn. Áîëåå òîãî, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âñåõ öåëûõ òî÷åê çàäàííîãî îðòàíòàñîäåðæèò âûïóêëóþ îáîëî÷êó âåðøèí âèäà Am1;:::;mn(V ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðóñ(ò.å. ãðàíèöà âûïóêëîé îáîëî÷êè öåëûõ òî÷åê îðòàíòà) ñîäåðæèòñÿ â çàìûêà-íèè äîïîëíåíèÿ äî îðòàíòà âûïóêëîé îáîëî÷êè âñåõ òî÷åê âèäà Am1;:::;mn(V ).Ýòî äîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ, ïîëó-÷åííûõ èç ìíîãîãðàííèêàH ïðè ïîìîùè äåéñòâèÿ âñåõ îïåðàòîðîâ Am1;:::;mn äëÿíåêîòîðûõ öåëûõ mi, 1 � i � n. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ çàâåðøåíî.Êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå âû÷èñëåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè öåëûõ òî÷åê çäåñüîïóñêàåòñÿ. Îáîçíà÷èì âñå âåðøèíû âûïóêëîé îáîëî÷êè öåëûõ òî÷åê, ñîäåðæà-ùèõñÿ â ìíîãîãðàííèêå H, ÷åðåç Vr, ãäå 0 < r � N .Îïðåäåëåíèå 14.2. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà òî÷åêfAm1;:::;mn(Vr)j 1 � mi � m; 8i : 0 � i � ngíàçûâàåòñÿ n-îé ñïåöèàëüíîé ìíîãîãðàííîé àïïðîêñèìàöèåé ïàðóñà.Îïðåäåë¼ííîå âûøå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ïðèìåðíî è íå áîëåå ÷åì mnN öå-ëûõ òî÷åê. (Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîå êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê íåèçâåñòíî, ïîñêîëü-êó îáðàçû òî÷åê ãðàíèöû H ñ÷èòàþòñÿ íåñêîëüêî ðàç.) ×èñëî N �èêñèðîâàíîäëÿ çàäàííûõ îáðàçóþùèõ A1; : : : ; An, à ïàðàìåòð m èçìåíÿåòñÿ. Æåëàòåëüíîâûäâèíóòü ãèïîòåçó ïî âîçìîæíîñòè ñ ìåíüøèì m. Ýòî ñîêðàòèò âû÷èñëåíèåâûïóêëîé îáîëî÷êè.Çàìå÷àíèå 14.3. Äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â ñëåäóþùåé ãëàâå (è äëÿïðèìåðà ïîñëåäíåãî ðàçäåëà), ÷òîáû âûäâèíóòü âåðíóþ ãèïîòåçó, äîñòàòî÷íîáûëî âçÿòü m = 2.Çàìå÷àíèå 14.4. Îòìåòèì, ÷òî N � �óíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå âñåõîáðàçóþùèõ ãðóïïû �(A), ýòà �óíêöèÿ íå çàâèñèò îò m. Ñëåäîâàòåëüíî, "êà-÷åñòâî"àïïðîêñèìàöèè çàâèñèò òàêæå îò âûáîðà áàçèñà.
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Çàìå÷àíèå 14.5. Îáñóäèì â äâóõ ñëîâàõ ñëó÷àé çàìå÷àíèÿ 13.7. Ïðåäïîëîæèì,÷òî èçâåñòíû îïåðàòîðû A1; : : : ; An, ïîðîæäàþùèå òîëüêî íåêîòîðóþ ïîäãðóï-ïó ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû �(A). Ïóñòü èíäåêñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãðóï-ïû ðàâåí k. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ëèøü äâå äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè. Âî-ïåðâûõ, ÷èñëî N áóäåò ïðèìåðíî â k ðàç áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.Âî-âòîðûõ, íóæíî òàêæå âûäâèãàòü ãèïîòåçó îá îáðàçóþùèõ ãðóïïû �(A).15 Ïðîâåðêà âûäâèíóòûõ ãèïîòåç â äâóìåðíîìñëó÷àå.Èòàê, îñòà¼òñÿ ëèøü ïðîâåðèòü âûäâèíóòóþ íà øàãå 4 ãèïîòåçó. Ïîêàæåì ñíà-÷àëà, êàê ïðîâåðÿòü ãèïîòåçû äëÿ äâóìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõ äðîáåé,îïèðàÿñü íà òåîðåìó î êëàññè�èêàöèè èç ïðîøëîé ãëàâû. Ïðîâåðêà ñîñòîèòèç ñåìè ýòàïîâ. Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòèõ ýòàïîâ ïðîâåðêè äîñòà-òî÷íî. Ñëîæíîñòü ïðåäëàãàåìîé ïðîâåðêè åñòü ìíîãî÷ëåí îò êîëè÷åñòâà âñåõãðàíåé.15.1 Êðàòêîå îïèñàíèå ýòàïîâ ïðîâåðêè è �îðìóëèðîâêàîñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà.Ïðåäïîëîæèì, èìååòñÿ ãèïîòåçà î íåêîòîðîé �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè D äëÿíåêîòîðîãî ïàðóñà äâóìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé öåïíîé äðîáè, ïîñòðîåííîé ïî îïå-ðàòîðó A, à òàêæå î íåêîòîðîì áàçèñå B1; B2 ãðóïïû �(A). Ïóñòü p2 � êîëè-÷åñòâî âñåõ äâóìåðíûõ ãðàíåé �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè D, à Fi (i = 1; : : : ; p2)� âñå äâóìåðíûå ãðàíè � ìíîãîóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ èçâåñòíû âñå âåðøèíûè ñòîðîíû. Ïóñòü (p0) p1 � êîëè÷åñòâî âñåõ (íóëüìåðíûõ) îäíîìåðíûõ ãðàíåé.Íàïîìíèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü è áàçèñ ãèïîòåòè÷åñêèîáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:i)çàìûêàíèå �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ãîìåîìîð�íî äâóìåðíîìó äèñêó;ii) îïåðàòîðû B1 è B2 îïðåäåëÿþò ñêëåéêó ýòîãî äèñêà â äâóìåðíûé òîð (ïðè÷¼ì113



ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D â ñêëååííûé òîð âçàèìíî-îäíîçíà÷íî).Ïðîâåðêà ãèïîòåçû. Ïðîâåðêà ïðîõîäèò â ñåìü ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:1. ïðîâåðêà óñëîâèÿ i);2. ïðîâåðêà óñëîâèÿ ii);3. ïîèñê öåëî÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèé îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî äâóìåðíûõ ïëîñ-êîñòåé äâóìåðíûõ ãðàíåé ïðîâåðêà èõ ïîëîæèòåëüíîñòè;4. ïðîâåðêà íà íàëè÷èå öåëûõ òî÷åê âíóòðè îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñ âåðøèíàìèâ íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ îñíîâàíèÿìè â äâóìåðíûõ ãðàíÿõ Fi;5. ïðîâåðêà âûïóêëîñòè ïðè äâóãðàííûõ óãëàõ (äëÿ âñåõ ð¼áåð �óíäàìåíòàëü-íîé îáëàñòè);6. ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè çâ¼çä ïðè âåðøèíàõ;7. Ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè âñåõ íóëüìåðíûõ ãðàíåé íàáîðà D îäíîìó îðòàí-òó.Òåîðåìà 15.1. Äëÿ ïðåäëàãàåìîé ïðîâåðêè ïðåäïîëàãàåìîé �óíäàìåíòàëüíîéîáëàñòè íåîáõîäèìî íå áîëåå C(p0 + p1 + p2)4äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Çàìå÷àíèå 15.2. Ïîä êîëè÷åñòâîì óìíîæåíèé çäåñü ïîíèìàåòñÿ ñóììà êîëè÷å-ñòâà óìíîæåíèé è êîëè÷åñòâà äåëåíèé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîé ðàáîòå ìûíå ó÷èòûâàåì ñëîæíîñòü ïåðåìíîæåíèÿ (ñëîæåíèÿ) äâóõ ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñåë.Ìû ïîëàãàåì, ÷òî îíî ïðîèñõîäèò çà îäíó îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ (ñëîæåíèÿ).Òåîðåìà 15.3. Ïóñòü íàáîð ãðàíåé D óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) óñëîâèå i);2) óñëîâèå ii);3) âñå öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî äâóìåðíûõ ïëîñêî-ñòåé äâóìåðíûõ ãðàíåé ïîëîæèòåëüíû;4) âñå îòìå÷åííûå ïèðàìèäû ñ âåðøèíàìè â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ îñíîâàíèÿ-ìè â äâóìåðíûõ ãðàíÿõ Fi ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ïóñòûìè;114



5) âñå äâóãðàííûå óãëû âûïóêëû;6) çâ¼çäû ïðè âñåõ âåðøèíàõ ïðàâèëüíû;7) âñå íóëüìåðíûå ãðàíè íàáîðà D èç îäíîãî îðòàíòà.Òîãäà D ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ íåêîòîðîãî ïàðóñà öåïíîé äðî-áè, ïîñòðîåííîé ïî îïåðàòîðó A.Íà÷í¼ì ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15.1. Äîêàæåì, ÷òî êàæäûé èç ñåìè ýòàïîâðåàëèçóåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.15.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.1: ïðîâåðêà óñëîâèÿ i).Çäåñü íóæíî, âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèòü, ÷òî çàìûêàíèÿ ëþáûõ äâóõ äâóìåðíûõ ãðà-íåé ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî ïî âåðøèíå, ëèáî ïî ðåáðó, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ (òåìñàìûì çàìûêàíèÿ îäíîìåðíûõ ãðàíåé íà ãðàíèöàõ äâóìåðíûõ ãðàíåé ïåðåñå-êàþòñÿ ëèáî ïî âåðøèíå, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ). Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþëèíåéíûõ ñèñòåì äâóõ óðàâíåíèé ïëîñêîñòåé ãðàíåé è íåðàâåíñòâ ãðàíèö ãðàíåéâ êîëè÷åñòâå ìåíüøåì 2p1 øòóê (ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè). Êîëè÷åñòâî òàêèõ ñè-ñòåì ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ïàð ðàçëè÷íûõ ãðàíåé è ðàâíî p2(p2�1)2 . Ïîñêîëüêóâ êàæäîé ñèñòåìå ïî äâà óðàâíåíèÿ, à âñåãî íåèçâåñòíûõ òðè, êàæäàÿ ñèñòåìàçà íå áîëåå ÷åì ëèíåéíîå îò 2p1 âðåìÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâîò îäíîé ïåðåìåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâåðêà âñåõ ñèñòåì ïðîõîäèò íå áîëåå÷åì çà C1;1p1p22 äåéñòâèé, ãäå C1;1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òîáû ð¼áðà (îäíîìåðíûå ãðàíè) ïðè-ìûêàëè ëèáî ê îäíîé, ëèáî ê äâóì (äâóìåðíûì) ãðàíÿì. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ çàp1p2 îäèíî÷íûõ ïðîâåðîê ïðèìûêàíèÿ. Êàæäàÿ ïðîâåðêà ïðîõîäèò íå áîëåå÷åì çà ëèíåéíîå îò p1 âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâåðêà ïðîõîäèò íå áîëåå ÷åìçà C1;2p21p2 äåéñòâèé, ãäå C1;2 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Â-òðåòüèõ, ïðîâåðèì, ÷òî âñå îäíîìåðíûå ãðàíè çàìûêàíèÿ D, ïðèìûêàþ-ùèå ëèøü ê îäíîé äâóìåðíîé ãðàíè, îáðàçóþò îäíó êóñî÷íî-ëèíåéíóþ íåñà-ìîïåðåñåêàþùóþñÿ ïåòëþ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû â êàæäîé îäíîìåðíîéâåðøèíå ñõîäèëîñü íå áîëåå äâóõ òàêèõ ð¼áåð, à òàêæå, ÷òî îáúåäèíåíèå òàêèõ115



ð¼áåð áûëî ñâÿçíî; ïðîâåðÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì çà p21 îäèíî÷íûõ ïðîâåðîê ïðèìû-êàíèÿ. Êàæäàÿ òàêàÿ ïðîâåðêà ïðîõîäèò çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, íå çàâèñÿùååîò pi. Èòîãî, C1;3p21 äåéñòâèé, ãäå C1;3 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îòpi. Â-÷åòâ¼ðòûõ, ïðîâåðèì, ÷òî îáúåäèíåíèå çàìûêàíèÿ ãðàíåé D ñâÿçíî. Íàé-ä¼ì ÿâíî îäíó èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äâóìåðíóþãðàíü è âñå ð¼áðà ãðàíèöû ñ âåðøèíàìè. �àññìîòðèì âñå ãðàíè, ïðèìûêàþùèåê ýòèì ð¼áðàì (êðîìå ðàññìîòðåííûõ ðàíåå è èõ îáùóþ ãðàíèöó). Ïðîäîëæèìïîñòðîåíèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïî èíäóêöèè. Ïóñòü ìû ñäåëàëè l øàãîâ èí-äóêöèè è ïîñòðîèëè íåêîòîðóþ ÷àñòü êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñ ð¼áðàìè ãðàíè-öû. Äîáàâèì âñå ãðàíè, ïðèìûêàþùèå ê ýòèì ð¼áðàì (êðîìå ðàññìîòðåííûõðàíåå è èõ îáùóþ ãðàíèöó). Ïðè òàêîé îïåðàöèè ìû ðàññìàòðèâàëè êàæäîå ðå-áðî íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ñäåëàëè íå áîëåå C1;4p1 îäèíî÷íûõïðîâåðîê ïðèìûêàíèÿ. Èòàê, îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîñòðîåíà. Åñëè âñåãðàíè âñåõ ðàçìåðíîñòåé çàìûêàíèÿ îáëàñòè D âîøëè â ýòó êîìïîíåíòó, òî îíàîäíà, åñëè íåò, òî åñòü åù¼ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó çàìûêàíèÿ D èìååòñÿ âñåãî îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíî-ñòè, ãðàíèöà êîòîðîé ãîìåîìîð�íà îêðóæíîñòè. Ïîñ÷èòàåì ýéëåðîâó õàðàêòå-ðèñòèêó çàìûêàíèÿ ãðàíåé D. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà çàìûêàíèÿ ãðàíåé Dâ ýòîì ñëó÷àå ðàâíà åäèíèöå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìûêàíèå ãðàíåéD ãîìåîìîð�íî äâóìåðíîìó äèñêó. ×òîáû ïîñ÷èòàòü ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêóíåîáõîäèìî íå áîëåå 4p0 + 2p1 + p2 äåéñòâèé ñëîæåíèÿ.Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 15.4. Ñëîæíîñòü ïðîâåðêè íà ïåðâîì ýòàïå íå ïðåâîñõîäèòC1(p1 + p2)p1p2äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, ãäå C1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,íå çàâèñÿùàÿ îò pi.
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15.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.1: ïðîâåðêà óñëîâèÿ ii).Çäåñü íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ñêëåéêå äèñêà, îïðåäåëÿåìîé äåéñòâèåìîïåðàòîðîâ B1 è B2, ïîëó÷èëàñü òîïîëîãè÷åñêàÿ òðèàíãóëèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü,ãîìåîìîð�íàÿ òîðó.Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî ïîñëå ñêëåéêè ïîëó÷èëàñü òðèàíãóëèðóåìàÿ ïîâåðõ-íîñòü. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî íå âîçíèêëî íèêàêèõ îñîáåííîñòåéïðè ñêëåéêå ãðàíåé âñåõ ðàçìåðíîñòåé.Ïðîâåðèì, ÷òî íåò îñîáåííîñòåé âíóòðè äèñêà, òî åñòü îòêðûòûå ãðàíè, íåëåæàùèå íà ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè, è èõ îáðàçû íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äëÿ ýòîãîíåîáõîäèìî ðåøèòü ïðèìåðíî 2(p0 + p1 + p2)2 ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èíåðàâåíñòâ. Êàæäàÿ ñèñòåìà çà íå áîëåå ÷åì ëèíåéíîå îò p0, p1, p2 êîëè÷åñòâîäåéñòâèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ñëå-äîâàòåëüíî, ïðîâåðêà âñåõ ñèñòåì ïðîõîäèò íå áîëåå ÷åì çà C2;1(p0 + p1 + p2)3äåéñòâèé, ãäå C2;1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Ïðîâåðèì, ÷òî íåò îñîáåííîñòåé íà îáúåäèíåíèè âñåõ îäíîìåðíûõ ãðàíåéãðàíèöû äèñêà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ãðàíè÷íîéîäíîìåðíîé ãðàíè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà äðóãàÿ ãðàíè÷íàÿ îäíîìåðíàÿ ãðàíü,êîòîðàÿ ñêëåèâàåòñÿ ñ äàííîé. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì p21 ïðîâåðîê ïðè-ìûêàíèÿ, äëÿ ëþáîé ïðîâåðêè íåîáõîäèìî íå áîëåå ÷åì C2;2 äåéñòâèé, ãäå C2;2� íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî íóæíî C2;2p21äåéñòâèé.Ïðîâåðèì, ÷òî íåò îñîáåííîñòåé íà îáúåäèíåíèè âñåõ âåðøèí ãðàíèöû äèñêàïîñëå ñêëåéêè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ ãðàíåé, êêîòîðûì îíà ïðèìûêàåò, ãîìåîìîð�íî äèñêó. Ïîñêîëüêó ãðàíè �óíäàìåíòàëü-íîé îáëàñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ, îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿîäíîìåðíàÿ ãðàíü ïðèìûêàåò ðîâíî ê äâóì äâóìåðíûì, à, êðîìå òîãî, îáúåäèíå-íèå îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ òàêèõ ãðàíåé ãîìåîìîð�íî êîëüöó, òî åñòü êðîìåòîãî ñâÿçíî è îðèåíòèðóåìî. Ïðîâåðêà âñåõ óñëîâèé ïðîõîäèò íå áîëåå ÷åì çànp1p2 ïðîâåðîê ïðèìûêàíèÿ, ãäå n � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëüíî âñåãîäëÿ êàæäîé âåðøèíû íóæíî âûïîëíèòü íå áîëåå ÷åì C2;3p1p22 äåéñòâèé, ãäå C2;3117



� íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ âåðøèííåîáõîäèìî C2;3p0p1p22 äåéñòâèé.È, íàêîíåö, ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷èëñÿ òîð. Âî-ïåðâûõ, íóæíî ïðî-âåðèòü, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè ñêëåéêè ðàâíà íóëþ (ïðîâå-ðÿåòñÿ çà íå áîëåå ÷åì ëèíåéíîå îò pi êîëè÷åñòâî äåéñòâèé). Âî-âòîðûõ, íóæíîïîêàçàòü îðèåíòèðóåìîñòü ïîâåðõíîñòè. Îðèåíòèðóåì ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü;íà ð¼áðàõ âõîäÿùèõ â ãðàíèöó îêðóæíîñòè âîçíèêàåò èíäóöèðîâàííàÿ îðèåí-òàöèÿ. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàíè÷íûå ð¼áðà ñêëåèâàþòñÿ òàê, ÷òî èõ îðèåí-òàöèè íå ñîãëàñîâàíû. Åñëè õîòü îäíà èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îðèåíòàöèé ñîãëàñî-âàíà, èç äèñêà ñêëåèòñÿ áóòûëêà Êëåéíà. Åñëè âñå îðèåíòàöèè íå ñîãëàñîâàíû,òî ñêëåèòñÿ òîð. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íå áîëåå ÷åì ëèíåéíîå îò p1 êîëè÷åñòâîäåéñòâèé. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî íóæíî C2;4(p0 + p1 + p2) äåéñòâèé, ãäå C2;4 �íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Îñòà¼òñÿ òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå îáëàñòè D â ñêëååííûé òîðâçàèìíî-îäíîçíà÷íî. Íà äâóìåðíûõ ãðàíÿõ îíî îäíîçíà÷íî àâòîìàòè÷åñêè. Íàîäíîìåðíûõ è íóëüìåðíûõ ãðàíÿõ íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîîáðàç ñóùåñòâóåò èåäèíñòâåíåí. Âñåãî íóæíî C3;4(p0+p1) äåéñòâèé, ãäå C3;4 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 15.5. Ñëîæíîñòü ïðîâåðêè íà âòîðîì ýòàïå íå ïðåâîñõîäèòC2(p0p21p2 + (p0 + p1 + p2)3)äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, ãäå C2 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,íå çàâèñÿùàÿ îò pi.15.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.1: âû÷èñëåíèå öåëî÷èñ-ëåííûõ ðàññòîÿíèé îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî äâóìåð-íûõ ïëîñêîñòåé äâóìåðíûõ ãðàíåé.Íàéä¼ì öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî äâóìåðíîé ïëîñêî-ñòè íåêîòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà M . Âñå ýòè ðàññòîÿíèÿ äîëæíû áûòü îòëè÷-118



íûìè îò íóëÿ. Ïóñòü V1(x1; y1; z1), V2(x2; y2; z2) è V3(x3; y3; z3) � òðè âåðøèíûýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, òîãäà âåðíî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 15.6. Öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî äâó-ìåðíîé ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêà M âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå���������0BBB� x1 x2 x3y1 y2 y3z1 z2 z3 1CCCA
���������j[V 2� V 1; V 3� V 1℄jZ;ãäå ÷åðåç [V 2� V 1; V 3� V 1℄ îáîçíà÷åíî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâV 2� V 1 è V 3� V 1 â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à ÷åðåç j[V 2� V 1; V 3� V 1℄jZîáîçíà÷åíà öåëî÷èñëåííàÿ äëèíà âåêòîðà [V 2� V 1; V 3� V 1℄ (òî åñòü íàè-áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîîðäèíàò îòðåçêà).Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî â ÷èñëèòåëå âûðàæåíèÿ óòâåðæäå-íèÿ 15.6 ñòîèò åâêëèäîâ îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà P (O;V1V2V3), ãäå O � íà÷àëîêîîðäèíàò. Ïî îïðåäåëåíèþ, öåëî÷èñëåííûé îáú¼ì òåòðàýäðà ñîâïàäàåò 
 åâ-êëèäîâûì îáú¼ìîì ïàðàëëåëåïèïåäà P (O;V1V2V3).Âî-âòîðûõ, âåðíà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà öåëî÷èñëåííîãî îáú¼ìà îòìå÷åííîéïèðàìèäû: öåëî÷èñëåííûé îáú¼ì öåëîé òðåóãîëüíîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ðà-âåí ïðîèçâåäåíèþ öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäè îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû è öåëî÷èñëåí-íîãî ðàññòîÿíèÿ îò å¼ âåðøèíû äî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ. Öåëî÷èñëåííàÿ �îð-ìóëà îáú¼ìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 5.5.Îñòà¼òñÿ ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå j[W 1;W 2℄jZ åñòü öåëî÷èñëåííàÿ ïëî-ùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè O,O+W 1 è O+W 2. Ïóñòü ïîñëåäíèå äâå òî÷êèèìåþò êîîðäèíàòû (a1; b1; 
1) è (a2; b2; 
2). Íàéä¼ì ìèíèìóì �óíêöèè öåëî÷èñ-ëåííûõ îáú¼ìîâ íà ìíîæåñòâå òðåóãîëüíûõ îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñ îñíîâàíèåìâ òî÷êàõ O, O+W 1 è O+W 2 è ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x; y; z), íå ëåæàùåé íà ïëîñ-êîñòè îñíîâàíèÿ. Êàê ïîêàçàíî âûøå, öåëî÷èñëåííûé îáú¼ì òàêîé îòìå÷åííîé119



ïèðàìèäû ðàâåí ���������0BBB� x a1 a2y b1 b2z 
1 
2 1CCCA
��������� :Ìèíèìóì îïðåäåëèòåëÿ òàêîé ìàòðèöû ñ î÷åâèäíîñòüþ ðàâåí íàèáîëüøåìó îá-ùåìó äåëèòåëþ âûðàæåíèé b1
2 � 
1b2, 
1a2 � a1
2 è a1b2 � b1a2, è, òåì ñàìûì,ðàâåí öåëî÷èñëåííîé äëèíå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ W 1 è W 2.Èç �îðìóëû öåëî÷èñëåííîãî îáú¼ìà îòìå÷åííîé ïèðàìèäû ñëåäóåò, ÷òî åñëèîñíîâàíèå íå èçìåíÿåòñÿ, à îáú¼ì ìèíèìàëåí, òî öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îòâåðøèíû äî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ìèíèìàëüíî, òî åñòü ðàâíî åäèíèöå. Òàêèìîáðàçîì, ïî �îðìóëå öåëî÷èñëåííîãî îáú¼ìà ìèíèìóì öåëî÷èñëåííîãî îáú¼ìàðàâåí öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäè îñíîâàíèÿ (òàê êàê öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèåðàâíî åäèíèöå). Ñëåäîâàòåëüíî, öåëî÷èñëåííàÿ ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ñîâïàäàåòñ öåëî÷èñëåííîé äëèíîé âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ W 1 è W 2.Òàêèì îáðàçîì, â �îðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ ñòîèò �îðìóëà öåëî÷èñëåí-íîãî îáú¼ìà òðåóãîëüíîé îòìå÷åííîé ïèðàìèäû. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Çàìå÷àíèå 15.7. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå è äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî îáîáùàþò-ñÿ íà ñëó÷àé îòìå÷åííûõ ïèðàìèä â (n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ n-ìåðíûìñèìïëåêñîì â îñíîâàíèè.Ëåììà 15.8. Ñëîæíîñòü ïðîâåðêè íà òðåòüåì ýòàïå íå ïðåâîñõîäèò C3p2äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, ãäå C3 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî äâó-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé äâóìåðíûõ ãðàíåé èùóòñÿ ïî �îðìóëå óòâåðæäåíèÿ 15.6 çàêîíå÷íîå ÷èñëî äåéñòâèé, íå çàâèñÿùåå îò pi.
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15.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.1: ïðîâåðêà íàëè÷èÿ öå-ëûõ òî÷åê âíóòðè îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñ âåðøèíàìèâ íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ îñíîâàíèÿìè â äâóìåðíûõãðàíÿõ Fi.Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 15.9. �àññìîòðèì äâà öåëî÷èñëåííûõ òðåóãîëüíèêà â òð¼õìåð-íîì ïðîñòðàíñòâå ñ âåðøèíàìè A1(xa1 ; ya1; za1), A2(xa2 ; ya2; za2), A3(xa3 ; ya3; za3)è ñ âåðøèíàìè B1(xb1 ; yb1; zb1), B2(xb2 ; yb2; zb2), B3(xb3 ; yb3; zb3), ïðè÷¼ì ïëîñ-êîñòü ïåðâîãî òðåóãîëüíèêà íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà òðå-óãîëüíèê A1A2A3 öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòåí òðåóãîëüíèêó B1B2B3 (ñó÷¼òîì íóìåðàöèè âåðøèí) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàò-ðèöû BA�1 ïî ìîäóëþ ðàâåí åäèíèöå, à âñå êîý��èöèåíòû ýòîé ìàòðèöû �öåëûå ÷èñëà, ãäåA = 0BBB� xa1 xa2 xa3ya1 ya2 ya3za1 za2 za3
1CCCA ; B = 0BBB� xb1 xb2 xb3yb1 yb2 yb3zb1 zb2 zb3

1CCCA :Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü ïåðâîãî òðåóãîëüíèêà íå ïðîõîäèò ÷å-ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ìàòðèöà A � íåâûðîæäåíà, è óñëîâèå êîððåêòíî.Çàìåòèì, ÷òî BA�1 � åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùååïåðâûé òðåóãîëüíèê âî âòîðîé (ñ ó÷¼òîì íóìåðàöèè âåðøèí). Åñëè îïåðàòîðBA�1 ñîõðàíÿåò ðåø¼òêó, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí åäèíèöå, à âñå êîý��èöèåí-òû öåëûå. Åñëè æå îïåðàòîð BA�1 íå ñîõðàíÿåò ðåø¼òêè, òî òðåóãîëüíèêè íåÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè, ïîñêîëüêó äðóãèõ ëèíåéíûõîïåðàòîðîâ, ïåðåâîäÿùèõ îäèí òðåóãîëüíèê â äðóãîé íåò. Óòâåðæäåíèå äîêàçà-íî.Ëåììà 15.10. Ñëîæíîñòü ïðîâåðêè íà ÷åòâ¼ðòîì ýòàïå íå ïðåâîñõîäèò C4p2äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, ãäå C4 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,íå çàâèñÿùàÿ îò pi. 121



Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ ãðàíü Fi. Âû÷èñëèì öåëî÷èñëåííîåðàññòîÿíèå äî íå¼ ri.Åñëè öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äî ïëîñêîñòè ãðàíè ðàâíî åäèíèöå, òî âñåöåëûå òî÷êè îòìå÷åííîé ïèðàìèäû, îòëè÷íûå îò âåðøèíû (íà÷àëà êîîðäèíàò),ëåæàò íà îñíîâàíèè.Åñëè æå öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äî ïëîñêîñòè ãðàíè Fi áîëüøå åäèíèöû,òî îíî òðåóãîëüíî ïî ñëåäñòâèþ 9.4 î öåëî÷èñëåííî-à��èííîé êëàññè�èêàöèè.Âû÷èñëèì öåëî÷èñëåííûå ñòîðîíû è öåëî÷èñëåííóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà Fi(çà íåñêîëüêî äåéñòâèé). Ïî öåëî÷èñëåííîé ïëîùàäè, öåëî÷èñëåííûì äëèíàìñòîðîí è öåëî÷èñëåííîìó ðàññòîÿíèþ îò ïëîñêîñòè ãðàíè äî íóëÿ ïðåäïîëîæè-òåëüíûé öåëî÷èñëåííûé à��èííûé òèï ãðàíè îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïðèýòîì öåëî÷èñëåííûé ëèíåéíûé òèï îïðåäåë¼í òàêæå îäíîçíà÷íî, êðîìå ñëó÷àÿöåëî÷èñëåííîãî à��èííîãî òèïà òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè (0; 0), (0; 1) è (a; 0).Â ýòîì ñëó÷àå îí îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåìåííîé 0 < � � ri. Ïðîâåðêàöåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàäàííûõ äâóõ òðåóãîëüíûõ ãðàíåé ïîóòâåðæäåíèþ 15.9 ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äåâÿòè öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ íà ïåðåìåííóþ � ëèáî ê ïðîâåðêå öåëî÷èñëåííîñòè äåâÿòè÷èñåë.Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà äëÿ êàæäîé ãðàíè ïðîèñõîäèò çà C4 äåéñòâèé, ãäåC4 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ïðî-âåðêè íà ÷åòâ¼ðòîì ýòàïå íå ïðåâîñõîäèò C4p2 äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿè ñðàâíåíèÿ. Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.15.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.1: ïðîâåðêà âûïóêëîñòèïðè äâóãðàííûõ óãëàõ.Íàçîâ¼ì äâóãðàííûé óãîë ïðàâèëüíî ðàñïîëîæåííûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-îðäèíàò, åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò â ñîîòâåòñòâóþùåì íàêðåñò ëåæàùåìóãëå.Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî ïðàâèëüíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-122



îðäèíàò öåëî÷èñëåííî-à��èííî èíâàðèàíòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ïðî-âåðèòü ýòî ñâîéñòâî òîëüêî äëÿ âñåõ ð¼áåð ðàçáèåíèÿ òîðà (òî åñòü âñåõ ð¼áåð�óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè, âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íûå; äëÿ ãðàíè÷íûõ ð¼áåð áåðóòñÿîáðàçû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíåé ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ B�11 èëè B�12 ). Êàæäàÿïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ðàñïîëîæåíèé íà÷àëà êîîðäèíàò ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþñèñòåìû îáû÷íûõ íåðàâåíñòâ (áåç ïåðåìåííûõ).Ëåììà 15.11. Ñëîæíîñòü ïðîâåðêè íà ïÿòîì ýòàïå íå ïðåâîñõîäèò C5p22 äåé-ñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, ãäå C5 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íåçàâèñÿùàÿ îò pi.15.7 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.1: ïðîâåðêà ïðàâèëüíî-ñòè 2-çâ¼çä ïðè âåðøèíàõ.Íàçîâ¼ì 2-çâåçäîé ïðè íóëüìåðíîé âåðøèíå óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé òî-ðà îáúåäèíåíèå âñåõ ãðàíåé óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé òîðà ðàçìåðíîñòè íåáîëüøå äâóõ, ê êîòîðûì äàííàÿ âåðøèíà ïðèìûêàåò.Ïóñòü íóëüìåðíàÿ ãðàíü v íàêðûâàþùåé îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó x òð¼õìåð-íîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì ãðàíè, ê êîòîðûì îíà ïðèìûêàåò, îòîáðàæàþòñÿâ ïðèìûêàþùèå.Åñëè x 6= (a; 0; 0) äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî a, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç âåêòîðvn âåêòîð (1=n; 0; 0), n 2 N . (Åñëè x = (a; 0; 0), â ýòîì ñëó÷àå áåð¼ì âåêòîð(0; 1=n; 0).) Çâåçäà ïðè íóëüìåðíîé ãðàíè íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ëó÷åé ln ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êóx+ vn, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëî-âèþ: ïðîîáðàç ëó÷à ln ïðè îòîáðàæåíèè çâåçäû íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåéòîðà â òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.Ëåììà 15.12. Ñëîæíîñòü ïðîâåðêè íà øåñòîì ýòàïå íå ïðåâîñõîäèòC6p0p1(p0 + p2)äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, ãäå C6 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,íå çàâèñÿùàÿ îò pi. 123



Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé ãðàíè (ðåáðà) îáðàçà ëþáîé 2-çâåçäû íóæíî ðå-øèòü ñèñòåìó èç íå áîëåå ÷åì p1 (÷åì p0) ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíîïåðåìåííîé " = 1=n. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ïðîâåðêè íå ïðåâîñõîäèòC6p0(p0p1 + p1p2)äåéñòâèé, ãäå C6 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi.15.8 Ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè âñåõ íóëüìåðíûõ ãðàíåéíàáîðà D îäíîìó îðòàíòó; çàâåðøåíèå äîêàçàòåëü-ñòâà òåîðåìû 15.1.Ëåììà 15.13. Ñëîæíîñòü ïðîâåðêè íà ñåäüìîì ýòàïå íå ïðåâîñõîäèò C7p0äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, ãäå C7 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì �àêòîì: Ïóñòü e �íåíóëåâîé âåêòîð, òîãäà îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû e, A(e)è A2(e) ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû e, A(e) è A2(e) îáðàçóþòñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A.�àññìîòðèì äâå íóëüìåðíûå ãðàíè x1 è x2 íàáîðà D. Ïóñòü x(t) = tx1 +(1� t)x. Òî÷êè x1 è x2 íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå îðòàíòå òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà �óíêöèÿ îáú¼ìà f(t) ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû x(t),B1(x(t)) è B21(x(t)) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà îòðåçêå [0; 1℄. Ýòà �óíêöèÿ åñòüîïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè (t), B1(x(t)) è B21(x(t)). Ñëå-äîâàòåëüíî, f(t) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè ñòåïåíè íåâûøå òð¼õ. Òåïåðü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 íàõîäÿòñÿ ÿâíî. Îñòà¼òñÿ èõòîëüêî ñðàâíèòü ñ 0 è 1.Ôèêñèðóåì x1 è èçìåíÿåì x2. Ïðè ýòîì ïðîâåðêà ïðîéä¼ò íå áîëåå ÷åì çàC7p0 äåéñòâèé, ãäå C7 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Çàìå÷àíèå 15.14. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð B1 � ãèïåðáîëè÷åñêèé öåëî÷èñëåí-íûé è íåïðèâîäèìûé, à ìíîãî÷ëåí f(x) � öåëî÷èñëåííûé. Èç ýòîãî âûòåêàåò,124



÷òî f(x) èìååò ðîâíî òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Òåïåðü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèèêîðíåé íà îòðåçêå [0; 1℄ ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðàñïîëîæåíèÿ êðèòè÷åñêèõòî÷åê îòíîñèòåëüíî òî÷åê 0 è 1, à òàêæå ê âû÷èñëåíèþ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéè çíà÷åíèé â òî÷êàõ 0 è 1. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ëèøü îäíî êâàäðàò-íîå óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè (à íå ñàìî óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíèf(x) = 0).Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15.1. Èç ëåìì 15.4�15.13 ñëåäóåò, ÷òîäëÿ âñåõ ñåìè ýòàïîâ íåîáõîäèìî C(p0+p1+p2)4 äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿè ñðàâíåíèÿ, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò pi. Òåîðåìà 15.1äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 15.15. Íà ñàìîì äåëå âåðíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå Äëÿ ïðåäëà-ãàåìîé ïðîâåðêè ïðåäïîëàãàåìîé �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè íåîáõîäèìî íå áî-ëåå C(p0+p1+p2)3 äåéñòâèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ è ~C(p0+p1+p2)4ëîãè÷åñêèõ äåéñòâèé ãäå C è ~C � êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùàÿ îò pi.Îñòà¼òñÿ òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî áîëüøå íè÷åãî ïðîâåðÿòü íå íóæíî.15.9 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.3: ëåììà îá èíúåêòèâíî-ñòè ïðîåêöèè íà ãðàíÿõ.Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 15.3 äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ ëåìì.Ñíà÷àëà ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äîêàçàòåëü-ñòâå. Èòàê, îïåðàòîðû B1 è B2 îáðàçóþò áàçèñ ãðóïïû �(A). Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç Bn;m îïåðàòîð Bn1Bm2 . Ïóñòü íàáîð ãðàíåé D óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿìïóíêòîâ 1�5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U îáúåäèíåíèå âñåõ îáðàçîâ íàáîðà ãðàíåé Dïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ Bn;m, òî åñòüU = [n;m2ZBn;m(D):�àññìîòðèì äâóìåðíóþ ñ�åðó S ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò O è ñ åäè-íè÷íûì ðàäèóñîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç � ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå� : R3 nO! S;125



ïðè ýòîì òî÷êà x òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà áåç íà÷àëà êîîðäèíàò îòîáðàæàåòñÿâ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ�åðû S è ëó÷à ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðîõîäÿùåãî÷åðåç x.Ëåììà 15.16. Íà ëþáîé ãðàíè ìíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòè U îòîáðàæåíèå �èíúåêòèâíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà, ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû êîððåêòíî, òîåñòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü U íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïî óñëîâèþ ïóíê-òà 3 âñå äâóìåðíûå ãðàíè D ëåæàò íà ïëîñêîñòÿõ, öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äîêîòîðûõ áîëüøå íóëÿ, òî åñòü íà ïëîñêîñòÿõ, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êî-îðäèíàò. Ïîñêîëüêó öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äî íà÷àëà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿèíâàðèàíòîì ãðóïïû �(A), âñå äâóìåðíûå ãðàíè ìíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòè Uëåæàò íà ïëîñêîñòÿõ, öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå äî êîòîðûõ áîëüøå íóëÿ. Ïîóñëîâèÿì ïóíêòîâ 1 è 2 âñå îäíîìåðíûå è íóëüìåðíûå ãðàíè U ïðèìûêàþò êäâóìåðíûì ãðàíÿì U è, ïîýòîìó òàêæå ëåæàò íà íåêîòîðûõ ïëîñêîñòÿõ ñ öåëî-÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåì äî íà÷àëà êîîðäèíàò áîëüøåì íóëÿ.Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ äâóìåðíûõ ãðàíåé. �àññìîòðèìíåêîòîðóþ äâóìåðíóþ ãðàíü F ïîâåðõíîñòè U . Ïëîñêîñòü ãðàíè F íå ïðîõîäèò÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîñêîëüêó ïî óòâåðæäåíèþ ïóíêòà 3 öåëî÷èñëåííîåðàññòîÿíèå îò ýòîé ïëîñêîñòè äî íà÷àëà êîîðäèíàò íå ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâà-òåëüíî, îòîáðàæåíèå � èíúåêòèâíî íà ãðàíè F .Ïóñòü òåïåðü E � íåêîòîðàÿ îäíîìåðíàÿ ãðàíü ïîâåðõíîñòè U . Ýòà ãðàíüïî óñëîâèÿì ïóíêòîâ 1 è 2 ïðèìûêàåò ê íåêîòîðîé äâóìåðíîé ãðàíè è, òåìñàìûì, ëåæèò â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ ãðàíü E, òàêæå íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò.Èíúåêòèâíîñòü äëÿ íóëüìåðíûõ ãðàíåé î÷åâèäíà.
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15.10 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.3: ëåììà î êîíå÷íîì ïî-êðûòèè �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè.Ïóñòü x � íåêîòîðàÿ òî÷êà òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îòëè÷íàÿ îò íà÷àëà êî-îðäèíàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nx ÷åòûð¼õãðàííûé òåëåñíûé óãîë ñ âåðøèíîé âíà÷àëå êîîðäèíàò, â îñíîâàíèè êîòîðîãî ëåæèò ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñ âåðøèíàìèx, B1(x), B1B2(x) è B2(x). Îòìåòèì, ÷òî [n;m2ZBn;m(Nx)! nOåñòü îäèí èç âîñüìè îòêðûòûõ îðòàíòîâ öåïíîé äðîáè A, êîòîðûé ñîäåðæèòòî÷êó x. Îáîçíà÷èì îòêðûòûé îðòàíò, ñîäåðæàùèé âñå öåëûå òî÷êè �óíäàìåí-òàëüíîé îáëàñòè, ÷åðåç K.Ëåììà 15.17. Ïóñòü x � íåêîòîðàÿ òî÷êà îòêðûòîãî îðòàíòà K. Îáúåäèíå-íèå ãðàíåé èç íàáîðà D ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè òåëåñíûõ óãëîââèäà Bn;m(Nx).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âñå òî÷êè çàìûêàíèÿ ãðàíåé íàáîðà Dñîäåðæàòñÿ â îðòàíòå K. Âñå íóëüìåðíûå ãðàíè íàáîðà D ñîäåðæàòñÿ â îòêðû-òîì îðòàíòå K ïî óñëîâèþ ïóíêòà 6. Ïî óñëîâèÿì ïóíêòîâ 1 è 2 âñå íóëüìåðíûåãðàíè çàìûêàíèÿ ãðàíåé íàáîðà D ñîäåðæàòñÿ â îòêðûòîì îðòàíòå K Âñå íóëü-ìåðíûå ãðàíè ìíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòè U ñîäåðæàòñÿ â îòêðûòîì îðòàíòå K,ïîñêîëüêó âñå îïåðàòîðû Bm;n ñîõðàíÿþò îðòàíòû. Äàëåå, âñå îäíîìåðíûå èäâóìåðíûå ãðàíè ïîâåðõíîñòè U ñîäåðæàòñÿ â îòêðûòîì îðòàíòå K, ïîñêîëü-êó ëþáîé îòêðûòûé îðòàíò � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êèçàìûêàíèÿ îáëàñòè D ñîäåðæàòñÿ â îòêðûòîì îðòàíòå K.�àññìîòðèì çàäàííóþ òî÷êó x â îðòàíòå K. Èç òåîðåìû Äèðèõëå îá åäèíè-öàõ [12℄ ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà a îòêðûòîãî îðòàíòà K îáëàäàåòíåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ, êîòîðàÿ:i) ïîêðûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì ÷åòûð¼õ òåëåñíûõ óãëîâ âèäà Bn;m(Nx) (â ñëó÷àå,êîãäà òî÷êà a ëåæèò íà îäíîì èç ð¼áåð îäíîãî èç óãëîâ Bk;l(Nx));ii) ïîêðûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ òåëåñíûõ óãëîâ âèäà Bn;m(Nx) (â ñëó÷àå,127



êîãäà òî÷êà a ëåæèò íà îäíîé èç ãðàíåé îäíîãî èç óãëîâ Bk;l(Nx));iii) ïîêðûâàåòñÿ íåêîòîðûì òåëåñíûì óãëîì âèäà Bn;m(Nx) (â îñòàëüíûõ ñëó÷à-ÿõ).Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îêðåñòíîñòü ïîêðûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëàòåëåñíûõ óãëîâ âèäà Bn;m(Nx).�àññìîòðèì ïîêðûòèå òàêèìè îêðåñòíîñòÿìè âñåõ òî÷åê çàìûêàíèÿ ãðàíåéíàáîðà D. Ïîñêîëüêó çàìûêàíèå ãðàíåé íàáîðà D çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî â R3 ,îíî êîìïàêòíî, èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåäèíåíèå ãðàíåé èç íàáîðà D ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîìîáúåäèíåíèè òåëåñíûõ óãëîâ âèäà Bn;m(Nx). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Ñëåäñòâèå 15.18. Ïóñòü x � íåêîòîðàÿ òî÷êà îòêðûòîãî îðòàíòà K. Â òå-ëåñíûé óãîë Nx ìîãóò âõîäèòü òî÷êè ëèøü êîíå÷íîãî ÷èñëà ãðàíåé èç âñåõíàáîðîâ Bn;m(D).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü D ñîäåðæèòñÿâ êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè òåëåñíûõ óãëîâ lSk=1Bnk;mk(Nx). Ñëåäîâàòåëüíî, â òå-ëåñíûé óãîë Nx ìîãóò âõîäèòü òî÷êè ëèøü ãðàíè èç íàáîðîâ B�nk;�mk(D) ïðè1 � k � l.15.11 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.3: ëåììà î âçàèìíî-îäíîçíà÷íîñòè ïðîåêöèè.Ëåììà 15.19. Îòîáðàæåíèå � âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ìíîãîãðàííóþïîâåðõíîñòü U âî ìíîæåñòâî S \K.Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïîâåðõíîñòü U ñîäåðæèòñÿ â K è,ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì � âî ìíîæåñòâî S \K.Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.Ïî óñëîâèþ ïóíêòà 2 îïåðàòîðû B1 è B2 ñêëåèâàþò �óíäàìåíòàëüíóþ îá-ëàñòü â òîð. Ïóñòü W � óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ òîðà. Íà óíèâåðñàëü-íîé íàêðûâàþùåé W åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ðàçáèåíèå íà ãðàíè è128



äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé pn;m : W ! U (ïîñêîëüêó íà ìíî-ãîãðàííîé ïîâåðõíîñòè äåéñòâóåò ñèñòåìà ñäâèãîâ Bk;l), îòîáðàæàþùåå ãðàíèâ ãðàíè. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå èç ýòèõ îòîáðàæåíèé è îáîçíà÷àåì åãî ÷åðåç p(p : W ! U).�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé �Æp :W ! S. Äàííîå îòîáðàæåíèå íåèìååò âåòâëåíèé íà îáðàçàõ îòêðûòûõ äâóìåðíûõ ãðàíåéW , ïîñêîëüêó êàæäàÿäâóìåðíàÿ ãðàíü ïîâåðõíîñòè W èçîìîð�íî îòîáðàæàåòñÿ â íåêîòîðóþ ãðàíüU , à òà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïî ëåììå 15.16 èíúåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ â S \K.Ñîñåäíèå ïî îäíîìåðíîìó ðåáðó äâóìåðíûå ãðàíè ïîâåðõíîñòèW îòîáðàæà-þòñÿ â ñîñåäíèå ãðàíè U , êîòîðûå ïî óòâåðæäåíèþ ïóíêòà 5 îáðàçóþò ïðàâèëü-íûé óãîë è, ñëåäîâàòåëüíî, èíúåêòèâíî îòîáðàæàþòñÿ â S \K. Òàêèì îáðàçîì,îòîáðàæåíèå � Æ p íå èìååò âåòâëåíèé íà îáðàçàõ îäíîìåðíûõ ãðàíåé.�àññìîòðèì íåêîòîðóþ îäíîìåðíóþ ãðàíü v ïîâåðõíîñòè W . Ñîñåäíèå ïîíóëüìåðíîìó ðåáðó äâóìåðíûå ãðàíè ïîâåðõíîñòè W îòîáðàæàþòñÿ â ñîñåäíèåãðàíè U , êîòîðûå ïî óòâåðæäåíèþ ïóíêòà 6 îáðàçóþò ïðàâèëüíóþ 2-çâåçäó.Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêàÿ ê òî÷êå � Æ p(v) òî÷êà ñ�åðû S,îáëàäàþùàÿ ðîâíî îäíèì ïðîîáðàçîì íà çâåçäå. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå� Æ p íå èìååò âåòâëåíèÿ íà ëèñòå çâåçäû â òî÷êå � Æ p(v). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîá-ðàæåíèå � Æ p íå èìååò âåòâëåíèÿ â îáðàçàõ âñåõ íóëüìåðíûõ ãðàíåé.Èòàê, îòîáðàæåíèå � Æ p : W ! S \K íå èìååò íèãäå âåòâëåíèé.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x 2 S \ K è ñîîòâåòñòâóþùèé òåëåñíûéóãîë Nx. Ïóñòü x1 è x2 äâå òî÷êè ìíîæåñòâà S \Nx. Ïîêàæåì, ÷òî ó òî÷åê x1 èx2 îäèíàêîâîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ ïðè îòîáðàæåíèè � Æ p : W ! S \K. Ñîåäèíèìòî÷êè x1 è x2 êðèâîé âíóòðè ìíîæåñòâà S \ Nx. Ïî ñëåäñòâèþ 15.18 ïðîîáðàçýòîé êðèâîé ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîì íàáîðå ãðàíåé W . Ïîñêîëüêó âäîëü êàæ-äîé èç ãðàíåé íåò âåòâëåíèé (à èõ êîíå÷íîå ÷èñëî), è íèêàêàÿ ãðàíü íå ÿâëÿåòñÿãðàíè÷íîé, êîëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ âäîëü ýòîé êðèâîé ó îòîáðàæåíèÿ � Æ p ïî-ñòîÿííî (è êîíå÷íî). Òàêèì îáðàçîì, ó âñåõ òî÷åê òî÷åê S \Nx îäèíàêîâîå êî-íå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà S \Bn;m(Nx)òî æå ñàìîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà S \ K129



îäèíàêîâîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ.Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå � Æ p óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé òî-ðà (òî åñòü ïëîñêîñòè) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íåðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèåììíîæåñòâà S \K (òî åñòü äèñêà). Ó îòêðûòîãî äèñêà ñóùåñòâóþò òîëüêî îäíî-ëèñòíûå íåðàçâåòâë¼ííûå íàêðûòèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå � Æ p : W !S \K âçàèìíî-îäíîçíà÷íî. Ïîñêîëüêó p : W ! U ïî ïîñòðîåíèþ ñþðúåêòèâíîåîòîáðàæåíèå, à ïî ñêàçàííîìó âûøå èíúåêòèâíîå, îòîáðàæåíèÿ p : W ! U è� : U ! S \K � âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.15.12 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.3: ëåììà î âûïóêëîñòè.Ïîñêîëüêó â ëþáîì îãðàíè÷åííîì øàðå ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íå ñó-ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí ïîâåðõíîñòè U (òî åñòü íåêîòîðûõ öåëûõòî÷åê), êîòîðàÿ áû èìåëà â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîé òî÷êè íåêîòîðóþ òî÷êó ãðàíè-öû îðòàíòà, ìíîãîãðàííàÿ ïîâåðõíîñòü U ðàçäåëÿåò òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâîíà äâå ÷àñòè. Îáîçíà÷èì ÷àñòü, íå ñîäåðæàùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò, ÷åðåç H.Ëåììà 15.20. Ìíîæåñòâî H � âûïóêëî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçíà÷àëî êîîðäèíàò, ïåðåñåêàåò ìíîãîãðàííóþ ïîâåðõíîñòü U , íî íå ïðîõîäèò íè÷åðåç îäíó âåðøèíó U . Ïî ëåììå 15.19 òàêàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò U ïî íåñàìî-ïåðåñåêàþùåéñÿ ñâÿçíîé íåçàìêíóòîé ëîìàíîé. Ýòà ëîìàíàÿ äåëèò ïëîñêîñòüíà äâå ÷àñòè. Âñå âåðøèíû ýòîé ëîìàíîé ïðèíàäëåæàò îäíîìåðíûì ãðàíÿììíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòè U . Ïî óñëîâèþ ïóíêòà 5 âñå äâóãðàííûå óãëû ïðà-âèëüíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ âåðøèíàõ ãðàíèöû ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâàH ñ íàøåé ïëîñêîñòüþ óãëû ìåíüøå ðàçâ¼ðíóòîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ïåðåñå-÷åíèå âûïóêëî.Ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïåðåñåêàþùèõìíîãîãðàííóþ ïîâåðõíîñòü U , íî íå ïðîõîäÿùèõ íè ÷åðåç îäíó âåðøèíó U , ÿâ-ëÿåòñÿ âñþäó-ïëîòíûì âî ìíîæåñòâå âñåõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò è ïåðåñåêàþùèõ ìíîãîãðàííóþ ïîâåðõíîñòü U . Òîãäà èç íåïðåðûâ-130



íîñòè ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ H ëþáîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàòïëîñêîñòè (è ïåðåñåêàþùåé U) âûïóêëî.Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî H âûïóêëî. Ïóñòü x1, x2 äâå òî÷êè ìíîæå-ñòâà H. Ïðîâåä¼ì íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü ÷åðåç òî÷êè x1, x2 è íà÷àëî êîîðäèíàò.Ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ãðàíèöó U , ïîñêîëüêó x1 � òî÷êà H, à íà÷àëî êîîð-äèíàò � íåò. Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ïåðåñå÷åíèå H ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ ÿâëÿåòñÿâûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷êàõ x1 è x2 öå-ëèêîì ëåæèò â H. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ âûïóêëîñòè ìíîæåñòâî Hâûïóêëî.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.15.13 Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15.3: îñíîâíàÿ÷àñòü.Èòàê, ïîñòðîåííàÿ ìíîãîãðàííàÿ ïîâåðõíîñòü U îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-ñòâàìè:� ïî ëåììå 15.20 îíà îãðàíè÷èâàåò âûïóêëîå ìíîæåñòâî H;� ïî ïîñòðîåíèþ âñå íóëüìåðíûå âåðøèíû ïîâåðõíîñòè U � öåëûå òî÷êè;� ïî óñëîâèþ ïóíêòà 4 ðàçíîñòü îðòàíòà K è ìíîæåñòâà H íå ñîäåðæèò öåëûõòî÷åê.Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîãðàííàÿ ïîâåðõíîñòü U ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé âûïóêëîéîáîëî÷êè âñåõ öåëûõ òî÷åê âíóòðè îðòàíòà K. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþU ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïàðóñîâ öåïíîé äðîáè, ïîñòðîåííîé ïî îïåðàòîðó A. Òåî-ðåìà 15.3 äîêàçàíà.Ñ�îðìóëèðóåì îäíó ãèïîòåçó, ñâÿçàííóþ ñ óñëîâèÿìè ïóíêòîâ 1�7.�èïîòåçà 15. Óñëîâèå ïóíêòà 7 ñëåäóåò èç óñëîâèé ïóíêòîâ 1�6.
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16 Î ïðîâåðêå ãèïîòåç äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ.Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû ïðèâåä¼ì èäåþ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î �óíäàìåíòàëü-íûõ îáëàñòÿõ ïàðóñîâ äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ.�èïîòåçà äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïðåäïîëîæèì, èìååòñÿ ãèïîòåçà î íåêî-òîðîé �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòèD, à òàêæå î íåêîòîðîì áàçèñå B1; : : : ; Bn ãðóï-ïû �(A). Ïóñòü, êðîìå òîãî, �óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü è áàçèñ îáëàäàþò ñëå-äóþùèìè ñâîéñòâàìè:i) çàìûêàíèå �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ãîìåîìîð�íî äèñêó;ii) îïåðàòîðû B1; : : : Bn îïðåäåëÿþò ñêëåéêó ýòîãî äèñêà â n-ìåðíûé òîð.Èäåÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû äëÿ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Ïðîâåðèì äàí-íóþ ãèïîòåçó íà âåðíîñòü. Óñëîâèÿ i) è ii) ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè ìåòîäà-ìè. Åñëè óñëîâèÿ i) è ii) âûïîëíÿþòñÿ, òî ïðîâåðÿåì, ÿâëÿþòñÿ ëè âñå n-ìåðíûåãðàíè �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ãðàíÿìè ïàðóñà. Ýòî ìîæåò áûòü ïðîäåëàíîñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñ-êîñòåé ãðàíåé Fi ðàâíû di ñîîòâåòñòâåííî (i = 1; : : : ; p, ãäå p � ÷èñëî âñåõn-ìåðíûõ ãðàíåé). Íàøà ãèïîòåçà âåðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõi = 1; : : : ; p âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. �àññìîòðèì ïëîñêîñòè, ïàðàë-ëåëüíûå ãðàíè Fi íà öåëî÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèÿõ d (ïðè d � di) äî íà÷àëàêîîðäèíàò.a) Ïðè öåëûõ d < di ïåðåñå÷åíèå íàøåãî îðòàíòà ñ ïîñòðîåííûìè ïëîñêîñòÿìèíå ñîäåðæèò íè îäíîé öåëîé òî÷êè.b) Ïðè d = di âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âñåõ öåëûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñãðàíüþ Fi.Çàìå÷àíèå 16.1. Ïðîâåðêà óñëîâèé a) è b) äîâîëüíî ãðîìîçäêà, à îáîáùå-íèå ïðîâåðêè ãèïîòåç äëÿ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé óïèðàåòñÿ, â ÷àñòíî-ñòè, â îòñóòñòâèå òåîðåìû î öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé êëàññè�èêàöèè òð¼õìåð-íûõ/ìíîãîìåðíûõ ãðàíåé, ðàñïîëîæåííûõ íà òð¼õìåðíûõ/ìíîãîìåðíûõ ïëîñ-êîñòÿõ íà ðàññòîÿíèè, áîëüøåì åäèíèöû, îò íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì ïðîáëåìó 2).132



Çàâåðøàåì ïîñëåäíèé ðàçäåë òðåòüåé ãëàâû ïðîáëåìîé, ñâÿçàííîé ñ îáðàò-íîé ê îáñóæä¼ííîé â ýòîé ãëàâå çàäà÷å àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ïàðóñîâïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé.Ïðîáëåìà 16. (Â. È. Àðíîëüä.) Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, îòâå÷àþùèé íà ñëå-äóþùèé âîïðîñ: ðåàëèçóåòñÿ ëè çàäàííîå ðàçáèåíèÿ òîðà â êà÷åñòâå ðàçáèåíèÿòîðà äëÿ íåêîòîðîãî ïàðóñà ïåðèîäè÷åñêîé öåïíîé äðîáè? (Îïðåäåëåíèå ðàçáè-åíèÿ òîðà äëÿ ïàðóñà ñì. â ïîäðàçäåëå 3.2.)Îòâåò à ýòîò âîïðîñ íåèçâåñòåí äàæå äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõöåïíûõ äðîáåé.
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�ëàâà IV.Ïðèìåðû �óíäàìåíòàëüíûõîáëàñòåé ïàðóñîâ äâóìåðíûõïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõ äðîáåéÂ ïîñëåäíåé ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ âû÷èñëåííûå àâòîðîì ïðèìåðû �óíäà-ìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé êóáè÷åñêèõ èððàöèî-íàëüíîñòåé íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñåìåéñòâ. Â ðàçäåëå 17 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâàïåðèîäè÷åñêèõ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ïîñòðîåííûõ ïî �ðîáåíèóñîâûì îïå-ðàòîðàì. Â ðàçäåëå 18 ðàçîáðàíû ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ ñåðèé �óíäàìåíòàëü-íûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ïîñòðîåííûõ ïî �ðîáåíèóñî-âûì îïåðàòîðàì.17 Ñåìåéñòâî �ðîáåíèóñîâûõ îïåðàòîðîâ è åãîñâîéñòâà.17.1 Îïðåäåëåíèå �ðîáåíèóñîâûõ îïåðàòîðîâ.Öåïíûå äðîáè êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ïî-ñòðîåííûå ïî îïåðàòîðàì A è �A, ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå öåïíûõäðîáåé öåëî÷èñëåííûõ îïåðàòîðîâ 
 îïðåäåëèòåëåì �1 ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþöåïíûõ äðîáåé öåëî÷èñëåííûõ îïåðàòîðîâ ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì (òî åñòüîïåðàòîðîâ ãðóïïû SL(3;Z)).Îïåðàòîð (ìàòðèöó) ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåìAm;n := 0BBB� 0 1 00 0 11 �m �n 1CCCA ;134



ãäå m è n � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, áóäåì íàçûâàòü �ðîáåíèóñîâûì îïåðà-òîðîì (ìàòðèöåé).Óòâåðæäåíèå 17.1. Ìàòðèöà Am;n è òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà Am;nt ñî-ïðÿæåíû öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé0BBB� 1 0 00 0 10 1 n 1CCCA :Îïåðàòîðàì ñ ìàòðèöàìè Am;n è Am;nt ñîîòâåòñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå öåï-íûå äðîáè.Îòìåòèì ñëåäóþùåå: åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí �Am;n(x) íåïðèâî-äèì íàä ïîëåì Q , òî â ïîëå Q [x℄Æ��Am;n(x)� ìàòðèöà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íàýëåìåíò x â åñòåñòâåííîì áàçèñå f1; x; x2g ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Am;nt.Ïóñòü îïåðàòîð A 2 SL(3;Z) èìååò ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå èððàöèîíàëü-íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü e1 íåêîòîðûé öåëî÷èñëåííûé íåíóëåâîé âåê-òîð, e2 = A(e1), e3 = A2(e1). Òîãäà â áàçèñå (e1; e2; 
e3) ïðè íåêîòîðîì ðàöèî-íàëüíîì 
 ìàòðèöà îïåðàòîðà áóäåò òðàíñïîíèðîâàííîé ê �ðîáåíèóñîâîé. Ñëå-äîâàòåëüíî, ïî óòâåðæäåíèþ 17.1 ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöàîïåðàòîðà A áóäåò �ðîáåíèóñîâîé. Îäíàêî ìàòðèöà ïåðåõîäà ïðè ýòîì ìîæåòíå áûòü öåëî÷èñëåííîé, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïíàÿ äðîáü íåýêâèâàëåíòíà èñ-õîäíîé.Òåîðåìà 17.2. (Ñì. [65℄.) Öåïíàÿ äðîáü, ïîñòðîåííàÿ ïî îïåðàòîðóA = 0BBB� 1 2 00 1 2�7 0 29 1CCCA ;íå ýêâèâàëåíòíà íèêàêîé öåïíîé äðîáè, ïîñòðîåííîé ïî �ðîáåíèóñîâó îïåðà-òîðó ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì.Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñåí ñëåäóþùèé âîïðîñ: Íàñêîëüêî ÷àñòî âñòðå÷àþò-ñÿ öåïíûå äðîáè, íå îòâå÷àþùèå �ðîáåíèóñîâûì îïåðàòîðàì? Êàêîâà äîëÿ135



�ðîáåíèóñîâûõ ìàòðèö ñðåäè SL(3;Z) ìàòðèö ñ ðàçëè÷íûìè âåùåñòâåííûìèèððàöèîíàëüíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè è ñ ñóììîé ìîäóëåé êîý��èöèåíòîâìåíüøåé n, ïðè n!1?Â ëþáîì ñëó÷àå, ñåìåéñòâî �ðîáåíèóñîâûõ îïåðàòîðîâ îáëàäàåò ïîëåçíûìèñâîéñòâàìè, ïîçâîëÿþùèìè ñòðîèòü ñðàçó ïàðóñà öåëûõ ñåìåéñòâ íåýêâèâàëåíò-íûõ äâóìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõ äðîáåé, ÷òî ñàìî ïî ñåáå ÷ðåçâû÷àéíîïîëåçíî.17.2 Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà �ðîáåíèóñîâûõ îïåðàòîðîâ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
 ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ Am;n, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòî-ðûõ âåùåñòâåííû, ðàçëè÷íû è èððàöèîíàëüíû. Âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 17.3. Ìíîæåñòâî 
 çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâîìn2m2 � 4m3 + 4n3 � 18mn� 27 � 0:Äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå íà öå-ëî÷èñëåííîé ïëîñêîñòè: Aa;�a è Aa;a+2, a 2 Z.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Am;n âåùå-ñòâåííû è ðàçëè÷íû, äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïîëîæè-òåëåí: n2m2 � 4m3 + 4n3 � 18mn� 27 � 0:Îñòà¼òñÿ èñêëþ÷èòü îïåðàòîðû ñ ðàöèîíàëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.Ïîñêîëüêó ïåðâûé è ïîñëåäíèé êîý��èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-íîâ îïåðàòîðîâ Am;n ðàâíû ïî ìîäóëþ åäèíèöå, âñå ðàöèîíàëüíûå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ òàêæå ðàâíû åäèíèöå ïî ìîäóëþ. Îïåðàòîð Am;n èìååò â êà÷åñòâåêîðíÿ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m = �n. Îïåðàòîð Am;n èìååò â êà÷åñòâåêîðíÿ �1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m = n � 2. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. (Ñì.ðèñ. 28.)Ìíîæåñòâî 
 ñèììåòðè÷íî, áîëåå òîãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-íèå. 136



�(1) = 0
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D(�) � 0 D(�) � 0

�èñ. 28: Áåëûå êëåòêè íà ðèñóíêå îáîçíà÷àþò ïàðû öåëûõ ÷èñåë (m;n), êîòîðûìñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðû Am;n ñ ðàçëè÷íûìè âåùåñòâåííûìè èððàöèîíàëüíû-ìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ýòè ïàðû îáðàçóþò ìíîæåñòâî 
.Óòâåðæäåíèå 17.4. Äâóìåðíûå öåïíûå äðîáè êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé,ïîñòðîåííûå ïî îïåðàòîðàì Am;n è A�n;�m, ýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîðû A�1m;n è A�n;�m ñîïðÿæåíû öåëî÷èñëåííûì îïåðà-òîðîì 0BBB� 0 0 �10 �1 0�1 0 0 1CCCA :
Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå óòâåðæäåíèÿ ïî ìîäóëþ ýòîé ñèììåòðèè.Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå 17.6 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäè ïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõäðîáåé, ïîñòðîåííûõ ïî îïåðàòîðàì èç ìíîæåñòâà 
, âñòðå÷àþòñÿ ýêâèâàëåíò-íûå.
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17.3 Öåïíûå äðîáè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñî-îòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ.Êàæäîìó ðàñøèðåíèþ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñ-êîëüêî ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé òîðà. Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïðèâåä¼í ïðèìåðäâóõ îïåðàòîðîâ ñ îäèíàêîâûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, öåïíûåäðîáè êîòîðûõ ðàçëè÷íû. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþò îäíîìóè òîìó æå ðàñøèðåíèþ ïîëÿ.Óòâåðæäåíèå 17.5. Îïåðàòîðû (A�1;2)3 è A�4;11 èìåþò ðàçëè÷íûå äâóìåðíûåöåïíûå äðîáè (õîòÿ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò).Äîêàçàòåëüñòâî. Öåïíàÿ äðîáü îïåðàòîðà (A�1;2)3 ñîâïàäàåò ñ öåïíîé äðîáüþîïåðàòîðà A�1;2, ïîñêîëüêó ëþáîé îïåðàòîð êîììóòèðóåò ñî ñâîèìè ñòåïåíÿìè.Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðóñà öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû.Âñå ðàçáèåíèÿ òîðîâ ïàðóñîâ äëÿ îïåðàòîðà (A�1;2)3 ñîñòîÿò èç äâóõ òðåóãîëü-íèêîâ. Ïî òåîðåìå 18.2 ðàçáèåíèå òîðà äëÿ îäíîãî èç ïàðóñîâ îïåðàòîðà A�4;11ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ òðåóãîëüíèêîâ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçëè÷íûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíàì îïåðàòîðîâìîãóò îòâå÷àòü ýêâèâàëåíòíûå ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè.Óòâåðæäåíèå 17.6. Îïåðàòîðû A20;�a è A�2a;�a2 ñîïðÿæåíû îïåðàòîðîì èçãðóïïû GL(3;Z), à, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè (â òîì ÷èñëå èðàçáèåíèÿ òîðîâ èõ ïàðóñîâ), ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðàì A0;�a è A�2a;�a2 ,ýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîðû A20;�a è A�2a;�a2 ñîïðÿæåíû îïåðàòîðîì Ba, ãäåBa = 0BBB� 1 0 00 0 10 1 a2 1CCCA :
Çàìå÷àíèå 17.7. Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûì êóáè÷åñêèì ðàñøèðåíèÿì ïîëÿ Qîòâå÷àþò íåýêâèâàëåíòíûå ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè.138



18 Ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè íåêîòîðûõ ñåðèéîïåðàòîðîâ Am;nÇäåñü ïðèâåäåíû ïðèìåðû �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé íåñêîëüêèõ áåñêîíå÷-íûõ ñåðèé �ðîáåíèóñîâûõ îïåðàòîðîâ. Â ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïà-ðóñà, ñîäåðæàùèå òî÷êó (0; 0; 1) â ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êå. Äîêàçàòåëüñòâîïåðâîé òåîðåìû ðàçîáðàíî ïîäðîáíî. Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñòàëüíûõ òåîðåìýòîãî ðàçäåëà àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó ïåðâîé òåîðåìû. Äëÿ êðàòêîñòè èç-ëîæåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ ýòèõ òåîðåì âûïèñûâàþòñÿ ëèøü âñå íåîáõîäèìûåöåëî÷èñëåííî-ëèíåéíûå èíâàðèàíòû ãðàíåé.18.1 Ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè ïåðâîãî äâóïàðàìåòðè÷å-ñêîãî ñåìåéñòâà: �îðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà è âûäâè-æåíèå ãèïîòåçû.Òåîðåìà 18.1. Ïóñòü m = b � a � 1, n = (a + 2)(b + 1) (a; b � 0). �àññìîòðèìïàðóñ îïåðàòîðà Am;n, ñîäåðæàùåãî òî÷êó (0; 0; 1). Ïóñòü A = (1; 0; a + 2),B = (0; 0; 1), C = (b�a�1; 1; 0) è D = ((b+1)2; b+1; 1). Òîãäà ñëåäóþùèé íàáîðãðàíåé: 1) òî÷êà A; 2) îòðåçêè AB, AD è BD; 3) òðåóãîëüíèêè ABD è BDC� îáðàçóåò îäíó èç �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé.�îìåîìîð�íûé òèï çàìûêàíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè (ïðè b = 6) èçîá-ðàæ¼í íà ðèñóíêå 29.
A B

CD
a; b � 0�èñ. 29: Çàìûêàíèå �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè îäíîãî èç ïàðóñîâ äâóìåðíîéöåïíîé äðîáè îïåðàòîðà Ab�a�1;(a+2)(b+1) (çäåñü b = 6).139



Äîêàçàòåëüñòâî. Øàãè 1 è 2. Ïðîïóñêàåì ïåðâûå äâà øàãà âû÷èñëåíèé,ïîñêîëüêó âñå âû÷èñëåíèÿ ýòèõ øàãîâ ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè (ñì. [22℄). Âû-ïèøåì ñðàçó ðåçóëüòàòû ýòèõ øàãîâ. Ñëåäóþùèå äâà îïåðàòîðà ïîðîæäàþòãðóïïó �(A): Xa;b = A�2m;n; Ya;b = A�1m;n�A�1m;n � (b+ 1)I�;ãäå ÷åðåç I îáîçíà÷åí åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû SL(3;Z).Øàã 3. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà (0; 0; 1) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïàðóñà. �àññìîòðèìïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A, B è D:(�1� a)x + (ab + a+ b + 1)y + z = 1:Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (ñ ïåðåìåííûìè x, y è z)(�1� a)x + (ab+ a + b+ 1)y + z = �íå èìååò öåëûõ ðåøåíèé ïðè 0 < � < 1, öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò ïëîñêî-ñòè ABD äî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíî åäèíèöå. Â ïåðåñå÷åíèè ýòîé ïëîñêîñòè èíàøåãî îðòàíòà ëåæàò ðîâíî òðè öåëûå òî÷êè A, B è DØàã 4. �èïîòåçà î �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ïðåäñòàâëåíà â �îðìóëèðîâêåòåîðåìû.18.2 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû òåîðåìû 18.1.Èòàê, îñòà¼òñÿ âûïîëíèòü øàã 5: ïðîâåðêà ãèïîòåçû î �óíäàìåíòàëüíûõ îá-ëàñòÿõ. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû íàì äîïîëíèòåëüíî ïîíàäîáÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿñëåäóþùèõ òî÷åê:E = X�1a;b (B) = (1;�ab� a� 2b� 2;a2b2 + 2a2b + 4ab2 + a2 + 8ab+ 4b2 + 5a+ 7b + 5);F = Ya;b(B) = (�a� 2; 1; 0);H = X�1a;b (F ) = (0;�b� 1; ab2 + 2ab + 2b2 + a + 4b+ 3):1. (Ïðîâåðêà óñëîâèÿ i).) Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, äâå äâóìåðíûå ãðàíè ïåðå-ñåêàþòñÿ ïî ðåáðó BD, à îäíîìåðíûå òîëüêî ïî âåðøèíàì. Òàêèì îáðàçîì,140



âñå ïðèìûêàíèÿ ïðàâèëüíûå, à ê ëþáîé îäíîìåðíîé ãðàíè ïðèìûêàåò íå áîëååäâóõ äâóìåðíûõ. �ðàíèöà çàìûêàíèÿ îáëàñòè � çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ ABCDA,ãîìåîìîð�íàÿ îêðóæíîñòè.2. (Ïðîâåðêà óñëîâèÿ ii).) Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà Xa;b îòðåçîê AB ïåðå-õîäèò â îòðåçîê DC (òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó D, à B â C). Ïîä äåéñòâèåìîïåðàòîðà Ya;b îòðåçîê AD ïåðåõîäèò â îòðåçîê BC (òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êóB, à D â C). Ñ î÷åâèäíîñòüþ, íè÷åãî ëèøíåãî íå ñêëåèëîñü. Ïîñëå ñêëåéêèýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè ðàâíà 2 � 3 + 1, òî åñòü íóëþ, à ñàìàïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà.3. (Ïîèñê öåëî÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèé îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî äâóìåðíûõïëîñêîñòåé äâóìåðíûõ ãðàíåé.) Íàéä¼ì ïî �îðìóëå ëåììû 15.6 öåëî÷èñëåí-íûå ðàññòîÿíèÿ äî äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé ãðàíåé ABD è BDC. �àññòîÿíèå äîäâóìåðíîé ïëîñêîñòè ãðàíè ABD ðàâíî1b + 1 � ���������0BBB� 1 0 b2 + 2b + 10 0 b + 1a+ 1 1 1 1CCCA��������� = b + 1b + 1 = 1:�àññòîÿíèå äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ãðàíè BDC ðàâíî1b + 1 � ���������0BBB� 0 b2 + 2b + 1 b� a� 10 b + 1 11 1 0 1CCCA��������� = ab+ 2b + a+ 2b + 1 = a + 2:4. (Ïðîâåðêà íà íàëè÷èå öåëûõ òî÷åê âíóòðè îòìå÷åííûõ ïèðàìèä ñ âåð-øèíàìè â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ îñíîâàíèÿìè â äâóìåðíûõ ãðàíÿõ.) Ïîñêîëüêóðàññòîÿíèå äî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ãðàíè ABD ðàâíî 1, îòìå÷åííàÿ ïèðàìè-äà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ îñíîâàíèåì â ãðàíè ABD íå ñîäåðæèòöåëûõ òî÷åê.Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ îñíîâàíèåì â ãðà-íè BDC öåëî÷èñëåííî-à��èííî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå P 1b+1;a+2.Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå (â äàííîì ñëó÷àå ëèíåéíîå), ïðè êîòîðîì îòìå÷åííàÿ141



ïèðàìèäà P 1b+1;a+2 ïåðåõîäèò â íàøó, çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé ìàòðèöåé0BBB� b + 1 b� a� 1 b� a1 1 10 �1 �1 1CCCA :Ïî òåîðåìå 9.2 î öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíîé êëàññè�èêàöèè äâóìåðíûõ ãðàíåé îò-ìå÷åííàÿ ïèðàìèäà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ îñíîâàíèåì â ãðàíèBDC íå ñîäåðæèò öåëûõ òî÷åê, êðîìå òî÷åê îñíîâàíèÿ è âåðøèíû.5. (Ïðîâåðêà âûïóêëîñòè ïðè äâóãðàííûõ óãëàõ.) �àññìîòðèì ñíà÷àëà ãðàíüBD. Ê ýòîé ãðàíè ïðèìûêàþò äâå äâóìåðíûå ãðàíè ABD è BDC. �ðàíü ABDëåæèò íà ïëîñêîñòè fABD(x; y; z) = 0, à ãðàíü BDC íà ïëîñêîñòè fBDC(x; y; z) =0, ãäå fABD(x; y; z) = (�1� a)x + (ab + a+ b + 1)y + z � 1;fBDC(x; y; z) = x+ (b + 1)y � (a + 2)z + (a+ 2):Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâóãðàííûé óãîë ïðè ãðàíè BD áûë ïðàâèëüíî ðàñïîëîæåí-íûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êè C è íà-÷àëî êîîðäèíàò O ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, B è D, à òî÷êè A è O ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïðî-ñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè C, B è D. Äëÿýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñèñòåìó:8<: fABD(C) � fABD(O) < 0fBDC(A) � fBDC(O) < 0 :Ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:8<: (a2 + 3a+ 2) � (�1) < 0(�a2 � 3a� 1) � (a+ 2) < 0 :Ïîñêîëüêó a � 0, íåðàâåíñòâà ñèñòåìû ñïðàâåäëèâû. Ñëåäîâàòåëüíî, äâóãðàí-íûé óãîë ïðè îäíîìåðíîé ãðàíè BD ïðàâèëüíî ðàñïîëîæåí îòíîñèòåëüíî íà-÷àëà êîîðäèíàò.�àññìîòðèì òåïåðü ãðàíü AB. Ê ýòîé ãðàíè ïðèìûêàþò äâå äâóìåðíûå ãðà-íè ADB è AEB, ãäåE = X�1a;b (B) = (1;�ab�a�2b�2; a2b2+2a2b+4ab2+a2+8ab+4b2+5a+7b+5):142



�ðàíü ABD ëåæèò íà ïëîñêîñòè fABD(x; y; z) = 0, à ãðàíü AEB íà ïëîñêîñòèfAEB(x; y; z) = 0, ãäåfABD(x; y; z) = (�1� a)x + (ab + a+ b + 1)y + z � 1;fAEB(x; y; z) = (a2 + 3a+ 2)x� (a2b+ a2 � 4ab� 4a� 4b� 3)y � (a + 2)z+(a + 2):Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâóãðàííûé óãîë ïðè ãðàíè AB áûë ïðàâèëüíî ðàñïîëîæåíîòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè òî÷êè E èíà÷àëî êîîðäèíàò O â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðî-õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, B è D, à òî÷êè D è O ëåæàò ëè â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàí-ñòâàõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, B è E. Äëÿ ýòîãîíåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:8<: fABD(E)�fABD(O) < 0fABE(D)�fABE(O) < 0 , 8<: (ab2 + 2ab + 2b2 + a+ 3b+ 2)�(�1) < 0(ab2 + 2ab + 2b2 + a+ 3b+ 1)�(a+ 2) < 0 :Ïîñêîëüêó a; b � 0, íåðàâåíñòâà ñèñòåìû ñïðàâåäëèâû. Ñëåäîâàòåëüíî, äâó-ãðàííûé óãîë ïðè îäíîìåðíîé ãðàíè AB ïðàâèëüíî ðàñïîëîæåí îòíîñèòåëüíîíà÷àëà êîîðäèíàò.�àññìîòðèì, íàêîíåö, ãðàíü AD. Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè AD è BC ñîâìåùàþòñÿöåëî÷èñëåííûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ya;b, ïîýòîìó ïðàâèëüíîñòü ðàñïî-ëîæåíèÿ äâóãðàííîãî óãëà ïðè ãðàíè AD îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ýê-âèâàëåíòíà ïðàâèëüíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ äâóãðàííîãî óãëà ïðè ãðàíè BC îòíî-ñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Äîêàæåì ïðàâèëüíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ äâóãðàííîãîóãëà ïðè ãðàíè BC îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ê ãðàíè BC ïðèìûêàþò äâåäâóìåðíûå ãðàíè BDC è CBF , ãäå F = Ya;b(B) = (�a� 2; 1; 0). �ðàíü BDC ëå-æèò íà ïëîñêîñòè fBDC(x; y; z) = 0, à ãðàíü CBF íà ïëîñêîñòè fCBF (x; y; z) = 0,ãäå fBDC(x; y; z) = x+ (b + 1)y � (a + 2)z + (a+ 2);fCBF (x; y; z) = y + z � 1:Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâóãðàííûé óãîë ïðè îäíîìåðíîé ãðàíè BC áûë ïðàâèëüíîðàñïîëîæåí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè143



òî÷êè F è íà÷àëî êîîðäèíàò O ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíîïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè B, D è C, à òî÷êè D è O ëåæàò ëè â ðàçíûõïîëóïðîñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè B, C è F .Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:8<: fBDC(E) � fBDC(O) < 0fCBF (D) � fCBF (O) < 0 , 8<: (�ab� 2a� 2b� 4) � (a + 2) < 0(b + 1) � (�1) < 0 :Ïîñêîëüêó a; b � 0, íåðàâåíñòâà ñèñòåìû ñïðàâåäëèâû. Ñëåäîâàòåëüíî, äâó-ìåðíûé óãîë ïðè îäíîìåðíîé ãðàíè BC ïðàâèëüíî ðàñïîëîæåí îòíîñèòåëüíîíà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, äâóìåðíûé óãîë ïðè îäíîìåðíîé ãðàíè ADòîæå ïðàâèëüíî ðàñïîëîæåí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.Èòàê, äâóìåðíûå óãëû ïðè âñåõ îäíîìåðíûõ ãðàíÿõ �óíäàìåíòàëüíîé îáëà-ñòè ïðàâèëüíî ðàñïîëîæåíû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðîâåðêà óñëîâèÿïóíêòà 5 îêîí÷åíà.6. (Ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè 2-çâ¼çä ïðè âåðøèíàõ.) Íà íàøåì òîðå âñåãîîäíà âåðøèíà. Íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé òîðà ê ëþáîìó ïðîîáðàçó ýòîéâåðøèíû ïðèìûêàåò øåñòü îäíîìåðíûõ è øåñòü äâóìåðíûõ ãðàíåé. �àññìîòðèìíóëüìåðíóþ âåðøèíó íàêðûâàþùåé, êîòîðàÿ îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó B. 2-çâåçäàïðè ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå îòîáðàæàåòñÿ â øåñòü îäíîìåðíûõ ãðàíåé BC,BD, BA, BE, BH è BF è â øåñòü äâóìåðíûõ ãðàíåé BCD, BDA, BAE, BEH,BHF è BFC, ãäåH = X�1a;b (F ) = (0;�b� 1; ab2 + 2ab+ 2b2 + a+ 4b + 3):Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëó÷ l" ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðîõîäÿùèé ÷åðåçòî÷êó P" = ("; 0; 1), ïåðåñåêàåò ðîâíî îäíó èç ãðàíåé 2-çâåçäû ïðè ìàëåíüêèõïîëîæèòåëüíûõ ".Ïðîâåðèì, ïåðåñåêàåò ëè ëó÷ l" òðåóãîëüíèê BCF ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëü-íûõ ". Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ëó÷ l" ëåæèò âíóòðè òð¼õãðàííîãî óãëà ñâåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò O è ñ îñíîâàíèåì â òðåóãîëüíèêå BCF . Äâóìåð-íàÿ ãðàíü òð¼õãðàííîãî óãëà, ñîäåðæàùåãî òî÷êè B, C è O çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåìfABO = 0; äâóìåðíàÿ ãðàíü òð¼õãðàííîãî óãëà, ñîäåðæàùåãî òî÷êè B, F è O çà-144



äà¼òñÿ óðàâíåíèåì fBFO = 0; äâóìåðíàÿ ãðàíü òð¼õãðàííîãî óãëà, ñîäåðæàùåãîòî÷êè C, F è O çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì fCFO = 0, ãäåfBCO(x; y; z) = x+ (a + 1� b)y;fBFO(x; y; z) = x+ (a + 2)y;fCFO(x; y; z) = z:Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëó÷ l" ëåæàë âíóòðè òð¼õãðàííîãî óãëà ñ âåðøèíîé â íà÷à-ëå êîîðäèíàò O è ñ îñíîâàíèåì â òðåóãîëüíèêå BCF , íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü,÷òî òî÷êè P" è F ëåæàò â îäíîì çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíîïëîñêîñòè fBCO = 0; òî÷êè P" è C ëåæàò â îäíîì çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâåîòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè fBFO = 0; òî÷êè P" è B ëåæàò â îäíîì çàìêíóòîì ïîëó-ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè fCFO = 0 ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ".Ïîñêîëüêó òî÷êè P" è B áëèçêè ïðè ìàëûõ ", îíè ëåæàò â îäíîì çàìêíóòîìïîëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè fBFO = 0, ïîýòîìó ïðîâåðÿòü íóæíîëèøü äâà óñëîâèÿ:8<: fBCO(P") � fBCO(F ) � 0fBFO(P") � fBFO(C) � 0 , 8<: (�b� 1)" � 0(b+ 1)" � 0 :Ïîñêîëüêó b; " � 0 ïåðâîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ l"íå ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê BCF .Ïðîâåðèì, ïåðåñåêàåò ëè ëó÷ l" òðåóãîëüíèê BDC ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëü-íûõ ". Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì îòâåò ñâîäèòñÿ ê âåðíîñòè ñëåäóþùåéñèñòåìû íåðàâåíñòâ ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ":8<: fBCO(P") � fBCO(D) � 0fBDO(P") � fBDO(C) � 0 ;ãäå fBCO(x; y; z) = x + (a+ 1� b)y;fBDO(x; y; z) = x� (b + 1)y:Äàííàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:8<: (b + 1)(a+ 2)" � 0(�a� 2)" � 0 :145



Ïîñêîëüêó a; " � 0 âòîðîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ l"íå ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê BDC.Ïðîâåðèì, ïåðåñåêàåò ëè ëó÷ l" òðåóãîëüíèê ABD ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëü-íûõ ". Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âåðíîñòè ñëåäóþùåé ñèñòåìûíåðàâåíñòâ ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ":8<: fBDO(P") � fBDO(A) � 0fABO(P") � fABO(D) � 0 ;ãäå fBDO(x; y; z) = x� (b + 1)y;fABO(x; y; z) = y:Äàííàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:8<: " � 00 � 0 :Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ " ëó÷ l" ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèêABD, ïðè ýòîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà ñòîðîíå AB.Ïðîâåðèì, ïåðåñåêàåò ëè ëó÷ l" òðåóãîëüíèê ABE ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëü-íûõ ". Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âåðíîñòè ñëåäóþùåé ñèñòåìûíåðàâåíñòâ ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ":8<: fABO(P") � fABO(E) � 0fBEO(P") � fBEO(A) � 0 ;ãäå fABO(x; y; z) = y;fBEO(x; y; z) = (ab + a+ 2b+ 2)x + y:Äàííàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:8<: 0 � 0(ab + a+ 2b + 2)2" � 0 :Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ " ëó÷ l" ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèêABE, ïðè ýòîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà ñòîðîíå AB.146



Ïðîâåðèì, ïåðåñåêàåò ëè ëó÷ l" òðåóãîëüíèê BEH ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëü-íûõ ". Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âåðíîñòè ñëåäóþùåé ñèñòåìûíåðàâåíñòâ ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ":8<: fBEO(P") � fBEO(H) � 0fBHO(P") � fBHO(E) � 0 ;ãäå fBEO(x; y; z) = (ab + a+ 2b+ 2)x + y;fBHO(x; y; z) = x:Äàííàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:8<: (ab + a+ 2b + 2)2(�b� 1)" � 0" � 0 :Ïîñêîëüêó a; b; " � 0, ïåðâîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷l" íå ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê BEH.Ïðîâåðèì, ïåðåñåêàåò ëè ëó÷ l" òðåóãîëüíèê BHF ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëü-íûõ ". Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âåðíîñòè ñëåäóþùåé ñèñòåìûíåðàâåíñòâ ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ":8<: fBHO(P") � fBHO(F ) � 0fBFO(P") � fBFO(H) � 0 ;ãäå fBHO(x; y; z) = x;fBFO(x; y; z) = x + (a+ 2)y:Äàííàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:8<: (�a� 2)" � 0(�b� 1)(a+ 2)" � 0 :Ïîñêîëüêó a; b; " � 0, îáà íåðàâåíñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ l"íå ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê BHF .Èòàê, ëó÷ l" (ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ") ïåðåñåêàåò îáðàç âñåé 2-çâåçäûòîëüêî ïî îäíîé òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé íà îäíîìåðíîé ãðàíè AB. Ñëåäîâàòåëü-íî, âñå 2-çâ¼çäû ïðè âåðøèíàõ ïðàâèëüíûå.147



7. (Ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè âñåõ íóëüìåðíûõ ãðàíåé íàáîðà D îäíîìó îð-òàíòó.) Ïðîâåðêà òðèâèàëüíà, ïîñêîëüêó â îáëàñòü D âõîäèò âñåãî îäíà íóëü-ìåðíàÿ ãðàíü.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.1 îêîí÷åíî.18.3 Ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè ïåðâîãî îäíîïàðàìåòðè-÷åñêîãî ñåìåéñòâà.Òåîðåìà 18.2. Ïóñòü m = �a, n = 2a + 3 (a � 0). �àññìîòðèì ïàðóñ îïå-ðàòîðà Am;n, ñîäåðæàùåãî òî÷êó (0; 0; 1). Ïóñòü A = (0; 0; 1), B = (2; 1; 1),C = (7; 4; 2), D = (�a; 1; 0) è E = (3; 2; 1).Òîãäà ïðè a = 0 ñëåäóþùèé íàáîð ãðàíåé: 1) òî÷êà A; 2) îòðåçêè AB, ADè BD; 3) òðåóãîëüíèêè ABD è BDC (òî÷êà E ñîäåðæèòñÿ â òðåóãîëüíèêåBDC) � îáðàçóåò îäíó èç �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé.Ïðè a > 0 ñëåäóþùèé íàáîð ãðàíåé: 1) òî÷êè A è E; 2) îòðåçêè AB, AD,BD, BE, DE è CE; 3) òðåóãîëüíèêè ABD, DEB, DEC è BED � îáðàçóåòîäíó èç �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé.�îìåîìîð�íûé òèï çàìûêàíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé èçîáðàæ¼í íàðèñóíêå 30.
A B

CD Ea � 1A B
CD Ea = 0�èñ. 30: Çàìûêàíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõäðîáåé îïåðàòîðîâ âèäà A�a;2a+3.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùèå äâà îïåðàòîðà ïîðîæäàþò ãðóïïó �(A):Xa = A�2m;n; Ya = (2I � A�1m;n)�1:148



Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà Xa îòðåçîê AB ïåðåõîäèò â îòðåçîê DC (òî÷êàA ïåðåõîäèò â òî÷êó D, à B â C). Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà Ya îòðåçîê ADïåðåõîäèò â îòðåçîê BC (òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó B, à D â C).Åñëè a = 0, òî öåëî÷èñëåííûå äëèíû ñòîðîí AB, BC, CD è DA ðàâíû 1, àöåëî÷èñëåííûå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABD è BCD ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1è 3.Öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòåé òðåóãîëüíèêîâABD è BCD ðàâíû 2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî.Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè ABD, öåëî÷èñëåí-íî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R11;2.Åñëè a > 0, òî âñå öåëî÷èñëåííûå äëèíû ñòîðîí è öåëî÷èñëåííûå ïëîùàäèâñåõ ÷åòûð¼õ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû 1.Öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòåé òðåóãîëüíèêîâABD, DEB, BCE è CED ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a+ 2, a+ 1, 1 è 1.Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè ABD, öåëî÷èñëåí-íî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R11;a+2. Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè DEB, öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíò-íà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R11;a+1.
18.4 Ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè âòîðîãî îäíîïàðàìåòðè-÷åñêîãî ñåìåéñòâà.Òåîðåìà 18.3. Ïóñòü m = 2a � 5, n = 7a � 5 (a � 2). �àññìîòðèì ïà-ðóñ îïåðàòîðà Am;n, ñîäåðæàùåãî òî÷êó (0; 0; 1). Ïóñòü A = (�14; 4;�1),B = (�1; 1 � a; 7a2 � 10a + 4), C = (1; 5 � 7a; 49a2 � 72a + 30), D = (0; 0; 1),E = (�1; 0; 2a � 1) è F = (0; 2 � 2a; 14a2 � 24a + 11). Òîãäà ñëåäóþùèé íàáîðãðàíåé: 1) òî÷êè A, E è F ; 2) îòðåçêè AB, AD AE, DE, BE, DF , BF èCF ; 3) òðåóãîëüíèêè EBA, ADE, FDC, FBC è ÷åòûð¼õóãîëüíèê EBFD �îáðàçóåò îäíó èç �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé.149



�îìåîìîð�íûé òèï çàìûêàíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè (çäåñü a = 6) èçîá-ðàæ¼í íà ðèñóíêå 31.
A B

CD FEa � 2�èñ. 31: Çàìûêàíèå �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè îäíîãî èç ïàðóñîâ äâóìåðíîéöåïíîé äðîáè îïåðàòîðà A2a�5;7a�5 (ïðè a = 6).Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùèå äâà îïåðàòîðà ïîðîæäàþò ãðóïïó �(A):Xa = 2A�1m;n + 7I; Ya = A2m;n:Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà Xa îòðåçîê AB ïåðåõîäèò â îòðåçîê DC (òî÷êàA ïåðåõîäèò â òî÷êó D, à B â C). Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà Ya îòðåçîê ADïåðåõîäèò â îòðåçîê BC (òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó B, à D â C).Öåëî÷èñëåííûå äëèíû ñòîðîí AB, AD AE, DE, BE, DF , BF è CF ; ðàâíûñîîòâåòñòâåííî 1, 2, 1, 1, a� 1, 2a� 2, 1, 1.Öåëî÷èñëåííûå ïëîùàäè äâóìåðíûõ ãðàíåé EBA, ADE, FDC, FBC è EBFDðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a� 1, 2, 2a� 2, 2, 3a� 3.Öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòåé äâóìåðíûõ ãðà-íåé EBA, ADE, FDC, FBC è EBFD ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 7, 2, 1, 1 è 1.Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè EBA, öåëî÷èñëåí-íî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R3a�1;7. Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè ADE, öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíò-íà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R12;2.
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18.5 Ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè òðåòüåãî îäíîïàðàìåòðè-÷åñêîãî ñåìåéñòâà.Òåîðåìà 18.4. Ïóñòüm = a�1, n = 3+2a (a � 0). �àññìîòðèì ïàðóñ îïåðàòîðàAm;n, ñîäåðæàùåãî òî÷êó (0; 0; 1). Ïóñòü A = (1;�2a� 3; 4a2 + 11a+ 10), B =(0; 0; 1), C = (�4a�11; 2a+5;�a�2), D = (�a�2; 0; a2+3a+3), E = (�2; 1; 0),F = (�2a � 3; a + 1; 1) è G = (0;�1 � a; 2a2 + 5a + 4). Òîãäà ñëåäóþùèé íàáîðãðàíåé: 1) òî÷êè A, E è F ; 2) îòðåçêè AB, AG, BG, GD, DF , EF è CF ;3) òðåóãîëüíèêè ABG, DFC, ECF è ïÿòèóãîëüíèê BEFDG � îáðàçóåò îäíóèç �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé.�îìåîìîð�íûé òèï çàìûêàíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè (çäåñü a = 4) èçîá-ðàæ¼í íà ðèñóíêå 32. G D FEB
C

A a � 0�èñ. 32: Çàìûêàíèå �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè îäíîãî èç ïàðóñîâ äâóìåðíîéöåïíîé äðîáè îïåðàòîðà Aa�1;3+2a (ïðè a = 4).Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùèå äâà îïåðàòîðà ïîðîæäàþò ãðóïïó �(A):Xa = (2I + A�1m;n)�2; Ya = A�2m;n:Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà Xa îòðåçîê AB ïåðåõîäèò â îòðåçîê DC (òî÷êàA ïåðåõîäèò â òî÷êó D, à òî÷êà B â òî÷êó C). Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà Yaëîìàíàÿ AGD ïåðåõîäèò â ëîìàíóþ BEC (òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó B, òî÷êàG ïåðåõîäèò â òî÷êó E, à òî÷êà D â òî÷êó C).Öåëî÷èñëåííûå äëèíû ñòîðîí AB, AG, BG, GD, DF , EF è CF ðàâíû ñî-îòâåòñòâåííî 1, 1, a + 1, 1, a + 1, 1, 1.Âî âíóòðåííîñòè ïÿòèóãîëüíèêà BEFDG ëåæèò (a + 1)2 öåëî÷èñëåííàÿ òî÷êà151



âèäà: (�j;�i + j; (2a + 3)i� (a + 2)j + 1), ãäå 1 � i � a + 1, 1 � j � 2i� 1.Öåëî÷èñëåííûå ïëîùàäè äâóìåðíûõ ãðàíåé ABG, DFC, ECF è BEFDG ðàâ-íû ñîîòâåòñòâåííî a+ 1, a + 1, 1, 2a2 + 6a+ 5.Öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòåé äâóìåðíûõ ãðà-íåé ABG, DFC, ECF è BEFDG ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1, 2, a+ 3 è 1.Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè DFC, öåëî÷èñëåí-íî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R1a+1;2. Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè ECF , öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíò-íà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R11;a+3.18.6 Ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè âòîðîãî äâóïàðàìåòðè÷å-ñêîãî ñåìåéñòâà.Òåîðåìà 18.5. Ïóñòü m = �(a + 2)(b + 2) + 3, n = (a + 2)(b + 3) � 3 (a � 0,b � 0). �àññìîòðèì ïàðóñ îïåðàòîðà Am;n, ñîäåðæàùåãî òî÷êó (0; 0; 1). ÏóñòüA = (b2+3b+3; b2+2b�a+1; a2b+3a2+4ab+b2+6a+5b+4), B = (b2+5b+6; b2+4b+4; b2+3b+3), C = (�ab�2a�2b�1; 1; 0), D = (0; 0; 1), E = (b+4; b+3; b+2),F = (b + 2; b+ 1; a+ b+ 2) è G = (1; 1; 1).Òîãäà ïðè a = 0 ñëåäóþùèé íàáîð ãðàíåé: 1) òî÷êè A, E è G; 2) îòðåç-êè AB, AF , FD, BF , DG, GE, è CG; 3) òðåóãîëüíèêè ABF , CGD, CEG èïÿòèóãîëüíèê BFDGE � îáðàçóåò îäíó èç �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé.Ïðè a > 0 ñëåäóþùèé íàáîð ãðàíåé: 1) òî÷êè A, E è G; 2) îòðåçêè AB,AF , FD, BF , DG, GE, CG è BD; 3) òðåóãîëüíèêè ABF , CGD, CEG, BDFè ÷åòûð¼õóãîëüíèê BDGE � îáðàçóåò îäíó èç �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé.�îìåîìîð�íûå òèïû çàìûêàíèé �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé (çäåñü b = 5)èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 33.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùèå äâà îïåðàòîðà ïîðîæäàþò ãðóïïó �(A):Xa;b = ((b + 3)I � (b + 2)A�1m;n)A�2m;n; Ya;b = A�2m;n:Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà Xa;b îòðåçîê AB ïåðåõîäèò â îòðåçîê DC (òî÷êàA ïåðåõîäèò â òî÷êó D, à òî÷êà B â òî÷êó C). Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà Ya;b152
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CEF Ga > 0b � 0B
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CEF Ga = 0b � 0�èñ. 33: Çàìûêàíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïàðóñîâ äâóìåðíûõ öåïíûõäðîáåé îïåðàòîðîâ A�(a+2)(b+2)+3;(a+2)(b+3)�3 (çäåñü b = 5).ëîìàíàÿ AFD ïåðåõîäèò â ëîìàíóþ BEC (òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó B, òî÷êàF ïåðåõîäèò â òî÷êó E, à òî÷êà D â òî÷êó C).�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé a = 0.Öåëî÷èñëåííûå äëèíû âñåõ ñåìè ñòîðîí ðàâíû åäèíèöå.Âíóòðè ïÿòèóãîëüíèêà BFDGE ëåæèò b+1 öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, âñå îíè ðàñ-ïîëîæåíû íà îòðåçêå BD.Öåëî÷èñëåííûå ïëîùàäè äâóìåðíûõ ãðàíåé ABF , CGD, CEG è BFDGE ðàâ-íû ñîîòâåòñòâåííî 1, 1, 1 è 2b + 5.Öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòåé äâóìåðíûõ ãðà-íåé ABF , CGD, CEG è BFDGE ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1, 2b+ 2, 2b+ 3 è 1.Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè CGD, öåëî÷èñëåí-íî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R11;2b+2. Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè CEG, öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíò-íà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R21;2b+3 (ïðè b = 0 îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà R21;3 ýêâèâà-ëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R11;3 èç ñïèñêà êëàññè�èêàöèè).�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé a > 0.Öåëî÷èñëåííàÿ äëèíà BD ðàâíà b + 2, à äëèíû âñåõ îñòàëüíûõ ñåìè ñòîðîíðàâíû åäèíèöå.Öåëî÷èñëåííûå ïëîùàäè äâóìåðíûõ ãðàíåé ABF , CGD, CEG, BDF è BDGEðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1, 1, 1, b+ 2 è b + 3.Öåëî÷èñëåííûå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòåé äâóìåðíûõ ãðà-íåé ABF , CGD, CEG, BDF è BDGE ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1, ab+2a+2b+2,153



ab + 2a+ 2b + 3, 1 è 1.Îòìå÷åííàÿ ïèðàìèäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè CGD, öåëî÷èñëåí-íî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå R11;ab+2a+2b+2. Îòìå÷åííàÿ ïè-ðàìèäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé ãðàíè CEG, öåëî÷èñëåííî-ëèíåéíî ýê-âèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå Ra+21;ab+2a+2b+3 (ïðè b = 0 îòìå÷åííàÿ ïèðàìè-äà Ra+21;2a+3 ýêâèâàëåíòíà îòìå÷åííîé ïèðàìèäå Ra+11;2a+3 èç ñïèñêà êëàññè�èêà-öèè).18.7 Î ïîñòðîåíèè ïàðóñîâ íîâûõ ñåðèé äâóìåðíûõ öåï-íûõ äðîáåé.Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïðåäëîæåíèÿõ îáðàçóþùèå ãðóïïû �(Am;n) âûðàæàþòñÿ÷åðåç îïåðàòîðû Am;n è �I + �A�1m;n, ãäå � è � íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà.Îêàçûâàåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: îïðåäåëèòå-ëè ìàòðèö îïåðàòîðîâ �I + �A�1m;n è �I + �A�1m+�;n+� ðàâíû. Â ÷àñòíîñòè, åñëèîïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îïåðàòîðà �I + �A�1m;n ïî ìîäóëþ ðàâåí åäèíèöå, òî èîïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îïåðàòîðà �I + �A�1m+k�;n+k� ïî ìîäóëþ ðàâåí åäèíèöåäëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî k.Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð �I + �A�1m;n ïðèíàäëåæàë ãðóïïå SL(3;Z) íåîá-õîäèìî ñëåäóþùåå: îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îïåðàòîðà �I + �A�1m;n ïî ìîäóëþäîëæåí áûòü ðàâíûì åäèíèöå (� è � íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà). Ïðÿìûå âû÷èñ-ëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îïåðàòîðà �I+�A�1m;n ïî ìîäóëþðàâåí åäèíèöå, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàj�3 + �2�m� ��2n+ �3j = 1:Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óçíàòü, êàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïèñàííîãî âûøå âèäàáûâàþò, íóæíî íàéòè âñå ïàðû íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñåë � è �, äëÿ êîòîðûõñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà m è n, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ïîñëåäíåå òîæäåñòâî.Óòâåðæäåíèå 18.6. Ïóñòü � è � öåëûå íåíóëåâûå ÷èñëà. Öåëûå ÷èñëà m è n,ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî j�3+�2�m���2n+�3j = 1, ñóùåñòâó-þò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà �3 � 1 íàöåëî äåëèòñÿ íà � è �3 � 1154



íàöåëî äåëèòñÿ íà �, èëè �3+1 íàöåëî äåëèòñÿ íà � è �3+1 íàöåëî äåëèòñÿíà �.Îáîçíà÷èì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ ïðèõîäèòñÿ ðàñ-ñìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ. �àññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé.�àâåíñòâî �3 + �2�m� ��2n + �3 = 1 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó�m� �n = 1� �3 � �3�� ;ïîñêîëüêó �; � 6= 0. Åñëè �3� 1 íàöåëî äåëèòñÿ íà � è �3� 1 íàöåëî äåëèòñÿ íà�, òî ñïðàâà öåëîå ÷èñëî, à, êðîìå òîãî, ÷èñëà � è � âçàèìíî-ïðîñòû. Ñëåäî-âàòåëüíî, m è n ñóùåñòâóþò. Îáðàòíî, åñëè òàêèå m è n ñóùåñòâóþò, òî ñëåâàöåëîå ÷èñëî, è ïîýòîìó 1� �3 äåëèòñÿ íà �, è 1� �3 äåëèòñÿ íà �.Ñëó÷àé �3 + �2�m� ��2n+ �3 = �1 ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Ïî-âèäèìîìó, è â äðóãèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ îïåðàòîðîâ Am0+�s;n0+�s, ãäås 2 N , (ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäëîæåíèÿõ 18.1�18.5) �óíäàìåíòàëüíûåîáëàñòè èìåþò ìíîãî îáùåãî (íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ è èõ òè-ïû).Ïåðå÷èñëèì ïàðû (�; �) ñ 10 � � � � � �10, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèþ óòâåðæäåíèÿ 18.6 (ïîìèìî îïèñàííûõ â òåîðåìàõ 18.1�18.5): (3; 2), (7;�2),(9;�2), (9; 2), (7;�4), (9; 4), (9; 5), (9; 7).Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì òàáëèöó, â êëåòêàõ êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ ïîñòðîåí-íûå â ýòîé ðàáîòå òðèàíãóëÿöèè ïàðóñîâ, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ ñîäåðæèòòî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (0; 0; 1), ñì. ðèñ. 34. Â êëåòêå, ðàñïîëîæåííîé íà ïåðåñå-÷åíèè ñòðî÷êè ñ íîìåðîì n è ñòîëáèêà ñ íîìåðîì m, èçîáðàæåíà òðèàíãóëÿöèÿòîðà ïàðóñà äâóìåðíîé öåïíîé äðîáè êóáè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòè, ïîñòðî-åííîé ïî îïåðàòîðó Am;n. Ïðè ýòîì, åñëè îäèí èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêî-ãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà ðàâåí 1 èëè �1, ïîìå÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ êëåòêóçíà÷êîì � èëè # ñîîòâåòñòâåííî. Ñâåòëî-ñåðûì çàêðàøåíû êëåòêè, ñîîòâåò-ñòâóþùèå îïåðàòîðàì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû êîòîðûõ èìåþò ïàðóêîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé. 155
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