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��������� ���������	
� ������ ������ ��� ����� �������� ������� ��� ��
���������� �������� �� � ��� �	 �������������� ��������� �������� �� �������
������ �	 �� ������ �	 �������� ��������� �� � ��������� ��� �� ����������
�������� �� ���� ������� �������� 	�� m ∈ [Fn, Fn+1) �������� �� ���������
����� 	�� ������ ��� m �� n → ∞�  ��� ������� ������� ��� ����� 	�� ���� ����
������������ �������� ���� 	������ �� ������� ����������� 	�� �� ������ �	 ����
����� �� �� ������� ��� ��������  � ������ ������� ����������� ��� ��� ������
������� ��� ����� ��������� ����� �� �� ���������� ��� �������� �	 ��������!��
���������	 �������������� ������� �� ���� ������ ���������� ����������
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��
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� � � � � � � � � 	 
��� ����� ��� ���������� �������� ���� ���� ������� ���
����� ��� �� �������� ������� �� � ��� �	 �������������� ��������� �������
{Fn}∞n=1� ����� F1 = 1� F2 = 2 ��� Fn+1 = Fn + Fn−1� ��� ���� ���� ��������
�� ��������� �� ���� ��������� �	 ��� ���������� ��	 �� ���� ��� ���� ������
F0 = 0� F1 = 1 ��� F2 = 1� ���� ������� ���� �������������� ��� ��� ���
���� ������ ! ���������	"� ������� ��� ���� ��������#�� �� ����� ����������
��� ����� ������ 
$�� %��� %%&''(� %%&'(� %)� )*� )*+,� -��.� -��/�!

"#$# %������ � � � &�� ' � � � ( �� � � � 	 � � � � � ��) *������) $$+,-� $$+#./ &��������)
0.1,#� 0#+$#�
2�������) ���������	 ��������������� ���������� ��� ��������� 34��
� (���������
�� ������ ���� �� 56% 789� �������� �� &%533 789 ���  ������� (������� ���  ���
*���� 	�� �������� �������� ��� �� ��	���� 	�� ���	�� �������� �� �� ������� ���	�� �� :���
��� ���� ����� ������ ���� ��������� �� ;&� ����� <%&$,=>?#=� ��� �� :	� �����
����� �� ;&� ����� <%&$"0.0>,� ��� ������� ��� ���	����� ���� �� 	���� �����
����� ��� � ;������� 7������ (������ 7������ 5����������� 5���� �� 9&%5@573�
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'��� ������� ����� ���� ��������� {an} ������ �� �������� ������ �����������
���� �� ������ ��������������� ���� ��� ������ �	 �������� �	 m ∈ [an, an+1)
��������� �� � )������� ����� 	�� �1������ 
2*� '3� ��� ��� ������ ���
������� ��������� �� ��������� ����� ���� 
44)52'*� 452'*� ! 5� �� �����	�
������� ������ �� 	���� �� ��� ������ ��� �������� ������ ���� ��� ���������
��� �������� ���������� �� ���� m6 �� ���� ���� �� ������� � ������� ��� �	 ����
������� ����� ��7�� �� ���� ����� ��������� �������� ������� ������ ������
�� ��������� �����!

3� ���� �� ����� ���������� �� ��� ��������� ����� ���� ����� �� ������
��� ���������! 3� ������ �� ��� � �������� ���������� ������� �������� {bn}
��� � ������������� ���� ���� ����� �� ������ �������������! ��1 ���������
c1, d1, c2, d2 ���� ���� In := [bc1n+d1

, bc2n+d2
) �� � ����������� ������� 	�� ���

n > 0! 2�� δ(x− a) ������ ��� %���� ����� 	��������� ���������� � ���� �	 . ��
x = a ��� 8 ��������� � k(z) �� ��� ������ �	 �������� �� z"� �������������
�z = b�1 + · · ·+ b�k(z)

)� ��� ��� ����� ������ �	 ���� 	�� ��� z ∈ In ��

Ngaps(n) :=

bc2n+d2
−1∑

z=bc1n+d1

(
k(z)− 1

)
. �.!. 

�
 ����� �����
 	�
 �������� ��
 ���
�
� ���� 	�
 �
��	 	� 	�
 ��
�	
�	� ��

�1 ≤ �2 ≤ · · · ≤ �k(z).

• ������� ��� �
����
� 3� ����� ��� ������� ��� ������� �	 � z ∈ In ��

νz,n(x) :=
1

k(z)− 1

k(z)∑
j=2

δ
(
x− (�j − �j−1)

)
�.!/ 

�	 k(z) > 0 ��� δ(0) �	 k(z) = 06 ���� ���� ��� ������ �	 z ∈ In ����
k(z) = 0 ��

• ��
���
 ������� ��� �
����
� *�� ������ ������� ��� ������� 	�� ���
z ∈ In ��

νn(x) :=
1

Ngaps(n)

bc2n+d2
−1∑

z=bc1n+d1

k(z)∑
j=2

δ
(
x− (�j − �j−1)

)

=
1

Ngaps(n)

bc2n+d2
−1∑

z=bc1n+d1

(
k(z)− 1

)
νz,n(x). �.!9 

2������ Pn(g) ������ ��� ����������� �	 � ��� �	 ������ g ����� ��� ����

/:
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	��� ��� �������������� �	 ��� m ∈ In� �� ���

νn(x) =

c2n+d2−1∑
g=0

Pn(g)δ(x− g). �.!; 

• ����	��� ��
���
 ������� ��� �
����
� ����	��� ��� ���������	�
�� 5	 ���
������ �1���<

ν(x) := lim
n→∞ νn(x), P (k) := lim

n→∞Pn(k). �.!= 

•  �����	�� ����	��� ��� 	�� ����� ��� g1, g2 ≥ 0

Xj1,j1+g1,j2,j2+g2(n)

:= #

{
z ∈ In :

bj1 ,bj1+g1
,bj2 ,bj2+g2

�� z�� ����	
��������

�� ��� bj1+q ,bj2+p ��� 0<q<g1,0<p<g2

}
. �.!> 

3� ��������#� ��� ���� �� 
452'*�! *�� ������� ����� ������������ �� �
������� ����� �	 �����������6 ��� ��������� ��� ������� ��� ����� �� ��� ���
������ ����� ������� ���������� ��� �� ������! 5� �������� �� ������� 	�� ���
�	� ������� ������� ������ ������������ ���� ���� 	�� ��� ������� ���� �� ��� m�
����� ������� �	 
%��?',,�! @�� ������ ����� ���� ����� 	�� ���� ���������
������� ������ ������������� ���� 
A�?'+� 6 �� ��� ����� �� ��� �������
�� ���� ����� �� � ������� �������������� 	��������� ����������� 	��� � ������
���������� ����� ������ �1���� ��� �� ����� ����� ������� ����!

5� ��� ������� ��� ����	� ������ �� ��� ����@� ��� � �������� ������������
����6 ���� f(x) = O(g(x)) ��� f(x) � g(x) ���� ���� ����� �1���� � ��������
C ��� �� x0 ���� ���� 	�� ��� x ≥ x0 �� ��� |f(x)| ≤ Cg(x)! 4� f(x) = o(1)
�� ���� limx→∞ f(x) = 0! 3� ��� ��� ����	 ���� ��� ������ �	 ��������
������� �� ����� �������� ����������� �� ���� �� ���� ������� �� ��� ����� �	
��������� ��� ������ �� ��� ����	 �� �������! 3� ���� ������ ���� ��� 	�� ����
���� ��� �1����� ��� ������� �� ����� ������������� ����� � ���� ������ �
����� ������������ ������ �� �� ������ ��� � k(z) − 1 �� ��� ����������� ��
���� ���� �� ���� ����� ����� 6 �� �������� ���� �� ��� � ������� �� �� ��� �����
�	 �������� ��� �������� ���� ���� |In| ����� �1����������� ��� ��� ������ �	
z ∈ In ���� B��� ��� ������� ����� ��������!

������� ���� !�� z ∈ In� 	�
 ���������� ��� �
����
� νz,n(x) ����
��
 ��"
���	 ���
� �� ���	����	��� 	� 	�
 ��
���
 ��� �
����
 ν(x) �� 	�
 ��������� ����#

�. $�
 �
%�
��
 {bn} �� � �	���	� ����
����� �
%�
��
 �� ��	
�
��� 	�
�
 �� �
�
�������	��� ���
 ���� 	��	 
�
� ����	��
 ��	
�
� ��� � ���%�
 �
�����"
��	��� �� 	
��� �� 	�
 bn&� '��	� 	�
 �������� ���
(
� ���� 	�
 �����
�	
	� 	�
 ����
�	)� ���

k(z) � n ��� ��� z ∈ In.

/C
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!��	�
�� �� Sn �� 	�
 �
	 �� z ∈ In ����� ���
 
(��	� ��
 ������� �� 	�
��
�
�������	���� 	�
� |Sn|/|In| = o(1)#

�/ $�
 ����
� �� �������� ��� �
�������	���� �� z ∈ In ����
��
 ����	"
���
 	� � �������� ��	� �
�� μn = cmeann + O(1) ��� �������
 σ2

n =
cvarn + O(1)� ��� ����	��	� cmean, cvar > 0 ���
�
��
�	 �� n '��� �� �

�� ��	 ���
 ����	���
 ����
��
��
 ��	 �	��� ���
 ����
��
��
 	� ������
���	����	����� 	�
�
 
(��	� � δ ∈ (0, 1/2) ���� 	��	 	�
 ���������	 �� �
���
�	 �
��	 nδ �	������ �
���	���� ���� 	�
 �
�� �
��� ���	
� 	��� 1/n1+ε

��� ���
 ε > 0)#

�9 �
 ���
 	�
 ���������� ��	� limn→∞
∑

g1,g2
error (n, g1, g2) = 0<

2

|In|μ2
n

∑
j1<j2

Xj1,j1+g1,j2,j2+g2(n) = P (g1)P (g2) + ����� (n, g1, g2). �.!0 

�; *�� ������ �� D������� �.!= �1���!

�� 	���� �� � !��!" ���

3� ���� ��� 	�������� ����������! 3� ��� ��� �������� �������#����� ����
��� �������������� 	������� �	 � ������ ������� X ���� ������� fX ��

f̂X(t) := E
[
eitX

]
=

∫ ∞

−∞
eitxfX(x) dx. �/!. 

• ν̂z,n(t)< *�� �������������� 	������� �	 νz,n(x)!

• ν̂(t)< *�� �������������� 	������� �	 ��� �������� ������ ��� ���������
���� ν(x)!

• Ez[. . . ]< *�� �1������ ���� ��� z ∈ In ���� ��� ���	��� �������<

Ez[X] :=
1

|In|
bc2n+d2

−1∑
z=bc1n+d1

X(z). �/!/ 

•  �����	�� ����	��� ��� ��
 ���< ��� g ≥ 0 ���

Xi,i+g(n) = #{z ∈ In : bi� bi+g �� z"� ��������������

��� ��� Gi+q 	�� 0 < q < g}. �/!9 
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���	�
���� ���� �
 ���


lim
n→∞

Ez

[
ν̂z;n(t)

]
= ν̂(t). �/!; 

����� ������ ���� ���� k(z) > 1,

ν̂z,n(t) :=

∫ ∞

0

eixtνz,n(t) dx =
1

k(z)− 1

k(z)∑
j=2

eit(�j−�j−1), �/!= 

����� z = b�1 + · · ·+ b�k(z)
. *����	���

Ez [ν̂z,n(t)] =
1

|In|
bc2n+d2

−1∑
z=bc1n+d1

1

k(z)− 1

k(z)∑
j=2

eit(�j−�j−1). �/!> 

����� ���� �
 ���


lim
n→∞

1

|In|
bc2n+d2

−1∑
z=bc1n+d1

(
(k(z)− 1)− μn

(k(z)− 1)μn

) k(z)∑
j=2

eit(�j−�j−1) = 0, �/!0 

��
�
 �
 ����	 	�
 ����
�	��� 	��	 ��� �� z ∈ In ��	� k(z) = 1 	�
 �������
�� *��	 1 '�� 	�
 ����
�������� ������� �
����
 �� *��	 � �
�	� ����
 �	 0)#

, � � � 	! 3� ����� ���� ����� ����� �� ��� 	�� ���� k(z) �� 	��� ��� ����!
��� 0 < δ < 1/2

In(δ) :=

{
z ∈ In : k(z) ∈

[
μn − (cvarn)

1/2nδ , μn + (cvarn)
1/2nδ

]}
. �/!: 

���� �< 2�� z ∈ In(δ)! *��� k(z) �� ����� �� μn! $� k(z) � n�

1

|In|
bc2n+d2

−1∑
z=bc1n+d1

z∈In(δ)

(
(k(z)− 1)− μn

(k(z)− 1)μn

) k(z)∑
j=2

eit(�j−�j−1)

� 1

|In|
bc2n+d2

−1∑
z=bc1n+d1

n1/2+δ

n2

k(z)∑
j=2

eit(�j−�j−1)

� |In|n
n3/2−δ|In| = n−1/2+δ, �/!C 

����� ��� ���� ���� 	������ ������� k(z) � n!

9.
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���� �< 2�� z ∈ In \ In(δ)! 4� ���������� ��� ������ �	 z ∈ In \ In(δ)�
����� k(z) = 1 ������ �� In �� o(1)� ��� ���� ������ ���������� ����� ���
������������ �	 ���� z �� �/!0 �� o(1)! ?����	���� �� ������ k(z) > 1!

����� �� ���� ���� ��� ���� ���� ��� ������ �	 �������� �������� ���������
�� � )������� ���� ���� μn = cmeann+ O(1) ��� ������� σ2

n = cvarn + O(1)!
��� ��7������� ����� n �� ��� cvar

2π n ≤ σ2
n ≤ 2cvarn� ��� ���� ��� �����������

���� z ∈ In �� �� In \ In(δ) �� ������� ��

2016 · 2
∫ ∞

c
1/2
var n1/2+δ

(2πcvarn/2π)
−1/2 exp

(−t2/2 · 2cvarn
)
dt

� n−1/2e−n2δ/4 �/!.8 

��� �� ��� ���� �� �� ��� ����	�� ���� �� ���� �� � ������������ ����� ����� ����6
���� �� ��� ������� ��� ����������� �� /8.> ����� ��� �������� �	 � )��������
����� �� ��������� ��� ������� �� ��� �1��������� ��� ��������� �� �� ��� ����
����#����� �������� �� ����� �� �������� ��� �������� ! *����	��� ��� ������ �	

�������� z ∈ In \ In(δ) �� ������� �� 2016|In|e−n2δ/4. *���� ����������� ����
�� ��� ������ k(z) > 1 �� ����� �� �� ������� �� #��� ������

1

|In|
bc2n+d2

−1∑
z=bc1n+d1

z/∈In(δ)

(
(k(z)− 1)− μn

(k(z)− 1)μn

) k(z)∑
j=2

eit(�j−�j−1)

� 1

|In| · |In|e
−n2δ/4 · n = ne−n2δ/4, �/!.. 

����� ����� �� #��� �� n → ∞ ��� ����� ��� �����!

5	 ��� ���������� ���� ��� ��������� ��� ������� �� ��� ��� �����������
�	 ����� ���� ���� nδ �������� ��������� ���� �������� 	����� ���� 1/n1+ε

	�� ���� ε > 0� ��� ���� ������ �� ���� ��� ��� ��	� ���� ���� �	 �/!.. ��
O(1/nε)� ����� ����� ����� �� #��� �� n → ∞ ��� ���� ��� ���� �	 ��� ��������
�� ���������! �

*������ � ������� �������� �� ���

����� ����

lim
n→∞

1

|In|
bc2n+d2

−1∑
z=bc1n+d1

(
(k(z)− 1)2 − μ2

n

(k(z)− 1)2μ2
n

)⎛⎝k(z)∑
j=2

eit(�j−�j−1)

⎞⎠2= 0. �/!./ 

9/
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3� ��� ��� �������� ��� ����	 �	 ,���������� /!. �� 	������!

, � � � 	 � 	 , � � � � � � � � � � /!.! 4� 2���� /!/� �� ������� 1
k(z)−1 ���� 1

μn

���� ���������� �����<

Ez [ν̂z,n(t)] =
1

|In|
bc2n+d2

−1∑
z=bc1n+d1

1

k(z)− 1

k(z)∑
j=2

eit(�j−�j−1)

=
1

|In|μn

bc2n+d2
−1∑

z=bc1n+d1

k(z)∑
j=2

eit(�j−�j−1) + o(1)

=
1

|In|μn

c2n+d2−1∑
g=0

c2n+d2−g∑
j=1

Xj,j+g(n)e
itg + o(1)

=

c2n+d2−1∑
g=0

Pn(g)e
itg + o(1), �/!.9 

���� ��� ���� �������� 	������ �� ���������! *���

lim
n→∞Ez

[
ν̂z,n(t)

]
= lim

n→∞

(
c2n+d2−1∑

g=0

Pn(g)e
itg + o(1)

)

=

∞∑
g=0

P (g)eitg = ν̂(t), �/!.; 

����� ��������� ��� ����	! �

���	�
���� ��	� �
 ���


lim
n→∞Varn(t) := lim

n→∞Ez

[(
ν̂z,n(t)− ν̂n(t)

)2]
= 0. �/!.= 

, � � � 	! +��� ����

Varn(t) := lim
n→∞Ez

[(
ν̂z,n(t)− ν̂n(t)

)2]
= Ez

[
ν̂z,n(t)

2
]− ν̂n(t)

2. �/!.> 
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3� ���� ���� limn→∞ Ez

[
ν̂z,n(t)

2
]
��E��� 	���

ν̂(t)2 =

∞∑
g1=0

P (g1)e
itg1

∞∑
g2=0

P (g2)e
itg2

=
∑
g1,g2

P (g1)P (g2)e
it(g1+g2) �� o(1)! �/!.0 

2�� g1 ��� g2 �� ��� ��������� ���� �������� �� ��� ������� j1 ≤ j2! 3� ���

Ez

[
ν̂z,n(t)

2
]

=
1

|In|
bc2n+d2

−1∑
z=bc1n+d1

1

(k(z)− 1)2

k(z)∑
r=2

eit(�r(z)−�r−1(z))

k(z)∑
w=2

eit(�w(z)−�w−1(z))

=
1

|In|
1

μn

⎛⎜⎝2∑
j1<j2
g1,g2

Xj1,j1+g1,j2,j2+g2(n)e
itg1eitg2+

∑
j1,g1

Xj1,j1+g1(n)e
2itg1

⎞⎟⎠
+ o(1). �/!.: 

*�� ���� ���� 	������ �� 2���� /!9 ���� / �� 	��� j1 < j2 ! *�� ��������
���� ���� ��� ���������� �� ��� ����� �� ��� ����������� �� �	 ����� n2|In| ���
��� ��� ∑

j1,g1

Xj1,j1+g1(n)e
2itg1

�� �	 ����� n|In|! F���� ��� ������ ��������� 	��� *������ .!. ����

lim
n→∞Varn(t) = 0.

�

, � � � 	 � 	 * � � � � � � .!.! 2G�"� ��������� ���� 
�)�� ���� 9>. ������ ����
�	 � �������� �	 ������ �������� {Rn} ����� �������������� 	�������� {φn}
������� ��������� �� φ� ����� φ �� ��� �������������� 	������� �	 ���� ������
������� R� ���� ��� ������ �������� Rn ������� �� R �� ������������! 5� ���
����� ,����������� /!. ��� /!; ����� ���� A�������"� *������ ��������� ���
����������� �	 ����� s �������� ��������� 	��� ��� ���� �� 1/s2 ������ ����
	�� ��� ε > 0� ������ ��� �	 ��� �������������� 	�������� ν̂z,n(t) ��� ������ ε
�	 ν̂(t)! *��� �� ��� ���� � ������ �	 z ∈ In ����� ��� ��������� ��� �������
�	 ���� z ������� �� ��� ������ ������� �� n ����� �� ������� ��� ������ ���
z ∈ In ��� ������! �

9;
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