uniform
distribution
theory

Uniform Distribution Theory 9 (2014), no.2, 135-156

COMMENT ECRIRE LES NOMBRES RELATIFS
DANS UNE BASE QUI N’EST PAS ENTIERE

ANNE BERTRAND-MATHIS

REsuME. Nous associons & chaque nombre réel f > 1 un systéme de numé-
ration qui nous permet d’écrire tout entier relatif m de Z dans la base —f :
m = a1Ky 4+ -+ + apy1Ko ot (Kn),>o est une suite de numération telle que
limy, 00 Knt1/K, = —f; les mots a1 ...ag41 obtenus sont les mots ne commen-
gant pas par 0 du langage d’un systéme dynamique qui se trouve étre celui du —f3
shift. Avec une relation d’ordre adaptée, la bijection entre les mots du langage
et Z devient une bijection croissante. Les développements peuvent s’obtenir au
moyen d’un algorithme glouton.

Nous définisssons aussi une substitution associée & ce systéme de numération.

ABSTRACT

To each number 8 > 1 we associate a numeration system which allows us to
write any number m of Z in base —§ : m = a1 K+ - -+ap41 Ko where (Kp), >0 is
a specific sequence which satisfies limy, o0 Kn+1/K,, = —f; the words a1 ...ag4+1
that we obtain are the words without leading O of the language of a dynamical
system, the —f shift. With an adapted order, the correspondance between the
words of the language and Z becomes an increasing bijection.

We also define the corresponding —f substitution.

Communicated by Pierre Liardet

1. Introduction

Tout entier naturel m s’écrit de fagon unique en base 10 sous la forme m =
2010%F + 2110~ + .. + 25, avec x; € {0,...,9}, 7o # 0, et une condition sur les
restes : pour tout h < k, x4_,10" 4+ - - - 4+ o < 10"H1

Notons Lyp I'ensemble {zg...zp; k=1,2,3,..., 20 # 0, z; € {0,...,9}} et
munissons le de la relation d’ordre lexicographique usuelle : xp ... 2 < yo...yn
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sik < houk=hetil existe r avec xg...x, = yo...Yyr €t 11 < yrr1. Alors
Papplication f de Lig dans N*|

flxg...xp) = xol0F 4+ - + 2y,

est une bijection croissante de Lyg sur N*.

Ce procédé se généralise a toutes les bases réelles § > 1 : étant donné un
nombre réel S > 1 on peut écrire les entiers naturels en base 5 de fagon raison-
nable; en 1972 Zeckendorf [18] a donné un algorithme fournissant le développe-
ment d’un entier m dans la base (14 /5)/2 :

m = 21Gy +22Gp_1 + -+ 241Gy

ol (Gp)n>0 est la suite de Fibonacci Go = 1, G; = 2 et pour k > 2, G, =
Gr—1 + Gr_o; la suite finie z;...xr41 est obtenue au moyen de I'algorithme
glouton, les x; prennent les valeurs 0 ou 1 et dés que z; = 1, ;5.1 = 0; ces suites
sont les mots ne commencant pas par 0 du langage d’un systéme dynamique
symbolique dit Systéme de Fibonacci. Ceci peut s’étendre & toute base 5 > 1 a
I'aide du [-shift [3]; nous cherchons dans ce travail & écrire les entiers relatifs
dans la base —f.

Grinwald [7] a montré que tout entier m € Z peut s’écrire comme suit en
base —2 : m = x1(—2)" + 29(—2)F "t + ... — 22 + w441 o0l ; € {0,1}; 0 et 1
représentent 0 et 1,10 et 11 représentent —2 et —1,100, 101,110, 111 représentent
4,5 ,2,3; avec un ordre adapté (voir plus loin) I'application entre mots et
nombres devient une application croissante. Le méme procédé vaut pour toute
base —b ot b € N. Nous appuyant sur le — shift introduit par Ito et Sadahiro [8]
nous allons décrire au Théoréeme 1 du paragraphe 4 un systéme de numération
des entiers relatifs dans la base —f pour tout 5 > 1; ce systéme est analogue a la
fois a celui de Grinwald et & celui décrit dans [3]. Son énoncé nécessite quelques
définitions préalables.

2. Langages et Systemes Dynamiques.

Nous appelons alphabet A un ensemble fini A; ses éléments sont appelés
lettres ; une suite finie de lettres est appelée mot ; la longueur d’un mot u est le
nombre de lettres qu’il contient, nous la noterons | u |. L’ensemble des mots sur
A muni du produit de concaténation (le produit de a; ...... ap et by...by est
ay ...agby ...by) est le monoide libre A*; le mot vide est noté € , sa longueur est
nulle ; a® est le mot contenant k fois la lettre a et a” est le mot vide ; I’ensemble
des mots infinis x1 2923 ... sur A est noté AN. Etant donné un mot w sur A, nous
noterons w™ le produit de concaténation de n mots égaux a w, et w> le produit
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infini wwwww . ... Un mot de la forme vw™ est dit ultimement périodique ; un
mot purement périodique est un mot de la forme w>. Un mot fini a est dit
facteur d’'un mot fini ou infini b §’il existe deux mots u et v tels que b = uav.

On munit 1’ensemble AN de la topologie produit de la topologie discréte sur
A et du shift T : (z)n>1 — (Tnt1)n>1; un systéme dynamique symbolique [4]
est un sous-ensemble fermé T-invariant de AN (ou A% ); ¢'il est pris dans A
il est dit unilatéral et s’il est pris dans A% il est dit bilatéral. Etant donné un
systéme dynamique symbolique X nous appelons langage du systéme 1’ensemble
Lx des mots a qui sont facteurs d’au moins un mot infini de X. Un langage
est le langage associé a un systeme dynamique symbolique si et seulement si il
est factoriel (il contient tous ses facteurs) et prolongeable (pour tout a € Lx on
peut trouver deux lettre b ¢ telles que bac € Lx ); un langage est dit transitif si
dés que a et b sont dans Lx on peut trouver un mot fini ¢ € X tel que acb € Lx
et dans ce cas nous disons que le systéme est transitif. L’entropie h d’un systéme
dynamique symbolique transitif est la limite lorsque n tend vers 'infini de 1“%
ol w, désigne le nombre de mots de longueur n du langage associé. Lorsque
limy, 00 “’w—:l existe cette limite est alors In h.

A un méme langage correspondent un systéme bilatéral et un systéme unila-
téral ; ils ont des propriétés trés voisines. [to et Sadahiro définissent le —f3 shift
comme un systéme bilatéral, nous considérerons sa version unilatérale, ceci est
sans conséquence.

3. Le —3 développement des nombres de I3 et le —f shift.

3.1. Le —( shift et ordre alterné.

Etant donné un nombre réel x nous désignerons par [z] et {x} ses parties
entiére et fractionnaire.

L’ordre alterné sur l’ensemble des suites : Soit A ={0,1,...,[3]} muni
de la relation d’ordre usuelle (0 < 1 < --- < [5]); Soit E l'ensemble des suites
infinies x1x9x3. .. sur {0,...,[f]}; définissons un “ordre alterné “ sur E comme
suit :

(xn)n21 < (yn)nzl — Jk > 1,V’L < kaxi =Y et (_1)k(xk - yk) <0
La relation d’ordre large sera notée <.
Les suites (dn), 5 (d,),>; et la transformation T _g.
Soit b =/ un nombre entier > 1; nous poserons (dy),~; = b> et (d},),~; =

((b —1)0).
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Soit # > 1 un nombre réel n’appartenant pas a N; nous allons définir deux
suites (dn),>; et (dy,),>, attachées a 3 a l’aide de la transformation T'_g ; soit
I Vintervalle semi ouvert de longueur 1 [
réel x appartenant a I

EESE ,8+1[ et posons pour tout nombre

B
T g(x) =—Bx — T+
(@)=~ |-+ 55
T_5 () est aussi 'unique réel congru a —fx modulo un dans I'intervalle Ig,
lequel est semi ouvert et de longueur 1. La transformation T'_g(z) envoie I3
dans lui méme et a pour entropie In j3.
Ito et Sadahiro [8] ont montré que tout nombre réel = appartenant a Ig peut
s’écrire de fagon unique et de facon algorithmique
Z1 T2 Z3 L
BB B (=B)"
ou pour tout i, x; = [— 6Tﬁj31 (z) + %} Nous appelons —f développement du
réel x appartenant a Iz la suite d_g () = (x1)1>1 ; les x; sont des entiers compris

entre 0 et [3]. L’algorithme appliqué a fournit une suite (d»),,, appelée “—p3

/3’+1

- développement de B—ﬁ” ; cette suite joue un role central dans notre théorie ; on
=B _ d d dj -
a gy = —I—————I— -+, et pour tout k > 1, — k“—l— k+2— ’é§5+--- € Is.
De plus m —|— B z 4+ % — -+ . Nous aurons besom d une précision sur la

suite (dn), >

Lemme 1. soit § > 1 un nombre réel, et (dn)n21le —pB développement de

5_—4;61 ; la suite (d, )n>1 ne peut pas etre égale a (dy .. .dapt1)" avec d2p+1 =0.

Preuve : Sinon on aurait — 2%“ + dfé’% — .- ¢ Ig car cela vaut m qui est
I'extrémité exclue de l'intervalle semi ouvert I ©.

Nous aurons aussi besoin d’une suite auxiliaire :

Déﬁnition 1. Soit B > 1 un nombre réel, et (d,),~, le —3 développement
de 3 1 (ou la suite (b(0)™) si 8 est un entier b) ; nous appellerons suite carac-
temstzque de —f3 la suite (d,),,~, ainsi définie :

- Lorsque (dy,),~, n’est pas purement périodique de longueur impaire,

(dmnzl = (d”l)n>l

- Lorsque (dn),,>, = (di ... dap+1)> est purement périodique de longueur im-
paire 2p + 1, on pose (d},),~, = (di...dop(dopt1 — 1)0)>° qui est de période
2p+2; si f=0b€N, on obtient ((b—1)0)>°

On a alors (dy),~q < (d}),>1 -
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Le lemme 1 nous assure que dopy1 — 1 est bien > 0. La période 2p + 1 est
bien sur choisie minimale dans cette définition.Par ailleurs (d}), - est encore
une [-représentation de ﬂ_—ﬂ : ﬂ_—ﬂ = —% + % —

Lorsque (dp),~; = (d1...d2pt1)> est purement périodique de longueur im-
paire 2p + 1, nous dirons par abus de langage que nous sommes dans le cas
périodique impair.

Proposition 1. (Ito-Sadahiro) [8] : Soit 5 > 1 un nombre réel, soit (dy), >,

=B glors pour tout k >1 :

le —( développement de T

dydadsg ... = dkdk+1dk+2 S (1)

et de méme
dydsdy ... < dj Z+1d2+2 ... (lbis)

Si l'on n’est pas dans le cas périodique impair une suite (z,,),~, est le —f
développement d’un nombre réel x € Ig si et seulement si pour tout k > 1
Tk € {O,l,...,dl} et :

didods ... R xkTpy1 ... < 0dyds ...

et une suite (xy,),~, appartient au —Bshift si et seulement si
d1d2d3 N j TELk+1 - - -

Dans le cas périodique impair ot la suite (dy,), , est de la forme (dy ... dapt1)™
ou p est choisi minimal une suite (x,),~, est le —f développement d’un nombre
réel x € Ig si et seulement si pour tout k> 1 x € {0,1,...,d1} et :

didads ... < TeTlyl .- = (Odldg e dgp(d2p+1 — 1))00

elle appartient au — Bshift choisi par Sadahiro si et seulement si pour tout k > 1
didods ... R Xk Tpyy ... = (Od1d2 R dgp(dgp_H — 1))00

Le choiz du systéme dynamique X_g.
Nous utiliserons la méme version du —fshift que Sadahiro dans le cas non
périodique impair et une version un peu différente dans le cas périodique impair.

139



ANNE BERTRAND-MATHIS

Dans le cas périodique impair on vérifie aisément que dés que le mot (d . . . dapt1)
apparait dans une suite (z,,),,~; du —pshift de il est suivi de (d; ... dop41)>; si
I'on interdit le mot (d; . .. dap41) on élimine les mots finissant par (d . . . dapy1)™
et on conserve tous les autres. Mais les mots ne contenant pas (di ...dsp41) se
trouvent dans le —gshift au sens de Sadahiro si et seulement si pour tout k

*
dldgdg LR LLk+1Tk+2 - - -

et ceci nous ameéne a choisir ainsi :

Définition 2 : le —pshift. Soit 8 un nombre réel > 1, soit (d,,),~, le —f
—B B
B+1
—Bshift X_g Uensemble des suites (xn)n21 telles que pour tout k > 1 , x €

[0, dl] et :

développement de et soit (dfl)n21 la suite caractéristique; nous appellerons

c’est a dire, dans le cas non périodique tmpair :
d1d2d3 e j LpLl41 - -

et dans le cas périodique 1mpair;
d{dgdg . j LpLl41 - -

Muni du shift T : (x,,),,>; ¥ (Tnt1),,>; » X—p est un fermé T—invariant
de {0,...[B]}, c’est un systéeme dynamique symbolique.

Nous noterons L_g le langage de ce sytéme dynamique et L l'ensemble des
mots de L_g ne commengant pas par un 0 (L contient le mot vide € dont la
longueur est 0).

C’est le langage L associé & ce systéme dynamique qui nous servira a écrire
les nombres relatifs dans la base —f.

Tout réel  de I3 posséde un unique —f développement dans le systéme choisi
par Sadahiro; certains 2 ont un développement qui finit par (d; ...dy, 1) qui
n’appartient pas au systéme choisi par nous (mais on trouve tout de méme dans
notre systéme X_g une suite (zn),,», vérifiant v = —F + 23—+ g+,
qui n’est pas obtenue via ’algorithme).

Remarque. Si B = b > 2 est un entier le —b développement de —b/v-+1 est
(b)> et la suite (d),~,; est ((b—1)0)™; les b—développements sont alors les
suites sur {0,1,...,b— 1}. Le systéme dynamique est I’ensemble des suites sur
{0,...,(b—1)}, le langage contient alors tous les mots sur {0,...,(b—1)}.
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Remarque concernant le cas périodique impair : notre choix est cohérent avec
la théorie faite par Griinwald dans le cas des entiers. Examinons par exemple le
cas B =2;(dy,),~, est égalea (2)™ et (d}), >, est égalea (10)™ ; nous choisissons
pour systéme I’ensemble des suites (mn)n;l telles que 101010... = TxTpy1 .- -
qui est ’ensemble de toutes les suites de 0 et 1; Griinwald utilise I’ensemble des
mots sur 0 et 1 alors que dans le systéme choisi par Sadahiro

222222+ < zpaps1 -+ < 010101 - - -

figurent tous les mots m2° o m est un mot sur {0,1} .

Lemme 2. Soit H,, le nombre de mots de longueur n de L_g; alors H, est
égal au nombre de mots de L de longueur inférieure ou égale a n.

Preuve : On vérifie aisément que si v est un mot de £ (ou de L_g) le mot
0"u est encore dans L_g puisque 0 < d; ©.

Proposition 2. [6] L’entropie du —f shift ainsi que Sadahiro le définit est
égale a InS.

Lemme 3. Dans le cas périodique impair la définition de X_g différe sen-
siblement de celle de Sadahiro mais Uentropie de X_g est encore égale a In3

Preuve : Le —f shift ainsi que Sadahiro le définit est intrinséquement er-
godique [9]; son unique mesure maximale est ergodique et donc presque tous
les points sont génériques; si le mot (dy ... dgpy1) apparait il est suivi de (d; ...
... dap41)> et ne peut etre générique : par suite la fréquence du mot (d; . .. dapt1)
est nulle dans presque tous les points et la mesure maximale est portée par l’en-
semble des suites ne contenant pas ce mot (voir [4] ou [11]pour les aspects liés a
la théorie ergodique) <.

Remarque. Si (3 est inférieur & (1+V5)/2 le langage L n’est pas transitif; tous
les mots 0" sont par exemple dans le langage alors que une fois que 1 est apparu
dans la suite (z,),,~; seul 00 peut apparaitre et jamais 000; ce phénoméne a
d’intéressantes conséquences sur les mesures invariantes sur le —3 shift [8] [9]
mais n’affecte pas notre systéme de numération.

L’ordre alterné sur ’ensemble £ des mots finis ne commencant pas
par 0

Etant donné deux mots u = u;...u, et v = v1...v, tels que uy et vy sont
tous deux différents de 0 nous dirons que u < v si 'une des conditions suivantes
est satisfaite :

p est pair et ¢ est impair : 2321 < 100

p et q sont pairs et p > ¢q : 2321 < 45

p et g sont impairs et p < ¢ : 232 < 11111
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p=q =2k et il existe h tel que 0 < h < 2k, ugug ... up_1 = V1U2...v5_1 €t
(=) (up, —vp) < 0 : 563140 < 463140 < 473140 < 472222

p=q=2k+1etil existe h avec 0 < h < 2k + 1 tel que uwus ... up_1 =
V1V ... vp—1 et (—1)"(up —vp) >0 341 < 342 < 542 < 532

Le mot vide € est inférieur a tout mot de longueur impaire et supérieur a
tout mot de longueur paire (c’est lui qui sert a exprimer le nombre 0) et nous
considérons qu’il appartient & £, sa longueur est nulle.

Remarque : une suite de mots croit lorsque le chiffre de droite croit, décroit
lorsque le deuxiéme chiffre le plus & droite croit, croit lorsque le troisiéme chiffre
croit et ainsi de suite.

Etant donné un mot u de longueur paire, a < b implique ua < ub; si u est de
longueur impaire a < b implique ub < ua.

Lemme 4. L’ordre alterné est un ordre total sur L ; les intervalles ouverts,
fermés, semi ouverts sont donc définis sur L.

4. La numération des entiers relatifs en base —[.

Théoréme 1. Soit 5 un nombre réel strictement supérieur a 1, (d,)n>1 le
—B développement de —B8/s+1, X_g le —f shift défini a la proposition 2, L_g le
langage associé, L l’ensemble des mots ne commengant pas par 0 de L_g muni
de l'ordre alterné sur les mots finis.

Soit pour tout n > 1 H,, le nombre de mots de longueur n de L_g et Hy =1
; soit K, = (—1)"H,,. Alors

1) limy, o0 Kn+1/K, = = et limy, o0 Hn+1/H, = [ ; (K,)n>0 est dite suite de
numération de —[3.

2) Tout entier relatif m € 7 s’écrit de fagon unique sous la forme m =
Ky 1 +a1Kp_ o4+ apKy ot ay ...ap est un mot appartenant a L. Inver-
sement tout mot ay ...axr € L est le développement du nombre relatif a1 Kyi_1 +
cee akKO-

Si m est un entier positif le nombre de chiffres k est impair et si m est négatif
le nombre de chiffres est pair.

3) L’application [ de L dans Z :

fler...op) =1 Kpo1 +22Kp o+ + 21 K1 + 2,K

est une bijection strictement croissante (I'image du mot vide € est la somme vide
0).

Le développement ay . ..ay s obtient par ’algorithme glouton décrit plus bas.
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4) Lorsque (dy)n>1n'est pas périodique de période impaire la suite (K, )n,>0
est définie par Ko =1 et pour toutn > 1,

Ky =—di K, 1+ (di —d2) K2+ (d2 —d3) K3+ -+ (dy—1 — dp) Ko+ (—1)"
Sinon on utilise la suite (d})n>1 = (di . .. dop(dapt1 — 1)0)™ au liew de (dy)pn>1-

A la place des formules utilisant les K,, on peut utiliser les formules m =
a1Hop — agHop—1 + asHop—1 — - -+ — agx H1 + agk41Hp pour les entiers positifs
et m = —a1Hog—1 +asHog—o — -+ — asx—1Hy + asx Hp pour les entiers négatifs.

Les suites (Hy,),>0 s’obtiennent selon la méthode suivante :

Proposition 3 : Soit 3 un nombre réel strictement supérieur a 1, soit (dy,)n>1
le —f développement de —B/+1, et soient X_g le —f shift décrit a la définition
2, L_g le langage associé, et H,, le nombre de mots de longueur n de L_g.

La suite (Hy,)n>0 est caractérisée par la relation de récurrence :

Hopy1 = diHop+ (di —da)Hop—1 — (de — d3)Hop—o + -
+(dag—1 — dor ) Hy — (doy — dojy1yHo + 1

et
Hy, = diHop—1+ (di —da)Hok—2 — (de — d3)Hop—3+ - -

—(dog—2 — dog—1)H14(dok—1 — dog)Ho + 1

et HO =1.

Si (dp)n>1 = (dids . .. dopdapi1) est périodique de période impaire on rem-
place (dy,)n>1 dans les formules par la suite caractéristique (d},)n>1 pour obtenir
H,.

De plus lim,_, oo Hnt1/H, = B.

Définition 3. On pose pour tout k > 0
Mopi1 = diHop —doHop—1 +dsHop—o — - - - —dop Hy +dopr1Ho = f(di ... dogy1)

—Noy = —d1Hop—1 +doHop—o —dsHop_3+- - -—dog—1Hy+dopHo = f (dy ... dog)

et No =0.

Si (dp)p>1 = (di...dops1)™ est périodique de période impaire on remplace
(dn)n>1 par (df)n>1= (dida .. .dp(dpt1 —1)0)> dans toutes les formules.

Proposition 4. Les suites (Mag41),~0 €t (Nak)yso sont deuz suites positives
strictement croissantes et pour tout k > 0 :

Hop = Nojp + Mag—1 + 1 = card [—Noy, Maj_1]

Hopy1 = Nop + Mogy1 + 1 = card [—Nay, Magy1] -
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Proposition 5.1’algorithme glouton. Etant donné un entier relatif m |
on recherche lunique intervalle [— Noj1o, —Nog[ ou |Mag—1, Map11] qui contient
m; si c’est |Mog—1, Mag11] (m est positif ) on écrit m = x1Ha, + r1, r1 €
[—Naog, Mak_1]; comme Hap = card([—Nak, Mog_1] , (z1,71) est unique et |
ri|<|m|; ( si m se trouwve dans [—Najy2, —Naog] on écrit m = —x1Hap1 + 11
avec r1 € [—Naog, Mogy1] ); ensuite on continue avec r1 au liew de x1 et on
détermine (x2,13) ; la suite | vy, |est strictement décroissante et donc le nombre
d’itérations est fini; a la fin du processus (avec un reste rop dans [0, M;] =
[—No, M| et le chiffre x,, ), le développement x1 ...z, de m est obtenu ; pour cet
entier m positif le nombre de chiffres est impair; pour un m négatif on applique
un processus similaire et [’algorithme fournit un nombre pair de chiffres.

La numération des entiers en base négative —( est absolument similaire a
la numeération en base positive S (qui s’appuie sur le S—shift et fournit une
application croissante entre le f—langage et N ).

Pour une meilleure compréhension du texte les résultats ont été regroupée au
sein des Propositions 3, 4 et 5 et du Théoréme 1 mais les démonstrations de ces
quatre énoncés sont trés fortement imbriquées. Le point central est le fait que f
est une bijection croissante.

Avanr de démontrer ces résultats nous allons étudier les intervalles de L.

5. Plus grand mot et plus petit mot dans certains
intervalles de L

Le langage L_3 du —f shift est ’ensemble de tous les mots x; ...z, qui sont
facteur gauche d’un mot infini x 22 ... zpxp41 ... tel que pour tout ¢ > 1 (qu’ils
commencent ou non par x; =0 )

(3) dldgdk,Z jxlxk
(dans le cas périodique impair § on remplace (di...dopt1)™ par (df)n>1 =
(dy ...dop(dops1 — 1)0)* dans les conditions (3).
Les mots finis de L_z seront dits admissibles .

Nous appellerons successeur d’un mot w € L le plus petit mot de L stricte-
ment supérieur & w ; nous dirons que deux intervalles I et J de L sont contigus si
INJ est vide et si IUJ est un intervalle ; nous définirons de méme les intervalles
contigus de Z; si p est le successeur de m et a < p < b les intervalles [a, m[ et
[p, b[ sont contigus.

Les trois lemmes qui suivent nous serviront par la suite :
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Lemme 5. Soit  un réel >1, et soit (dy,),~, le = développement de —B/p+1.
Soit T,, ’ensemble des mots admissibles de longueur < n ne commencant pas
par un 0 (nous convenons que T,, contient le mot vide qui est de longueur 0);
alors (utiliser (dy,),~, dans le cas périodique impair) :

Le mot mazimal de Top+1 est dids ... dog+1.

Le mot minimal de Ty, est dids .. . doy.

Soit So = {e} et soit S, l'ensemble des mots admissibles de longueur exacte-
ment n ne commengant pas par 0 :

Le mot mazimal de Sak+1 = Togt1 \ Tok est dids ... dog41.

Le mot minimal de Sox11 est 1dids ... dax et il est le successeur du mot mazi-
mal d1d2 e dgk_l de Sgk_l.

Le mot mazimal de Sop = Tog \ Tor—1 est 1dids ...dox—1 et son successeur
est le mot minimal dids . ..dop_o de Son_o.

Le mot minimal de S est dids . .. doy.

Preuve : immédiate avec la définition du langage L_g et de l'ordre alterné.
Ces formules restent valides lorsque d; =1 ©.

Lemme 6. T, et S, sont des intervalles de L ; T, est la réunion disjointe
des n + 1 intervalles S;, 1 = 0,...,n; les S; sont des intervalles contigus : Sy
et S sont contigus, Syet Ss sont contigus, et plus généralement Sop_1 et Sop+1
sont contigus, Sopt1 €tant a droite de Sop_1 (nous voulons dire par la que tout
élément de Sak11 est plus grand que tout élément de Sop_1).

So et Sy sont contigus, So et Sy aussi, et plus généralement Saj4o et Sai sont
contigus, Sogro se trouvant a gauche de Sai (nous voulons dire par la que tout
élémént de Sak1o est plus petit que tout élément de Soy,).

Ainsi T, se présente ainsi :

Sokt2 Sox Sok—2 ... 52 So S1 Sz ... Sop—1 Soky1

Lemme 7. Soit n > 0 un entier fixé; pour x € {1,...,d1} soit J, l’en-
semble des mots de S,, commengant par x ; alors S, est la réunion disjointe des
ensembles J,., lesquels sont des intervalles contigus de L.

Pour tout n, Jy et Jo sont contigus, Jo et J3 sont contigus et ainsi de suite
Jusqu’a Jg_1 et Jg.

S, se présente ainsi pour n pair

Ji Jo o Jgm1 Ja
et pour n impair
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Jag Ja—1 ... J2 Sy

De plus pour n tmpair :

le mot mazimum de J, est x0dids...d,_o sauf si © = dy auquel cas c’est
dids . ..d,.

le mot minimal de J,, est xdids...dy,—1 ( six=dy c’est dididy...dp—1 ).

Et pour n pair :

le mot mazimal de J, est xdidy...dp—1 ( six =dy c’est diydrdy...dp—1 ).

le mot minimal de J, est x0dids...dp_o sauf si x = di auquel cas c’est
dids . ..d,.

Dans le cas périodique impair on utilisera (d},),~, au liew de (dy),~; dans
les lemmes 5, 6 et 7. B -

Preuve : utiliser I'ordre alterné, en particulier (1) ou (1bis) de la proposition 1
ou (2ter) de la définition 2 ainsi que (3) .

Remarque : Toutes ces formule restent valides si d; = 1, x ne prenant alors
que la valeur d; dans le Lemme 7.

6. Preuve des propositions 3,4,5 et du Théoréme 1

Preuve de l’assertion 3 du Théoréeme 1 : f est une bijection croissante entre
L et Z : rappelons que T, est 'ensemble des mots admissibles de longueur <n
dont le premier chiffre x; est non nul auxquels on adjoint le mot vide et que
son cardinal est H,, ; on pose pour tout mot admissible x1 ...x2,4+1 de longueur
2k+1:

flxy. .. wopy1) = xyHop — o Hop—1 + x3Hop_o — -+ - — 29 H1 + 2241 Ho
et pour tout mot admissible de longueur 2k

f(wy.. xop) = —x1Hop 1 + woHop o — x3Hop 3 + -+ — xop 1 Hy + o Ho.

Si le —f-développement de —8/s+1 est dids . .. le plus grand mot de Toj11 est
dyds .. .dog+1 (lemme 5 ); c’est ce qui nous a conduit & définir May1 comme :

Majy1 = f(dv ... dogs1) = diHop —doHop—1 +dsHop—o — - - - — dop Hi + dog 1 Ho.
Le plus petit mot de Tb; est dids .. .ds, aussi nous avons défini Nog comme :
—Nop = f(di...dog) = —d1Hop—1 +doHop—o—- - - —dap—1 H1 +da Hy et Nog = 0.

Nous allons montrer I’assertion par récurrence sur la longueur des mots, fai-
sant les deux hypothéses
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Hogt1 : la restriction de f & Togy1 est une bijection croissante de Ty 1 dans
I'intervalle [—Noy, Mogy1] de Z et Hopr1 = Nop + Mopq + 1

Hy, : la restriction de f a Ty est une bijection croissante de To; dans l'inter-
valle [—Ngk,Mgk_l] et Hop = Nop + Mog—1 + 1.

Nous allons prouver que si Hy, ..., Hsg sont vraies alors Hayy 1 et Hopyo sont
vraies.

L’ hypothése H; est vraie : d = |B] (et dy = b—15si 8 = b € N)
et do < di; l'ensemble ordonné des mots admissibles de longueur < 1 est
{€,1,2,...,dy}; Pensemble f (T1) est {a1 Ko = a1; a1 € {¢,1,...d1}}, Vapplica-
tion définit une bijection croissante entre Ty et {0,1,...,d;} qui est aussi [0, M;]
ou My =diHy=d; (onaposé Kg=Hy=1); K = —H; = —(d; + 1) ; ainsi le
cardinal de l'intervalle [0, M;] est bien H; <.

Preuve de H : 'ensemble ordonné des mots admissibles de longueur < 2 ne
commencant pas par 0 est :

{dldz, d](d2 + 1), ..., didy, (dl — 1)0, (d1 — 1)1, e (dl — 1)d1, ..., 10,11,12, ..., 1d1}

Les nombres a1 K1 + as Ko = —a1H1 + a2 Hp sont donc (Ho =1et Hi =di1 + 1)

{—=di(di +1)+da,—di(d1 + 1) +da+1,...,—di(d1 + 1)+ di}

{=(di = 1)(di +1),=(dr = 1)(dr + 1) + 1,..., =(dr — 1)(d1 + 1) + d1}
et ainsi de suite jusqu’a

{=1.(d1+1),—1(d1 + 1)+ 1,...,—1(dr + 1)+ d1}

Ces nombres croissent de —No = —di1H; + daoHy & —1 et tous les nombres de
I'intervalles sont atteints : on obtient une bijection croissante entre 75\ T et [—Na, —1]

Donc T5 est égal au cardinal de [—Na, M1] et on a Hy = No + M7 + 1 (41 a cause
de 0) o.

Si H,, est vraie alors f envoie tout intervalle de T}, sur un intervalle de Z de méme
type. Soit S, 'ensemble des mots admissibles x1 ...z, de longueur exactement n dont
le premier chiffre x; n’est pas nul; 7, est la réunion disjointe des S; pouri=1,...,n
et les S; sont des intervalles contigus; Sz est contigu & Sarp—2 qui est contigu & Sax_4
et ainsi de suite jusqu’a Sz qui est contigu a Sp , qui est contigu & S lui méme contigu
A S3 et ainsi de suite.

Supposons H; vraie pour i < 2k et montrons que Hapy1 est vraie; Hap dit que la
restriction de f a Thy, est une bijection strictement croissante de Tay, sur [—Nag, Mar—1];
nous devons prouver que la restriction de f & Sopy1 = Tar+1 \ T2k est une bijection
croissante de Sap41 sur |Mag—1, Magy1].

Saor41 est la réunion disjointe des intervalles

Je,x=1,...,d1 ot Jy, = {zw2 ... Topt1;22T2. .. Tokt1 € L}.

Soit pour z fixé I, ’ensemble des mots de longueur 2k s . .. xok41 tels que zxs . .. Tog41
est un mot admissible de longueur 2k + 1. I, est un intervalle de Sa.
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Comme f (zxox3...%2n4+1) = ®Hok + f (x2... Tok41), on a f(Jz) = xHop + f (Iz).

D’aprés le lemme 5 si & < dy alors I, = [di ...da2k,0d1ds . . . dox—1] et si x = d; alors
I, = [dldg e d2k7d2 . d2k+1].

L’hypothése Hyy dit que pour x < di, f est une bijection croissante entre I, et
f (Iz) qui est un intervalle et donc : pour z < di , f(Iz) = [—Nak, Mak—1] et pour
x=dy f(I;) = [~ Nok,—doHop + dsHak—1 — - - - + dak+1Ho).

Alors pour © < di (nous poserons pour simplifier f (J,) = [Az, Ba])

f(Je) = [xHar — Nog,xHor + Mor_1] = [As, By
et pour x = di, puisque d1Hop — doHog—1 + -+ + dog+1Ho = Mag+1

f(Jay) = [diHar, — Nog,d1Hop, — doHag—1 + -+ - + dak+1Ho)

f(Ja,) = [diHak — Nog, Makt1] = [Ad, , Mag1]
(si di =1 on aencore f(Ja;) = [Har — Nok, Mo 1] = [ Mo 1, Mog11])

f(Jay) = [diHak — Nag, Mak+1] = [Aay, Mak+1]
et dans tous les cas f est une bijection croissante entre J, et I'intervalle image.

Il nous suffit maintenant de prouver que les intervalles images sont bien contigus,
donc que

Mgk_l—f—l:Al, B1 +1=As, Bg—f—l:Ag,...,Bdl_l—f—l:Adl
pour obtenir (puisque tous les intervalles sont contigus) que f est une bijection crois-

sante de Sax4+1 sur ]Mgk_l, M2k+1].
Pour x =2,...,d, on a

Ay — By—1 =xHap — Nop — (¢ — 1) Hop + Mag—1) = Hap — Noj — Mop_1 =1

et que di soit ou non égal & 1 nous avons A; = Hop — Nop = Map—1 + 1

Donc f est une bijection croissante entre Togt1 et [—Nog, Mogy1] = ; puisque Hap41
est le cardinal de Tox+1 , Hok+1= Nox + Mog41 + 1.

Nous avons vérifié Hapy1 ©.

Supposons maintenant que H; est vraie pour i < 2k+ 1 et montrons qu’alors Hajyo
est vrate.

Sok42 est la réunion disjointe des intervalles J, (r = d,d1 — 1,...,2,1) ou J,
est ’ensemble des mots admissibles de longueur 2k + 2, zxs...x2k12; soit I, pour
r = di,d; —1,...,2,1 'ensemble des mots x2...x2,42 de longueur 2k + 1 tels que

Tx2 ... Tort+2 est admissible; I, est un intervalle et d’apres le Lemme 5 :

six = d1 alors Idl = [d2d3 e d2k+2, d1d2 e d2k+1]

si x < dp alors I, = [0dids . . .dak,dids . .. dag41]

J est aussi un intervalle, précisément = + I, et f(J,) = —xHak+1 + f(I;); donc si
x # d1, les intervalles f(J,) de Z sont pour z < di
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f(Jz) = [—zHogs1 + f(0dy...dox), —xHops1 + f(di ... dort1)]
= [~axHap41 — diHop—1 + doHop—2 — -+
+dorHo, —xHopy1 + diHop — daHop—1 + -+ - + dog+1Ho)
= [—xHak+1 — Now, —xHopt1 + Mogi1]
= [AZ,BZ]

et pour x = d;

f(Jay) = [—diHzp41 +doHop, — -
+dakt+2Ho, —d1Hok41 + diHop — doHog—1 + -+ - + dak+1 Ho
= [~Nakta, —diH1 + Mag41]
= [~Nakt2, B, ]

11 ne nous reste plus qu’a vérifier comme plus haut que Bq, +1 = Aq, 1, Bq,—1+1 =
Ady—2,..,Ba +1 = Ay, et que B1 = Nox_1 (le cas di = 1 se vérifie de méme) ; nous
obtenons une bijection croissante entre Toyto et [—Nogyo, Mog]. Comme Hapio est le
cardinal de Thx42, il vient que Hopyo =Nopt2 + Mop + 1 et ceci termine la preuve de
Hogy2 ©.

Par suite f établit une bijection croissante entre £ et Z; ceci termine la preuve de
l’assertion 3 du Théoréme 1.

L’assertion 2 du Théoréme 1 s’en déduit immédiatement.

Preuve de la Proposition 4 : les égalités du type Hapy1 = Nap + Makr1 + 1 ont été
vérifiées au cours de la preuve de ’assertion 3 du Théoréme 1.

Comme H,, est strictement croissante (tous les mots de longueur n ont un prolon-
gement de longueur n + 1 et un mot au moins en a deux) ces égalités impliquent la
croissance stricte des suites (Mag11),50 €t (Nak)ysg ©-

Preuve de la proposition 3 : La définition 3 définit Msx4+1 et Nox au moyen d’une
récurrence; la formule Hopy1 = Nor + Mak41 + 1 montrée & la proposition 4 permet
d’en déduire la récurrence vérifiée par les H,o.

Exemple. Soit (d.),~,; = 21000000 ...; les mots de longueur 1,2, 3,4 ne commen-
cant pas par 0 sont
{1,2}{21,22,10,11,12}{121,122,110,111, 112, 100, 101, 102, 221, 222, 210}
{2100, 2101, 2102, 2221, 2222, 2210, 1021, 1022, 1010, 1011,
1012, 1000, ...,1122,1100,1101, 1102}
dont les images par f sont
{0,1,2}{-5,—4,-3,-2,-1}{3,4,5,6,7,8,9,10, 11,112, 13}

{—30,—29,...,—7,—6}; M1 = Q,NQ = 5,M3 = 13,N4 :307 H() = 1,H1 = 3,H2 =
8, Hs = 19.
Si(dn)p>1 = 3222222 ... = 32° | les intervalles concernés sont 71 = {0, 1,2, 3} dont

les images par f sont {0,1,2,3};
T/ Ty = {32, 33,20, 21,22,23,10,11,12, 13} dont les images par f sont
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{-10,-9,—-8,—-7,—6,—5,—4,—3,—2,—1}. S5 = T3 /T2 est la réunion disjointe des
intervalles J1,J2 , J3 ot

Jy = {132,133, 120,121,122, 123, 110, 111, 112, 113, 100, 101, 102, 103}
dont I'image par f est A; = {4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17}

Jo = {232, 233,220, 221,222, 223, 210, 211, 212, 213, 200, 201, 202, 203}
dont I'image par f est Ay = {18,19,20,21,22,23,24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31}

Js = {332,333, 320, 321, 322}
dimage As = {32,33, 34, 35, 36).
Ici Ho,, H1,H>, H3 sont égaux a {1,4,14,47};
M, No, M3 sont égaux a {3, —10,36}.

Pour 3211111 .. .la seule différence concernant les mots de longueur 1,2, 3 se trouve
dans

Js = {332, 333,320, 321}

car 322 n’est pas admissible; Ho, H1, Ho, Hs sont égaux a {1,4, 14,46} et My, No, M3
a {3, -10,35}.

Preuve de la proposition 5 : étant donné un entier m [’algorithme glouton fournit
bien son développement .

Connaissant (dy)n>1, on détermine les suites Mag11, Noj 4 aide des formules don-
nées a la définition 3 et K,, et H, & l'aide de la proposition 4; nous devons vérifier
que 'algorithme donne un mot du langage £ dont 'image par f est m. Nous ferons
une récurrence : lassertion est vraie si m se trouve dans [—No, M1] = [0,d1] ou si m
se trouve dans [—Na, M1]. Nous allons prouver que si pour m € [—Nay, Maog_1] 1’al-
gorithme glouton fournit le développement de m c’est encore vrai si m appartient a
[—N_2k, Mak+1] et que si c’est vrai pour m € [—Nax, Mak11] c’est encore vrai si m €
[~ Nak42, Mak41]. Nous vérifierons le premier cas, le second est similaire.

Soit m € [—Nag, Mak41]; si m est dans [—Nog, Map—1] , il 0’y a rien a vérifier;
sinon, m € [Mag—1 + 1, Majp41] et puisque Hop = Nop + Mor—1 + 1 il y a un unique x
tel que m —xHop € [—Nok, Map—1]; si le développement de m est x1 ... x, nous savons
que les nombres de [—Nax, Mak11]\ [~ Nak, M2x—1] ont exactement 2k + 1 chiffres dans
leur développement et que m — x1 Hoi se trouve dans [—Nag, Maog—1]; donc 1 =z , et
m — xHsp, = m — x1Hsp ; le premier chiffre du développement de m est donc fourni par
l'algorithme glouton. Les autres le seront aussi en raison de ’hypothése de récurrence.
Donc lorsque 'algorithme se termine il fournit le développement i ...x,, de m; le

mot fourni est donc dans £ <.

. L . H
Preuve de l’assertion 1) du théoréme 1 : nous devons prouver que lim —2+L
H

- L existe; si
c’est le cas la limite est forcément § parce qu’alors elle doit etre égale a ’exponentielle
de ’entropie h qui est In .
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Un calcul facile montre que la série formelle

_ I+ X+ X2+ X%+
T 1= (diX + (d2 — di)X2 — (ds — d2) X3 +---)

admet pour développement en série Ho + H1 X + HoX? + Hs X3 + ... ; comme les
coefficients sont bornés le rayon de convergence est > 0; soit /o le plus petit pole de
R(X) (le pole existe parce que les d,, sont bornés et que limy,_, o H, = 0o puisque
le systéme dynamique est d’entropie > 0); il existe un entier 7 et un polynome P de
degré < r tels que

R(X)

P(X .
R(X) = ﬁ +§0anx

avecznZO an8" borné. On peut donc trouver un polynome @ tel que
R(X) =) Qm)e"X"+> a, X"
n>0 n>0

et nous obtenons pour un certain 6 :

Hn+1
La limite existe; elle ne peut différer de 8 : donc 5 =0 <.

La proposition qui suit est conséquence immédiate des résultats de S. Ito , C. Frou-
gny and A.C. Lai (voir [2][4]ou [5] pour les définitions) :

lim =0

Proposition 6. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Le systéme de numération en base —[f est rationnel; on entend par la que le
langage associé est rationnel.

2) La suite (dyn)n>1 est ultimement périodique .

8) Les séries formelles Y, <o HaX™ , 3, 50 Mans1 X" et 3o, 0 Non X?" sont
des séries N rationnelles (resp.rationnelles). -

Lorsque B est un nombre de Pisot ces conditions sont remplies.

Etant donné un nombre réel S > 1, quels sont les systémes de numération qui four-
nissent, via un algorithme glouton lié¢ & 'ordre alterné, un développement pour chaque
entier relatif 7 Si ’on ajoute la contrainte suivante : ’ensemble des développements doit
etre le langage d’un systéme dynamique d’entropie In 3, on peut conjecturer qu’un tel
systéme de numération est 1ié au —f( shift.

7. Substitutions
7.1. La —f substitution

Nous appelons substitution [15] sur 'alphabet B = {bg, b1,...,byn,...} une applica-
tion de B dans ’ensemble B* des mots finis sur B : b; — o (b;) € B*; la longueur
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de o (b;) dépend de 7; B n’est pas nécéssairement fini, il peut etre dénombrable. Pour
toute lettre b le mot b° désignera le mot vide.

Definition 4. La — 3 substitution. Soit 8 > 1, et soient (dn), ., le —3 développe-
ment de ﬁ;_ﬂ et (d,’;)n21 la suite caractéristique lorsque l’on est dans le cas périodique
impair. Nous appellerons —f substitution la subsitution o définie sur I’ alphabet dé-
nombrable B = {bo, b1, ba,bs, ...} par

o (bo) = bitby

o (b1) = 20" =271y squf si de = di auquel cas o (by) = ba

o (ba) = b2by

et pour tout n

o (ban) = b32"+lbzn+1

dy—d —1
o (b2n+1) = b2n+2b01 a2

b1 sauf si dap+o = diauquel cas o (bant1) = banio

Lorsque (dn),,~,est purement périodique de période impaire, utiliser (dy,), -, au lieu
de (dn),,>,-

La deuxiéme —f substitution (cas ultimement périodique). Dans le cas ou
la suite (dn),~, est ultimement périodique, nous définirons une substitution 7 sur un
alphabet fini C.

En raison du caractére alterné de ’ordre nous écrirons la suite(dn),~, (ou (dy), s,
le cas échéant) sous la forme di . .. dn(dnt1 ... dnyor)® avec une prépériode d; . . . dj, de
longueur quelconque et une période dp+1 ...dp+2r de longueur paire; si 'on est dans
le cas purement périodique, la suite caractéristique est toujours de période paire. Dans
le cas ultimement périodique si la plus courte période est un mot v = dp+1 ... dp+r de
longueur impaire on la remplace par uuw = dpy1 ... dhtkdh+1 - - . dptr. Nous définirons
une substitution 7 sur un alphabet fini C' comme suit :

C = {bo,b1,b2,...bn,brs1,. .. baiok_1}
7 (bo) = b b,
7(b1) = bob@ ™27 by sidy —da > 0, by sidy —dy =0
7 (b2) = bi3bs

7 (bn) =bny1ba by (buyy si dugr = da) si b oest impair et b2 by, sih
est pair

7 (bhyar—2) =b3 > bkt si b+ 2k — 2 est pair et buyox_1bg’ TRy s
h 42k — 2 est impair ( bp+or—15i di = drt2x-1)

et enfin

7 (bnt2k—1) =T (dn)

Il n’y a pas de lettre by42r mais dp425 apparait dans les formules.

Ces substitutions finies possédent des matrices d’incidence dont /3 sera valeur propre
dominante [15].
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Theoreme 2. La lettre by engendre un mot infini o (bg) = lim,, o0 0™ (bo) . point
fize de la substitution.

La longueur | ™ (bo) | du n'™¢ itéré de by par la subsitution o est égal @ H,.

Lorsqu’elle est définie la substitution T engendre aussi un mot infini 7°° (bo) ;
les mots o™ (bo) et 7" (bo) sont de meme longueur.

Ezemple : si (dn)n>1 = 3222... = 32%, la substitution o est definie par : o (by) =
bobobob1, o (b1) = babi, o (b2) = bobobs, et o (bar+1) = bart2b1 , 0 (bai) = bobobak41.

Le point fixe de o commence par (nous avons écrit 0 au lieu de by pour plus de
lisibilité)

000b1 /000b1 000b1 b1 b2 /0006100061 000b1 b1 b2000b1 00051 00001 b1 b2

b1b200b3/

Si (dn)n>1 = 10000... = 1(00)*° la substitution 7 sera définie sur ’alphabet {bo, b1, b2}
et T(bo) = bobl , T (bl) = bgbl, T (bg) = bl

Preuve du théoréme 2 : la substitution admet un point fixe puisque o (bg) commence
par byo. L’égalité H,, =| o" (bo) | est la conséquence immédiate de la proposition 7
énoncée ci-dessous.

Définissons une relation d’équivalence sur I’ensemble des lettres de B par : pour p et
q > 0, by ~ by si et seulement si pour tout mot a € £, d;...dpa € L= dy...dqa € L,
et la classe de by est celle des lettres aprés lesquelles on peut mettre tous les mots de L.

Appelons P, ’ensemble des mots m de L_g tels que

meP, < (mac€Ll_g<di...dra€ L_g

et sir=0,m € Py si pour tout mot a de L_z ma € L_g.

Proposition 7. Pour tout r > 0 le nombre de mots de T, qui sont dans P, est égal
au nombre de lettres dans o™ (bo) qui sont dans la classe de b;.

L’égalité H,, =| o™ (bo) | est conséquence immédiate de la Proposition 7.

Preuve de la proposition 7 : La proposition est vérifiée pour 71 ; faisons une récur-
rence sur n avec I’hypothése que la proposition est vraie pour 7T5,.

Un mot de P, se prolonge, si r est pair, par les chiffres 0,1,..., (dy4+1 — 1),dr41 ce
qui donne d,4+; prolongements dans Py et un prolongement dans P41 .

Une lettre de la classe de b, se substitue en d, 1 lettres by qui sont dans la classe

de by et une lettre b, : le compte est bon.
Si r est impair un mot de P, se prolonge par les chiffres d,y1, (dry1+1),...,(d1 —1),d1
(resp. dry1 si di = dry41); parmi les mots obtenus di — dr41 — 1 sont dans Pg, un
se trouve dans P1, un se trouve dans P41 (resp. le seul prolongement se trouve dans
Pr+1).

Une lettre de la classe de b, se substitue en by41, (br+1—1),. .., b1 (resp. en by1)parmi
lesquelles d1 — d,+1 — 1 sont dans la classe de bp, un dans la classe de b,4+1, un dans la
classe de b (resp. une seule lettre dans la classe de b,.11 ) :

Alinsi la proposition est vérifiée pour Ty41 ©.
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Le mot infini bilatéral

Nous allons donner un zeste de bilatéralité a notre substitution o ; commencons par
un exemple : soit (d,),~, débutant par 322...; on remplace by par 0 dans les images
pour une lecture plus claire (on substitue 0 comme bg); o (bg) = 000b1, o (b1) = baby,
g (bg) = 00b3

% (bo) = 0, o (0) = 000b1, o (0) = 000b;000b,000b; baby,

a® (bo) =
00056100061 000b1 b2b1000b1 0006100061 b2b1000b1 0006100061 b2b1000b3b2b1
Ecrivons ¢ (bo) = 0 =|| uo || qui sera le point d’équilibre du mot infini bilatéral,
et laissons a droite o' (bo) /0 (bo) : on obtient
Il wo || wi...uny =|| O] 00by
ensuite écrivons o' (by) /6°(bg) =u1. . .upr, en miroir (de droite a gauche) : uayz, . . .u.
Substituons uas, , ..., u1r = b100 pour obtenir
o(unmy—1)...0(u) = o(b1)o(0)o(0)
= b201000b10000b¢
= 0% (bo) /o (bo)
que nous noterons u_n, ...u—1; et écrivons ce mot & gauche de up =|| 0 || : nous
obtenons :

52510005100051 || 0 || OOb1 = U-Ny;U-Ny—1:--U-1UQUL ...UM,

|| wo |[sépare les nombres positifs et les négatifs.
Renversons ensuite le mot

0'2 (bo) /O’l (bo) = U-Ny;U—-No+1..-U-1 = 52510005100051

en miroir de gauche a droite pour obtenir : u_ju—2...u—_n, = b1000b;00001b2.
Substituons u_1u_s .. LU-Ny = b1000b61000b1 bs.
Nous obtenons o( u—1u—s2...u_n,) que nous NOterons Uns, +1 - - - Uz et qui est
b2b10000b1000b1000b1 b2b1 0006100061 00061 b2b100b3.
Placons ce mot a droite du mot bilatéral pour obtenir :

b2b1000b1000b1 || 001 | b2b1000b1000b1 000b1 b2b1 0006100001 000b1b2b100b3 =
U NpgUNy—1 - - -U—1 || Uo || w1 oo ungy | Whry 41 - - - Uy

et continuons : on renverse uas, ... Un,, o0 obtient unz, ... ua,, que I'on substitue
et on ajoute le résultat obtenu a gauche de

U NpgU—Ny—1 - --U—1 || Uo || w1 .. ungy | Uhr 41 - - - Uy
pour obtenir
UNy « o U Ny—1 | U— NgU—Nog—1 -« - U—1 || U0 || U1 - Unsy | Uy 1 - - - Ubsy

et ainsi de suite.
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Definition 6. Soit un réel 8 > 1, o la substitution associée, (Mar11) >0 €t (N2k)pq
les suites définies a la définition 4 ; nous définissons comme suit le mot infini bilatéral
(un)nez associé a la —f numération :

Uo - .- UM, :U(bo)

U_Ny - U—1 =0 (Ungy - u1)
UMy +1 - - UMz = O'(U_l .. .U_NQ) =0 (U—No—l .. .’LL_N2)
UMgp_1+1 - UMyppy = O (U—Nzk—Q—l s U«—N%)

U—Nopto -+ U=Ngp—1 = O (uM2k+1 .- 'uMzk71+1)

Cette définition est cohérente car pour k > 1,
Moy 41 — Mag—1 =| o (u*NQk—zfl : "u*Nzk) | et
Nogy2 — Nagy1 =| o (uM2k71+1 . ..u2k+1) |

ainsi la récurrence indiquée fournit bien un mot infini (un),, o5 -

Comparons maintenant le début du mot bilatéral obtenu pour 322... et les nombres
de Z

| 32,33,20,21,22,23,10,11,12,13 || 0 || 1,2, 3 | 132,133,120, 121, 122, 123,

110,111,112,113,100, 101, 102, 103, 232, 233, 210, 211, 212, 213, 200, 201, 202,

203, 332, 333, 320, 321, 322 |

Nous voyons que si u,, = 0 on doit ajouter 1 au dernier chiffre; mais surtout deés
que la lettre b; apparait pour la premiére fois dans le procédé, si ¢ est impair on se
trouve du coté des nombres positifs comportant ¢ chiffres et 'on doit passer du coté
des nombres négatifs en ajoutant un chiffre supplémentaire, si ¢ est pair on est parmi
les nombres négatifs avec ¢ chiffres, on doit passer aux nombres positifs et mettre un
chiffre de plus.

L’auteur remercie le referee pour ses nombreuses et judicieuses suggestions et cor-
rections.
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