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������� ���� ��������� 	 �
���� ����� ���� β > 1 �� ������ �� ����
������ ��� ���� ����� �������� ���� ������ ������� m �� Z ���� �� ���� −β �
m = a1Kk + · · · + ak+1K0 �� (Kn)n≥0 ��� ��� ����� �� ��������� ����� ���
limn→∞ Kn+1/Kn = −β � ��� ��� a1 . . . ak+1 ������� ���� ��� ��� �� �����
���� ��� ��� 0 �� ������� ���� ������ �������� ��� �� ������  ��� ����� �� −β
�
���! "��� ��� �������� ������� �������# �� ��$������ ����� ��� ��� �� �������
�� Z ������� ��� ��$������ ����������! %�� ������������� ������� ��������� ��
���� ���� �������
� �������!

���� ��&�������� ����� ��� ������������ �������� 	 �� ������ �� ���������!

"���	
��
'� ���
 ����� β > 1 (� ��������� � ��������� ����� (
��
 ����(� �� ��

(���� ��� ����� m �� Z �� ���� −β � m = a1Kk+· · ·+ak+1K0 (
��� (Kn)n≥0 ��
� �����&� �������� (
��
 �����&�� limn→∞ Kn+1/Kn = −β � �
� (���� a1 . . . ak+1

�
�� (� ������ ��� �
� (���� (��
��� ������� ) �� �
� �������� �� � ��������
�����# �
� −β �
���! *��
 �� ������� �����# �
� �������������� ���(��� �
�
(���� �� �
� �������� ��� Z ������ �� ���������� ��$������!

*� ���� ��&�� �
� ������������� −β ������������!
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���� ������ �	����
 m ������ �� �	��� ������ �� �	�� 10 ���� 
	 ����� m =
x010

k + x110
k−1 + · · ·+ xk 	��� xi ∈ {0, . . . , 9}� x0 �= 0� �� ��� ��������� ��� 
��

������ � ���� ���� h ≤ k� xk−h10
h + · · ·+ x0 < 10h+1�

������ L10 
�������
� {x0 . . . xk ; k = 1, 2, 3, . . . , x0 �= 0, xi ∈ {0, . . . , 9}} ��
��������� 
� �� 
	 ��
	���� ������� 
�������	������ ����

� � x0 . . . xk < y0 . . . yh

+),) -��
��� � � � .�� $ � � � / �� � � � � � � � � � ��� )0",0!
1��(����� ��������� � ����� '
���� � 2������ '
���� � 3������� .����� � /��

���������� � .������������!

�� 
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�� k < h �� k = h �� �
 ������ r 	��� x0 . . . xr = y0 . . . yr �� xr+1 < yr+1� !
���

�	��
��	���� f �� L10 �	�� N��

f (x0 . . . xk) = x010
k + · · ·+ xk

��� ��� ��"������ ������	��� �� L10 ��� N��

#� ����� �� ���	
��� $ ������ 
�� �	��� ��

�� β > 1 � �	�� ���� ��
������ ��
 β > 1 �� ���� ����� 
�� ������� �	����
� �� �	�� β �� �	��� �	����%
�	�
� & �� �'() *��+������ [18] 	 ���� �� 	
�������� ��������	�� 
� ���
����%

���� ���� ������ m �	�� 
	 �	�� (1 +
√
5)/2 �

m = x1Gk + x2Gk−1 + · · ·+ xk+1G0

�, (Gn)n≥0 ��� 
	 ����� �� -����	��� G0 = 1� G1 = 2 �� ���� k ≥ 2� Gk =
Gk−1 + Gk−2 & 
	 ����� .��� x1 . . . xk+1 ��� ������� 	� ��/�� �� 
�	
��������
�
������ 
�� xi �������� 
�� �	
���� 0 �� 1 �� �0� ��� xi = 1� xi+1 = 0 & ��� ������
���� 
�� ���� �� �������	�� �	� �	� 0 �� 
	��	�� ���� �/��0�� �/�	�����
�/���
���� ��� 1/��0�� �� -����	���� #��� ���� �������� $ ����� �	�� β > 1 $

�	��� �� β%����� [3] & ���� ��������� �	�� �� ��	�	�
 $ ����� 
�� ������� ��
	����
�	�� 
	 �	�� −β�

2�ü�3	
� [7] 	 ����� ��� ���� ������ m ∈ Z ���� ������� ����� ���� ��
�	�� −2 � m = x1(−2)k + x2(−2)k−1 + · · · − 2xk + xk+1 �, xi ∈ {0, 1} & 0 �� 1
����������� 0 �� 1�10 �� 11 ����������� −2 �� −1�100, 101, 110, 111 �����������
4 � 5 � 2 � 3 & 	��� �� ����� 	�	�� 4���� �
�� 
���5 
�	��
��	���� ����� ���� ��
������� ������� ��� 	��
��	���� ������	���� 6� �ê�� ����� �	�� ���� �����
�	�� −b �, b ∈ N� ���� 	���/	�� ��� 
� −β ����� ��������� �	� 7�� �� 1	�	���� [8]
���� 	

��� ������ 	� �������
 1 �� �	�	��	��� 4 �� �/��0�� �� ����	����
��� ������� ��
	���� �	�� 
	 �	�� −β ���� ���� β > 1 & �� �/��0�� ��� 	�	
���� $ 
	
���� $ ��
�� �� 2�ü�3	
� �� $ ��
�� ����� �	�� [3]� 1�� ���� �������� ���
����
�.������� ��	
	�
���

�� 
 �! !"# "� �$#�"%"# �$� %�&�"#�

���� 	���
��� 	
��	��� A �� ������
� .�� A & ��� 
����� ���� 	���
�

������ & ��� ����� .��� �� 
������ ��� 	���
� ��� & 
	 
������� ���� ��� u ��� 
�
������ �� 
������ ����
 ��������� ���� 
	 �������� | u |� 6�������
� ��� ���� ���
A ���� �� ������� �� ����	��	���� 4
� ������� �� a1 . . . . . . ak �� b1 . . . bk ���
a1 . . . akb1 . . . bk5 ��� 
� ������� 
���� A∗ & 
� ��� ���� ��� ��� ε � �	 
������� ���
��

� & ak ��� 
� ��� ������	�� k ���� 
	 
����� a �� a0 ��� 
� ��� ���� & 
�������
�
��� ���� ��.��� x1x2x3 . . . ��� A ��� ��� !N� 8�	�� ���� �� ��� w ��� A� ����
�������� wn 
� ������� �� ����	��	���� �� n ���� �	�� $ w� �� w∞ 
� �������

��9
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��.�� wwwww . . . � :� ��� �� 
	 ����� vw∞ ��� ��� ��	��
�
�	 ���������
 & ��
��� ���
�
�	 ���������
 ��� �� ��� �� 
	 ����� w∞� :� ��� .�� a ��� ���
���	
�� ���� ��� .�� �� ��.�� b ���
 ������ ���� ���� u �� v ��
� ��� b = uav�

;� ����� 
�������
� AN �� 
	 ����
���� ������� �� 
	 ����
���� �����0�� ���
A �� �� ����� T : (xn)n≥1 �→ (xn+1)n≥1 & �� ��	��
 �������
 ��������
 [4]
��� �� ����%������
� ���� T %���	��	�� �� AN 4�� AZ 5 & ���
 ��� ���� �	�� AN

�
 ��� ��� ���
	��	
 �� ���
 ��� ���� �	�� AZ �
 ��� ��� ��
	��	
� 8�	�� ���� ��
�/��0�� �/�	����� �/���
���� X ���� 	���
��� ������
 �� ��	��
 
�������
�
LX ��� ���� a ��� ���� �	������ ��	� ����� �� ��� ��.�� �� X� :� 
	��	��
��� 
� 
	��	�� 	����� $ �� �/��0�� �/�	����� �/���
���� �� �� ���
����� �� �

��� ���	���
� 4�
 �������� ���� ��� �	������5 �� �������
���
 4���� ���� a ∈ LX ��
���� ������� ���� 
����� b c ��

�� ��� bac ∈ LX 5 & �� 
	��	�� ��� ��� 	�����	�� ��
�0� ��� a �� b ���� �	�� LX �� ���� ������� �� ��� .�� c ∈ X ��
 ��� acb ∈ LX

�� �	�� �� �	� ���� ������ ��� 
� �/��0�� ��� ��	������� 6��������� h ���� �/��0��
�/�	����� �/���
���� ��	������ ��� 
	 
����� 
������ n ���� ���� 
���.�� �� lnwn

n
�, wn ������ 
� ������ �� ���� �� 
������� � �� 
	��	�� 	������ 6������
limn→∞

wn+1

wn
������ ����� 
����� ��� 	
��� lnh�

! �� �ê�� 
	��	�� ������������� �� �/��0�� ��
	��	
 �� �� �/��0�� ���
	%
��	
 & �
� ��� ��� �������� ��0� ��������� 7�� �� 1	�	���� �.������� 
� −β �����
����� �� �/��0�� ��
	��	
� ���� ������0������ �	 ������� ���
	��	
�� ���� ���
�	�� �����������

'� 
" −β �()"*�++"%"�� �"# ��%,�"# �" Iβ "� *" −β #-�.��

���� �� −β ���	
 �
 ������ ��
�����

8�	�� ���� �� ������ ��
 x ���� ���������� �	� [x] �� {x} ��� �	�����
����0�� �� ��	������	����

������� ��	��
� �� ���
������ ��� ��	�� � 1��� A = {0, 1, . . . , [β]} ����
�� 
	 ��
	���� ������� ����

� 40 < 1 < · · · < [β]5 & 1��� E 
�������
� ��� ������
��.���� x1x2x3 . . . ��� {0, . . . , [β]} & �.������� �� <����� 	
���� < ��� E �����
���� �

(xn)n≥1 ≺ (yn)n≥1 ⇐⇒ ∃k ≥ 1, ∀i < k, xi = yi et (−1)k(xk − yk) < 0

6	 ��
	���� ������� 
	��� ���	 ���� ��

��� ��	�� (dn)n≥1� (d∗n)n≥1 �	 �� 	��
������	��
 T−β�

1��� b = β �� ������ ������ > 1 & ���� �������� (dn)n≥1 = b∞ �� (d∗n)n≥1 =

((b− 1)0)∞�

��(
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1��� β > 1 �� ������ ��
 ��	��	����	�� �	� $ N & ���� 	

��� �.��� ����
������ (dn)n≥1 �� (d∗n)n≥1 	��	���� $ β $ 
�	��� �� 
	 ��	������	���� T−β & ����

Iβ 
�������	

� ���� ������ �� 
������� 1 [ −β
β+1 ,

1
β+1 [ �� ������ ���� ���� ������

��
 x 	��	����	�� $ Iβ

T−β (x) = −βx−
[
−βx+

β

β + 1

]

T−β (x) ��� 	���� 
������� ��
 ������ $ −βx ����
� �� �	�� 
�������	

� Iβ �

����
 ��� ���� ������ �� �� 
������� 1� 6	 ��	������	���� T−β(x) ������ Iβ
�	�� 
�� �ê�� �� 	 ���� �������� ln β�

7�� �� 1	�	���� [8] ��� ����� ��� ���� ������ ��
 x 	��	����	�� $ Iβ ����
������� �� �	��� ������ �� �� �	��� 	
�����������

x = −x1

β
+

x2

β2
− x3

β3
+ · · ·+ xn

(−β)n
+ · · ·

�, ���� ���� i� xi =
[
−βT i−1

−β (x) + β
β+1

]
� ���� 	���
��� −β ���
�������� ��

��
 x 	��	����	�� $ Iβ 
	 ����� d−β (x) = (xi)i≥1 & 
�� xi ���� ��� ������� �������

����� 0 �� [β]� 6�	
�������� 	��
��� $ −β
β+1 ������� ��� ����� (dn)n≥1 	���
� <−β

% ���
�������� �� −β
β+1 = & ����� ����� "��� �� ��
� �����	
 �	�� ����� ������ & ��

	 −β
β+1 = −d1

β + d2

β2 − d3

β3 + · · · � �� ���� ���� k ≥ 1� −dk+1

β +
dk+2

β2 − dk+3

β3 + · · · ∈ Iβ �

>� �
�� 1
β+1 = + d1

β2 − d2

β3 + d3

β4 − · · · � ���� 	����� ������ ����� �������� ��� 
	

����� (dn)n≥1 �

����� � � ���	 β > 1 �� �����
 ��
�� 
	 (dn)n≥1�
 −β ���
����
�
�	 �

−β
β+1 � �� ���	
 (dn)n≥1 �
 �
�	 ��� 
	�
 ����
 � (d1 . . . d2p+1)

∞
��
� d2p+1 = 0 �

��
��
 � 1���� �� 	��	�� −d2p+1

β +
d2p+2

β2 − · · · /∈ Iβ �	� ��
	 �	�� 1
β+1 ��� ���


�������� ���
�� �� 
�������	

� ���� ������ Iβ ��
���� 	����� 	���� ������ ����� ����� 	���
�	��� �

���
�	��
 �� ���	 β > 1 �� �����
 ��
�� 
	 (dn)n≥1 �
 −β ���
����
�
�	

�
 −β
β+1  �� �� ���	
 (b (0)

∞
) �� β 
�	 �� 
�	�
� b! � ���� ���
��
���� ���	
 �����"

	����	���
 �
 −β �� ���	
 (d�n)n≥1 ����� ��#��
 $

" ������
 (dn)n≥1 �%
�	 ��� ���
�
�	 ���������
 �
 �����
�� ������
�

(d�n)n≥1 = (dn)n≥1

" ������
 (dn)n≥1 = (d1 . . . d2p+1)
∞ 
�	 ���
�
�	 ���������
 �
 �����
�� ��"

����
 2p + 1� �� ���
 (d�n)n≥1 = (d1 . . . d2p(d2p+1 − 1)0)∞ ��� 
�	 �
 ������


2p+ 2 � �� β = b ∈ N� �� ��	�
�	 ((b− 1) 0)∞&

'� � ����� (dn)n≥1 ≺ (d�n)n≥1 �

��?
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6� 
���� � ���� 	����� ��� d2p+1 − 1 ��� ���� ≥ 0� 6	 ������ 2p + 1 ���
���� ��� ������� �����	
� �	�� ����� �.�������@	� 	�

���� (d�n)n≥1��� ������

��� β%��������	���� �� −β
β+1 � −β

β+1 = −d�
1

β +
d�
2

β − · · ·
6������ (dn)n≥1 = (d1 . . . d2p+1)

∞ ��� �������� ��������� �� 
������� ��%
�	��� 2p + 1� ���� ������ �	� 	��� �� 
	��	�� ��� ���� ������ �	�� 
� �	�
��������� ���	���

�������	��
 ��  (	�"��������! [8] $ ���	 β > 1 �� �����
 ��
�� ���	 (dn)n≥1

�
 −β ���
����
�
�	 �
 −β
β+1 � ����� ���� 	��	 k ≥ 1 $

d1d2d3 . . . � dkdk+1dk+2 . . . (1)


	 �
 �ê�


d�1d
�
2d

�
3 . . . � d�kd

�
k+1d

�
k+2 . . . (1bis)

�� �%�� �%
�	 ��� ���� �
 ��� ���������
 ������ ��
 ���	
 (xn)n≥1 
�	 �
 −β
���
����
�
�	 �%�� �����
 ��
� x ∈ Iβ �� 
	 �
��
�
�	 �� ���� 	��	 k ≥ 1
xk ∈ {0, 1, . . . , d1} 
	 $

d1d2d3 . . . � xkxk+1 . . . ≺ 0d1d2 . . .


	 ��
 ���	
 (xn)n≥1 �����	�
�	 �� −β����	 �� 
	 �
��
�
�	 ��

d1d2d3 . . . � xkxk+1 . . .

)��� �
 ��� ���������
 ������ �* �� ���	
 (dn)n≥1 
�	 �
 �� ����
 (d1 . . . d2p+1)
∞

�* � 
�	 ������ ������� ��
 ���	
 (xn)n≥1 
�	 �
 −β ���
����
�
�	 �%�� �����


��
� x ∈ Iβ �� 
	 �
��
�
�	 �� ���� 	��	 k ≥ 1 xk ∈ {0, 1, . . . , d1} 
	 $

d1d2d3 . . . � xkxk+1 . . . ≺ (0d1d2 . . . d2p(d2p+1 − 1))∞


��
 �����	�
�	 �� −β����	 ������ ��� �������� �� 
	 �
��
�
�	 �� ���� 	��	 k ≥ 1

d1d2d3 . . . � xkxk+1 . . . � (0d1d2 . . . d2p(d2p+1 − 1))∞

�� ����� � ���	��� ��
����� �−β�

���� ���
������� 
	 �ê�� ������� �� −β����� ��� 1	�	���� �	�� 
� �	� ���
��������� ���	�� �� ��� ������� �� ��� ��A����� �	�� 
� �	� ��������� ���	���

��'
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>	�� 
� �	� ��������� ���	�� �� ���.� 	������ ��� �0� ��� 
� ��� (d1 . . . d2p+1)
	��	�	�� �	�� ��� ����� (xn)n≥1 �� −β����� �� �
 ��� ����� �� (d1 . . . d2p+1)

∞ & ��


��� �������� 
� ��� (d1 . . . d2p+1) �� 
����� 
�� ���� .����	�� �	� (d1 . . . d2p+1)
∞

�� �� �������� ���� 
�� 	������ B	�� 
�� ���� �� ������	�� �	� (d1 . . . d2p+1) ��
�������� �	�� 
� −β����� 	� ���� �� 1	�	���� �� �� ���
����� �� ���� ���� k

d�1d
�
2d

�
3 . . . � xkxk+1xk+2 . . .

�� ���� ���� 	�0�� $ ������� 	���� �

���
�	��
 ) � 
� −β������ ���	 β �� �����
 ��
� > 1� ���	 (dn)n≥1 �
 −β

���
����
�
�	 �
 −β
β+1 
	 ���	 (d�n)n≥1 �� ���	
 �����	����	���
 � ���� ���
��
����

−β����	 X−β �%
��
���
 �
� ���	
� (xn)n≥1 	
��
� ��
 ���� 	��	 k ≥ 1 � xk ∈
[0, d1] 
	 $

d�1d
�
2d

�
3 . . . � xkxk+1 . . . (2)

�%
�	 � ���
� ���� �
 ��� ��� ���������
 ������ $

d1d2d3 . . . � xkxk+1 . . .


	 ���� �
 ��� ���������
 ������ �

d�1d
�
2d

�
3 . . . � xkxk+1 . . .

+��� �� ����	 T $ (xn)n≥1 �−→ (xn+1)n≥1 � X−β 
�	 �� �
��� T−��������	

�
 {0, . . . [β]}� �%
�	 �� ��	��
 �������
 ��������
&

,��� ��	
���� L−β �
 ������
 �
 �
 �	��
 �������
 
	 L �%
��
���
 �
�
��	� �
 L−β �
 ����
�-��	 ��� ��� �� 0  L ���	�
�	 �
 ��	 ���
 ε ���	 ��
�����
�� 
�	 0!&

#���� 
� 
	��	�� L 	����� $ �� �/��0�� �/�	����� ��� ���� ������	 $ �����

�� ������� ��
	���� �	�� 
	 �	�� −β�

���� ��
 x �� Iβ ����0�� �� ������ −β ���
�������� �	�� 
� �/��0�� ������

�	� 1	�	���� & ����	��� x ��� �� ���
�������� ��� .��� �	�
(
d1 . . . d2p+1

)∞
���

��	��	������ �	� 	� �/��0�� ������ �	� ���� 4�	�� �� ������ ���� �� �ê�� �	��
����� �/��0�� X−β ��� ����� (xn)n≥1 ���.	�� x = −x1

β + x2

β2 −· · ·+ xn

(−β)n + · · · �
��� ����� �	� ������� ��	 
�	
��������5�

.
�����
� 1� β = b ≥ 2 ��� �� ������ 
� −b ���
�������� �� −b/b+1 ���
(b)∞ �� 
	 ����� (d�n)n≥1 ��� ((b− 1) 0)

∞
& 
�� b−���
��������� ���� 	
��� 
��

������ ��� {0, 1, . . . , b− 1}� 6� �/��0�� �/�	����� ��� 
�������
� ��� ������ ���
{0, . . . , (b− 1)}� 
� 
	��	�� �������� 	
��� ���� 
�� ���� ��� {0, . . . , (b− 1)}�

�CD
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.
�����
 ����
����	 �
 ��� ���������
 ������ � ����� ����� ��� ������� 	���

	 ������ �	��� �	� 2�ü�3	
� �	�� 
� �	� ��� �������� 8�	������ �	� �����
� 
�
�	� β = 2 & (dn)n≥1 ��� �	
� $ (2)

∞
�� (d�n)n≥1 ��� �	
� $ (10)

∞
& ���� �����������

���� �/��0�� 
�������
� ��� ������ (xn)n≥1 ��

�� ��� 101010 . . . � xkxk+1 . . .
��� ��� 
�������
� �� ������ 
�� ������ �� 0 �� 1 & 2�ü�3	
� ���
��� 
�������
� ���
���� ��� 0 �� 1 	
��� ��� �	�� 
� �/��0�� ������ �	� 1	�	����

222222 · · · � xkxk+1 · · · � 010101 · · ·
.������ ���� 
�� ���� m2∞ �, m ��� �� ��� ��� {0, 1} �

����� �� ���	 Hn �
 �����
 �
 ��	� �
 �����
�� n �
 L−β & ����� Hn 
�	
���� �� �����
 �
 ��	� �
 L �
 �����
�� ������
��
 �� ����
 � n.

��
��
 � ;� ���.� 	������ ��� �� u ��� �� ��� �� L 4�� �� L−β5 
� ���

0hu ��� ������ �	�� L−β ������� 0 < d1 ��
�����
�� �� [6] �%
�	����
 �� −β ����	 ����� ��
 �������� �
 ��#��	 
�	

����
 � ��β&

����� �� )��� �
 ��� ���������
 ������ �� ��#��	��� �
 X−β ��/��
 �
�"
����
�
�	 �
 �
��
 �
 �������� ���� �%
�	����
 �
 X−β ��	 
����
 ����
 � ��β
�

��
��
 � 6� −β ����� 	���� ��� 1	�	���� 
� �.��� ��� �������0������� ��%
������� [9] & ��� ������ ������ �	���	
� ��� ��������� �� ���� ������� ����

�� ������ ���� �������� & �� 
� ��� (d1 . . . d2p+1) 	��	�	�� �
 ��� ����� �� (d1 . . .
. . . d2p+1)

∞ �� �� ���� ���� ������� � �	� ����� 
	 �������� �� ��� (d1 . . . d2p+1)
��� ��

� �	�� ������� ���� 
�� ������ �� 
	 ������ �	���	
� ��� ����� �	� 
���%
����
� ��� ������ �� ������	�� �	� �� ��� 4���� [4] �� [11]���� 
�� 	������ 
�� $

	 ������ ���������5 ��

.
�����
� 1� β ��� �������� $ (1+
√
5)/2 
� 
	��	�� Lβ ����� �	� ��	������ & ����


�� ���� 0h ���� �	� �����
� �	�� 
� 
	��	�� 	
��� ��� ��� ���� ��� 1 ��� 	��	��
�	�� 
	 ����� (xn)n≥1 ���
 00 ���� 	��	�	���� �� "	�	�� 000 & �� �����0�� 	

���������	���� ����������� ��� 
�� ������� ���	��	���� ��� 
� −β ����� [8] [9]
�	�� ��	A���� �	� ����� �/��0�� �� ����	�����

������ ��
���� ��� ���������� L ��� �
� ���� �� ��������
 ���

��� 0

8�	�� ���� ���� ���� u = u1 . . . up �� v = v1 . . . vq ��
� ��� u1 �� v1 ����
���� ���� ��A����� �� 0 ���� ������ ��� u ≺ v �� 
���� ��� ���������� ����	����
��� �	����	��� �

p ��� �	�� �� q ��� ���	�� � 2321 ≺ 100

p �� q ���� �	��� �� p > q � 2321 ≺ 45

p �� q ���� ���	��� �� p < q � 232 ≺ 11111

�C�
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p = q = 2k �� �
 ������ h ��
 ��� 0 ≤ h < 2k � u1u2 . . . uh−1 = v1v2 . . . vh−1 ��
(−1)h(uh − vh) < 0 � 563140 ≺ 463140 ≺ 473140 ≺ 472222

p = q = 2k + 1 �� �
 ������ h 	��� 0 ≤ h < 2k + 1 ��
 ��� u1u2 . . . uh−1 =
v1v2 . . . vh−1 �� (−1)h(uh − vh) > 0 � 341 ≺ 342 ≺ 542 ≺ 532

6� ��� ���� ε ��� �������� $ ���� ��� �� 
������� ���	��� �� �������� $
���� ��� �� 
������� �	��� 4����� 
�� ��� ���� $ �������� 
� ������ 05 �� ����
���������� ����
 	��	������ $ L� �	 
������� ��� ��

��

.
�����
 � ��� ����� �� ���� ����� 
������ 
� ���A�� �� ������ ������ ������

������ 
� �����0�� ���A�� 
� �
�� $ ������ ������ ����� 
������ 
� ������0�� ���A��
����� �� 	���� �� ������

8�	�� ���� �� ��� u �� 
������� �	���� a � b ���
���� ua � ub & �� u ��� ��

������� ���	��� a � b ���
���� ub � ua�

����� �� �%����
 ��	
��� 
�	 �� ����
 	�	�� ��� L � �
� ��	
�����
� ���
�	��
�
����� �
�� ���
�	� ���	 ���� ��#��� ��� L&

/� 
 ��%(� ���� �"# "���"�# �"* ��.# "� , #" −β�

������� �� ���	 β �� �����
 ��
� �	���	
�
�	 ������
�� � 1� (dn)n≥1 �

−β ���
����
�
�	 �
 −β/β+1� X−β �
 −β ����	 ��#�� � �� �������	��� 2� L−β �

������
 �������� L �%
��
���
 �
� ��	� �
 ����
�-��	 ��� ��� 0 �
 L−β ����
�
 �%����
 ��	
��� ��� �
� ��	� #���&

���	 ���� 	��	 n ≥ 1 Hn �
 �����
 �
 ��	� �
 �����
�� n �
 L−β 
	 H0 = 1
� ���	 Kn = (−1)nHn& 0����

1! limn→∞ Kn+1/Kn = −β 
	 limn→∞ Hn+1/Hn = β � (Kn)n≥0 
�	 ��	
 ���	
 �

������	��� �
 −β&

2! ���	 
�	�
� �
��	�� m ∈ Z �%����	 �
 ��-�� �����
 ���� �� ����
 m =
a1Kk−1 + a1Kk−2 + · · ·+ akK0 �* a1 . . . ak 
�	 �� ��	 �����	
���	 � L& (��
�"
�
�
�	 	��	 ��	 a1 . . . ak ∈ L 
�	 �
 ���
����
�
�	 �� �����
 �
��	�� a1Kk−1 +
· · ·+ akK0&

�� m 
�	 �� 
�	�
� ����	�� �
 �����
 �
 ���/�
� k 
�	 ������ 
	 �� m 
�	 ����	��
�
 �����
 �
 ���/�
� 
�	 ����&

3! �%�������	��� f �
 L ���� Z $

f(x1 . . . xn) = x1Kn−1 + x2Kn−2 + · · ·+ xn−1K1 + xnK0


�	 ��
 ��4
�	��� �	���	
�
�	 ��������	
  �%����
 �� ��	 ���
 ε 
�	 �� ����
 ���

0!&

�
 ���
����
�
�	 a1 . . . ak �%��	�
�	 ��� �%������	��
 ����	�� �����	 ���� ���&

�C)
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5! ������
 (dn)n≥1�%
�	 ��� ���������
 �
 ������
 ������
 �� ���	
 (Kn)n≥0


�	 ��#��
 ��� K0 = 1 
	 ���� 	��	 n ≥ 1 �

Kn = −d1Kn−1+(d1−d2)Kn−2+(d2−d3)Kn−3+ · · ·+(dn−1−dn)K0+(−1)n

����� �� �	����
 �� ���	
 (d�n)n≥1 = (d1 . . . d2p(d2p+1 − 1)0)
∞

�� ��
� �
 (dn)n≥1&

! 
	 �
	�� ��� �����
�� ���
��	�� 
�� Kn �� ���� ���
���� 
�� �����
�� m =
a1H2k − a2H2k−1 + a3H2k−1 − · · · − a2kH1 + a2k+1H0 ���� 
�� ������� ��������
�� m = −a1H2k−1 + a2H2k−2 − · · · − a2k−1H1 + a2kH0 ���� 
�� ������� ��	�����

6�� ������ (Hn)n≥0 ������������ ��
�� 
	 ������ ����	��� �

�����
�� � $ ���	 β �� �����
 ��
� �	���	
�
�	 ������
�� � 1� ���	 (dn)n≥1

�
 −β ���
����
�
�	 �
 −β/β+1� 
	 ���
�	 X−β �
 −β ����	 �����	 � �� ��#��	���
2� L−β �
 ������
 �������� 
	 Hn �
 �����
 �
 ��	� �
 �����
�� n �
 L−β &

�� ���	
 (Hn)n≥0 
�	 �����	�����
 ��� �� �
��	��� �
 ������
��
 $

H2k+1 = d1H2k + (d1 − d2)H2k−1 − (d2 − d3)H2k−2 + · · ·
+(d2k−1 − d2k)H1 − (d2k − d2k+1)H0 + 1


	
H2k = d1H2k−1 + (d1 − d2)H2k−2 − (d2 − d3)H2k−3 + · · ·

−(d2k−2 − d2k−1)H1+(d2k−1 − d2k)H0 + 1


	 H0 = 1&

�� (dn)n≥1 = (d1d2 . . . d2pd2p+1)
∞ 
�	 ���������
 �
 ������
 ������
 �� �
�"

����
 (dn)n≥1 ���� �
� ������
� ��� �� ���	
 �����	����	���
 (d∗n)n≥1 ���� ��	
���
Hn.

)
 ���� limn→∞ Hn+1/Hn = β&

�����
�� �� '� ���
 ���� 	��	 k ≥ 0

M2k+1 = d1H2k−d2H2k−1+d3H2k−2−· · ·−d2kH1+d2k+1H0 = f (d1 . . . d2k+1)

−N2k = −d1H2k−1+d2H2k−2−d3H2k−3+· · ·−d2k−1H1+d2kH0 = f (d1 . . . d2k)


	 N0 = 0&

�� (dn)n≥1 = (d1 . . . d2p+1)
∞ 
�	 ���������
 �
 ������
 ������
 �� �
�����


(dn)n≥1 ��� (d�n)n≥16 (d1d2 . . . dp(dp+1 − 1)0)∞ ���� 	��	
� �
� ������
�&

�����
�� �� �
� ���	
� (M2k+1)k≥0 
	 (N2k)k≥0 ���	 �
�7 ���	
� ����	��
�
�	���	
�
�	 ��������	
� 
	 ���� 	��	 k ≥ 0 $

H2k = N2k +M2k−1 + 1 = card [−N2k,M2k−1]

H2k+1 = N2k +M2k+1 + 1 = card [−N2k,M2k+1] &

�C�
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�����
��  �����!��
��� !��
�� 8	��	 ����� �� 
�	�
� �
��	�� m �
�� �
��
���
 �%�����
 ��	
�����
 [−N2k+2,−N2k[ �� ]M2k−1,M2k+1] ��� ���	�
�	
m � �� �%
�	 ]M2k−1,M2k+1]  m 
�	 ����	�� ! �� ����	 m = x1H2k + r1� r1 ∈
[−N2k,M2k−1] � ����
 H2k = card([−N2k,M2k−1] � (x1, r1) 
�	 �����
 
	 |
r1 |<| m | �  �� m �
 	����
 ���� [−N2k+2,−N2k] �� ����	 m = −x1H2k+1 + r1
��
� r1 ∈ [−N2k ,M2k+1] ! � 
����	
 �� ���	���
 ��
� r1 �� ��
� �
 x1 
	 ��
��	
����
 (x2, r2) � �� ���	
 | rh |
�	 �	���	
�
�	 ����������	
 
	 ���� �
 �����

�%�	���	���� 
�	 #�� � � �� #� �� ����
����  ��
� �� �
�	
 r2k ���� [0,M1] =
[−N0,M1] 
	 �
 ���/�
 xn !� �
 ���
����
�
�	 x1 . . . xn �
 m 
�	 ��	
�� � ���� �
	

�	�
� m ����	�� �
 �����
 �
 ���/�
� 
�	 ������ � ���� �� m ����	�� �� �������

�� ����
���� ��������
 
	 �%������	��
 ������	 �� �����
 ���� �
 ���/�
�&

6	 ����	���� ��� ������� �� �	�� ��	���� −β ��� 	���
����� ����
	��� $

	 ����	���� �� �	�� �������� β 4��� ��	����� ��� 
� β−����� �� ������� ���
	��
��	���� ������	��� ����� 
� β−
	��	�� �� N 5�

@��� ��� ���

���� ������������ �� ����� 
�� ���
�	�� ��� � �������� 	�
���� ��� @����������� �� C ��  �� �� ����0�� � �	�� 
�� �������	����� �� ���
��	��� ����� ���� ��0� ��������� ���������� 6� ����� �����	
 ��� 
� �	�� ��� f
��� ��� ��"������ ������	����

!�	�� �� �������� ��� ���
�	�� ���� 	

��� ������ 
�� ������	

�� �� L�

0� �*�# !� �� %�� "� +*�# +"��� %�� � �# �"�� ��#
���"�) **"# �" L

6� 
	��	�� L−β �� −β ����� ��� 
�������
� �� ���� 
�� ���� x1 . . . xp ��� ����
�	����� �	���� ���� ��� ��.�� x1x2 . . . xpxp+1 . . . ��
 ��� ���� ���� i ≥ 1 4����
�
���������� �� ��� �	� xi = 0 5

(3) d1d2 . . . dk−i . . . � xi . . . xk . . .

4�	�� 
� �	� ��������� ���	�� β �� ����
	�� (d1 . . . d2p+1)
∞ �	� (d∗n)n≥1 =

(d1 . . . d2p(d2p+1 − 1)0)∞ �	�� 
�� ���������� (3)�

6�� ���� .��� �� L−β ������ ���� ���������
� �

���� 	���

����� ����
��
�� ���� ��� w ∈ L 
� �
�� ����� ��� �� L �������%
���� �������� $ w & ���� ������ ��� ���� ������	

�� I �� J �� L ���� ���	���� ��
I∩J ��� ���� �� �� I∪J ��� �� ������	

� & ���� �.������ �� �ê�� 
�� ������	

��
�������� �� Z & �� p ��� 
� ���������� �� m �� a ≤ p < b 
�� ������	

�� [a,m[ ��
[p, b[ ���� ���������

6�� ����� 
����� ��� ������� ���� ��������� �	� 
	 ����� �

�CC
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�����  � ���	 β �� ��
� 91� 
	 ���	 (dn)n≥1 �
 −β ���
����
�
�	 �
 −β/β+1&
���	 Tn �%
��
���
 �
� ��	� ���������
� �
 �����
�� ≤ n �
 ����
�-��	 ���
��� �� 0  ���� ����
���� ��
 Tn ���	�
�	 �
 ��	 ���
 ��� 
�	 �
 �����
�� 0! �
�����  �	����
� (d�n)n≥1 ���� �
 ��� ���������
 ������! $

�
 ��	 ��7���� �
 T2k+1 
�	 d1d2 . . . d2k+1&

�
 ��	 ������� �
 T2k 
�	 d1d2 . . . d2k&

���	 S0 6 {ε} 
	 ���	 Sn �%
��
���
 �
� ��	� ���������
� �
 �����
�� 
7��	
"
�
�	 n �
 ����
�-��	 ��� ��� 0 $

�
 ��	 ��7���� �
 S2k+1 6 T2k+1 \ T2k 
�	 d1d2 . . . d2k+1&

�
 ��	 ������� �
 S2k+1 
�	 1d1d2 . . . d2k 
	 �� 
�	 �
 ����
��
�� �� ��	 ��7�"
��� d1d2 . . . d2k−1 �
 S2k−1&

�
 ��	 ��7���� �
 S2k 6 T2k \ T2k−1 
�	 1d1d2 . . . d2k−1 
	 ��� ����
��
��

�	 �
 ��	 ������� d1d2 . . . d2k−2 �
 S2k−2&

�
 ��	 ������� �
 S2k 
�	 d1d2 . . . d2k&

��
��
 � �����	�� 	��� 
	 �.������ �� 
	��	�� L−β �� �� 
������ 	
�����
#�� �����
�� ������� �	
���� 
������ d1 = 1 ��

����� !� Tn 
	 Sn ���	 ��� ������	

�� �� L � Tn 
�	 �� ������� ���4���	

�
� n + 1 ��	
�����
� Si, i = 0, . . . , n � �
� Si ���	 �
� ��	
�����
� ���	���� $ S0


	 S1 ���	 ���	����� S1
	 S3 ���	 ���	����� 
	 ���� �������
�
�	 S2k−1 
	 S2k+1

���	 ���	����� S2k+1 �	��	 � ����	
 �
 S2k−1  ���� ������� ���
 ��� �� ��
 	��	
����
�	 �
 S2k+1 
�	 ���� ����� ��
 	��	 ����
�	 �
 S2k−1!&

S0 
	 S2 ���	 ���	����� S2 
	 S4 ������ 
	 ���� �������
�
�	 S2k+2 
	 S2k ���	
���	����� S2k+2 �
 	������	 � �����
 �
 S2k  ���� ������� ���
 ��� �� ��
 	��	
������	 �
 S2k+2 
�	 ���� �
	�	 ��
 	��	 ����
�	 �
 S2k!&

0���� Tn �
 ����
�	
 ����� $

S2k+2 S2k S2k−2 . . . S2 S0 S1 S3 . . . S2k−1 S2k+1

����� "� ���	 n > 0 �� 
�	�
� #7� � ���� x ∈ {1, . . . , d1} ���	 Jx �%
�"
�
���
 �
� ��	� �
 Sn ����
�-��	 ��� x � ����� Sn 
�	 �� ������� ���4���	
 �
�

��
���
� Jx� �
���
�� ���	 �
� ��	
�����
� ���	���� �
 L&

���� 	��	 n� J1 
	 J2 ���	 ���	����� J2 
	 J3 ���	 ���	���� 
	 ����� �
 ���	

4����%� Jd−1 
	 Jd&

Sn �
 ����
�	
 ����� ���� n ����

J1 J2 . . . Jd−1 Jd


	 ���� n ������

�C 
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Jd Jd−1 . . . J2 J1

)
 ���� ���� n ������ $

�
 ��	 ��7���� �
 Jx 
�	 x0d1d2 . . . dn−2 ���� �� x = d1 ����
� ��� �%
�	
d1d2 . . . dn&

�
 ��	 ������� �
 Jx 
�	 xd1d2 . . . dn−1  �� x = d1 �%
�	 d1d1d2 . . . dn−1 !&

8	 ���� n ���� $

�
 ��	 ��7���� �
 Jx 
�	 xd1d2 . . . dn−1  �� x = d1 �%
�	 d1d1d2 . . . dn−1 !&

�
 ��	 ������� �
 Jx 
�	 x0d1d2 . . . dn−2 ���� �� x = d1 ����
� ��� �%
�	
d1d2 . . . dn&

)��� �
 ��� ���������
 ������ �� �	����
�� (d�n)n≥1 �� ��
� �
 (dn)n≥1 ����
�
� �
��
�  � " 
	 " &

��
��
 � ���
���� 
������ 	
����� �� �	�����
��� (1) �� (1bis) �� 
	 ����������� 1
�� (2ter) �� 
	 �.������ 2 	���� ��� (3) ��

.
�����
 $ ������ ��� �����
� ������� �	
���� �� d1 = 1� x �� ����	�� 	
���
��� 
	 �	
��� d1 �	�� 
� 6���� " �

1� ��"�)" �"# +��+�#�����# 32425 "� �� �-(��3%" 1

��
��
 �
 �%���
�	��� 3 �� �������
 1 $ f 
�	 ��
 ��4
�	��� ��������	
 
�	�

L 
	 Z � �	���
��� ��� Tn ��� 
�������
� ��� ���� 	�������
�� �� 
������� ≤ n
���� 
� ������� ���A�� x1 ��� ��� ��
 	�����
� �� 	�"���� 
� ��� ���� �� ���
��� �	����	
 ��� Hn & �� ���� ���� ���� ��� 	�������
� x1 . . . x2k+1 �� 
�������
2k + 1 �

f(x1 . . . x2k+1) = x1H2k − x2H2k−1 + x3H2k−2 − · · · − x2kH1 + x2k+1H0

�� ���� ���� ��� 	�������
� �� 
������� 2k

f(x1 . . . x2k) = −x1H2k−1 + x2H2k−2 − x3H2k−3 + · · · − x2k−1H1 + x2kH0.

1� 
� −β%���
�������� �� −β/β+1 ��� d1d2 . . . 
� �
�� ��	�� ��� �� T2k+1 ���
d1d2 . . . d2k+1 4
���� 5 5 & ����� �� ��� ���� 	 ������� $ �.��� M2k+1 ����� �

M2k+1 = f(d1 . . . d2k+1) = d1H2k−d2H2k−1+d3H2k−2−· · ·−d2kH1+d2k+1H0.

6� �
�� ����� ��� �� T2k ��� d1d2 . . . d2k 	���� ���� 	���� �.�� N2k ����� �
−N2k = f(d1 . . . d2k) = −d1H2k−1+d2H2k−2−· · ·−d2k−1H1+d2kH0 �� N0 = 0�

���� 	

��� ������� 
�	�������� �	� ��������� ��� 
	 
������� ��� ����� �	�%
�	�� 
�� ���� �/����0���
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H2k+1 � 
	 ����������� �� f $ T2k+1 ��� ��� ��"������ ������	��� �� T2k+1 �	��

�������	

� [−N2k,M2k+1] �� Z �� H2k+1 = N2k +M2k+1 + 1

H2k � 
	 ����������� �� f $ T2k ��� ��� ��"������ ������	��� �� T2k �	�� 
������%
�	

� [−N2k,M2k−1] �� H2k = N2k +M2k−1 + 1�

���� 	

��� ������� ��� �� H1, . . . ,H2k ���� ��	��� 	
��� H2k+1 �� H2k+2 ����
��	����

6� �/����0�� H1 ��� ��	�� � d1 = �β� 4�� d1 = b − 1 �� β = b ∈ N5
�� d2 ≤ d1 & 
�������
� ������ ��� ���� 	�������
�� �� 
������� ≤ 1 ���
{ε, 1, 2, . . . , d1} & 
�������
� f (T1) ��� {a1K0 = a1 ; a1 ∈ {ε, 1, . . . d1}}� 
�	��
��	%
���� �.��� ��� ��"������ ������	��� ����� T1 �� {0, 1, . . . , d1} ��� ��� 	���� [0,M1]
�, M1 = d1H0 = d1 4�� 	 ��� K0 = H0 = 15 & K1 = −H1 = −(d1 +1) & 	���� 
�
�	����	
 �� 
�������	

� [0,M1] ��� ���� H1 ��

@����� �� H2 � 
�������
� ������ ��� ���� 	�������
�� �� 
������� ≤ 2 ��
�������	�� �	� �	� 0 ��� �
{d1d2, d1(d2 + 1), . . . , d1d1, (d1 − 1)0, (d1 − 1)1, . . . , (d1 − 1)d1, . . . , 10, 11, 12, . . . , 1d1}

��� ������� a1K1 + a2K0 = −a1H1 + a2H0 ���	 
��� �H0 = 1 �	 H1 = d1 + 1 

{−d1(d1 + 1) + d2,−d1(d1 + 1) + d2 + 1, . . . ,−d1(d1 + 1) + d1}
{−(d1 − 1)(d1 + 1),−(d1 − 1)(d1 + 1) + 1, . . . ,−(d1 − 1)(d1 + 1) + d1}

�	 ����� 
� ���	� �������

{−1.(d1 + 1),−1(d1 + 1) + 1, . . . ,−1(d1 + 1) + d1}
��� ������� ��������	 
� −N2 = −d1H1 + d2H0 � −1 �	 	��� ��� ������� 
�

����	�������� ���	 �		���	� � �� ��	���	 ��� �����	��� ��������	� ��	�� T2 \T1 �	 [−N2,−1]
�

���� T2 ��	 ���� �� ���
���� 
� [−N2,M1] �	 �� � H2 = N2 +M1 + 1 �+1 � �����

� 0 ��

�� Hn ��	 ����� ����� f ������ 	��	 ��	������� 
� Tn ��� �� ��	������� 
� Z 
� �ê��
	���� ���	 Sn ���������� 
�� ��	� �
��������� x1 . . . xn 
� �������� � ��	����	 n 
��	
�� ������� �!�"�� x1 ����	 ��� ��� # Tn ��	 �� ������� 
������	� 
�� Si ���� i = 1, . . . , n
�	 ��� Si ���	 
�� ��	�������� ���	���� # S2k ��	 ���	��� � S2k−2 ��� ��	 ���	��� � S2k−4

�	 ����� 
� ���	� ������� S2 ��� ��	 ���	��� � S0 $ ��� ��	 ���	��� � S1 ��� �ê�� ���	���
� S3 �	 ����� 
� ���	��

��������� Hi ��	
� ���� i ≤ 2k �� ������� ��� H2k+1 ��� ��	
� # H2k 
�	 ��� ��
���	���	��� 
� f � T2k ��	 ��� �����	��� �	���	����	 ��������	� 
� T2k ��� [−N2k,M2k−1] #
���� 
����� ������� ��� �� ���	���	��� 
� f � S2k+1 = T2k+1 \ T2k ��	 ��� �����	���
��������	� 
� S2k+1 ��� ]M2k−1,M2k+1]�

S2k+1 ��	 �� ������� 
������	� 
�� ��	��������

Jx , x = 1, . . . , d1 �% Jx = {xx2 . . . x2k+1;xx2 . . . x2k+1 ∈ L} .
���	 ���� x & � Ix ���������� 
�� ��	� 
� �������� 2k x2 . . . x2k+1 	��� ��� xx2 . . . x2k+1

��	 �� ��	 �
�������� 
� �������� 2k + 1� Ix ��	 �� ��	������� 
� S2k�

�C(
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����� f (xx2x3 . . . x2k+1) = xH2k + f (x2 . . . x2k+1)$ �� � f(Jx) = xH2k + f (Ix)�

�����'� �� ����� 5 �� x < d1 ����� Ix = [d1 . . . d2k, 0d1d2 . . . d2k−1] �	 �� x = d1 �����
Ix = [d1d2 . . . d2k, d2 . . . d2k+1]�

��!���	!'�� H2k 
�	 ��� ���� x ≤ d1$ f ��	 ��� �����	��� ��������	� ��	�� Ix �	
f (Ix) ��� ��	 �� ��	������� �	 
��� � ���� x < d1 $ f (Ix) = [−N2k,M2k−1] �	 ����
x = d1 f (Ix) = [−N2k,−d2H2k + d3H2k−1 − · · ·+ d2k+1H0]�

(���� ���� x < d1 ����� �������� ���� ������&�� f (Jx) = [Ax, Bx])

f (Jx) = [xH2k −N2k, xH2k +M2k−1] = [Ax, Bx]

�	 ���� x = d1$ ������� d1H2k − d2H2k−1 + · · ·+ d2k+1H0 = M2k+1

f (Jd1) = [d1H2k −N2k, d1H2k − d2H2k−1 + · · ·+ d2k+1H0]

f (Jd1) = [d1H2k −N2k,M2k+1] = [Ad1 ,M2k+1]

��� d1 = 1 �� � ������ f (Jd1) = [H2k −N2k,M2k+1] = ]M2k−1,M2k+1]

f (Jd1) = [d1H2k −N2k,M2k+1] = [Ad1 ,M2k+1]

�	 
��� 	��� ��� ��� f ��	 ��� �����	��� ��������	� ��	�� Jx �	 ����	������� ������

)� ���� ��*	 ����	����	 
� ������� ��� ��� ��	�������� ������ ���	 ���� ���	����$

��� ���

M2k−1 + 1 = A1, B1 + 1 = A2, B2 + 1 = A3, . . . , Bd1−1 + 1 = Ad1

���� ��	���� �������� 	��� ��� ��	�������� ���	 ���	���� ��� f ��	 ��� �����	��� �����+
���	� 
� S2k+1 ��� ]M2k−1,M2k+1]�

,��� x = 2, . . . , d1 �� �

Ax −Bx−1 = xH2k −N2k − ((x− 1)H2k +M2k−1) = H2k −N2k −M2k−1 = 1

�	 ��� d1 ���	 �� ��� ���� � 1 ���� ����� A1 = H2k −N2k = M2k−1 + 1

���� f ��	 ��� �����	��� ��������	� ��	�� T2k+1 �	 [−N2k,M2k+1] - # ������� H2k+1

��	 �� ���
���� 
� T2k+1 $ H2k+1- N2k +M2k+1 + 1�

.��� ����� ����&� H2k+1 ��
��������� 	
����	�� ��� Hi ��� ��	
� ���� i ≤ 2k+1 �� ������� ���	���� H2k+2

��� ��	
��

S2k+2 ��	 �� ������� 
������	� 
�� ��	�������� Jx �x = d, d1 − 1, . . . , 2, 1) �% Jx

��	 ���������� 
�� ��	� �
��������� 
� �������� 2k + 2$ xx2 . . . x2k+2 # ���	 Ix ����
x = d1, d1 − 1, . . . , 2, 1 ���������� 
�� ��	� x2 . . . x2k+2 
� �������� 2k + 1 	��� ���
xx2 . . . x2k+2 ��	 �
�������� # Ix ��	 �� ��	������� �	 
����'� �� ����� 5 �

�� x = d1 ����� Id1 = [d2d3 . . . d2k+2, d1d2 . . . d2k+1]

�� x < d1 ����� Ix = [0d1d2 . . . d2k, d1d2 . . . d2k+1]

Jx ��	 ����� �� ��	�������$ ����������	 x+ Ix �	 f(Jx) = −xH2k+1 + f(Ix) # 
��� ��
x �= d1$ ��� ��	�������� f(Jx) 
� Z ���	 ���� x < d1

�C?
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f(Jx) = [−xH2k+1 + f(0d1 . . . d2k),−xH2k+1 + f(d1 . . . d2k+1)]
= [−xH2k+1 − d1H2k−1 + d2H2k−2 − · · ·

+d2kH0,−xH2k+1 + d1H2k − d2H2k−1 + · · ·+ d2k+1H0]
= [−xH2k+1 −N2k,−xH2k+1 +M2k+1]
= [Ax, Bx]

�	 ���� x = d1

f(Jd1) = [−d1H2k+1 + d2H2k − · · ·
+d2k+2H0,−d1H2k+1 + d1H2k − d2H2k−1 + · · ·+ d2k+1H0]

= [−N2k+2,−d1H1 +M2k+1]
= [−N2k+2, Bd1 ]

)� �� ���� ���	� ���� ���� ����&�� ����� ���� !��	 ��� Bd1+1 = Ad1−1$ Bd1−1+1 =
Ad1−2$� � � $B2 + 1 = A1, �	 ��� B1 = N2k−1 ��� ��� d1 = 1 �� ����&� 
� �ê�� # ����
��	����� ��� �����	��� ��������	� ��	�� T2k+2 �	 [−N2k+2,M2k]� ����� H2k+2 ��	 ��
���
���� 
� T2k+2$ �� ����	 ��� H2k+2 =N2k+2 +M2k + 1 �	 ���� 	������ �� ������ 
�
H2k+2 ��

,�� ���	� f �	����	 ��� �����	��� ��������	� ��	�� L �	 Z # ���� 	������ �� ������ 
�
�������	��� 3 
� /!���'�� 1�

��	�����
�� 2 �� ������� 1 ���� ����
� 
��
	����	�

������ �� �	 ������
�
�� 4 � ��� �����	�� 
� 	��� H2k+1 = N2k +M2k+1 + 1 ��	 �	�
����&��� �� ����� 
� �� ������ 
� �������	��� 3 
� /!���'�� 1�

����� Hn ��	 �	���	����	 ��������	� �	��� ��� ��	� 
� �������� n ��	 �� ������+
�����	 
� �������� n + 1 �	 �� ��	 �� ����� �� � 
��  ��� �����	�� ���������	 ��
���������� �	���	� 
�� ���	�� (M2k+1)k≥0 �	 (N2k)k≥0 ��

������ �� �	 ������
�
�� 3 � �� 
�&��	��� 3 
�&��	 M2k+1 �	 N2k �� ����� 
����
���������� # �� 0������ H2k+1 = N2k +M2k+1 + 1 ���	��� � �� �������	��� 4 �����	

��� 
�
���� �� ���������� ����&�� ��� ��� Hn��

�������� ���	 (dn)n≥1 = 21000000 . . . # ��� ��	� 
� �������� 1, 2, 3, 4 �� ������+
1��	 ��� ��� 0 ���	

{1, 2}{21, 22, 10, 11, 12}{121, 122, 110, 111, 112, 100, 101, 102, 221, 222, 210}
{2100, 2101, 2102, 2221, 2222, 2210, 1021, 1022, 1010, 1011,
1012, 1000, . . . , 1122, 1100, 1101, 1102}


��	 ��� ������ ��� f ���	

{0, 1, 2}{−5,−4,−3,−2,−1}{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 112, 13}
{−30,−29, . . . ,−7,−6} # M1 = 2, N2 = 5,M3 = 13, N4 = 30, H0 = 1, H1 = 3, H2 =

8, H3 = 19�

�� (dn)n≥1 = 3222222 . . . = 32∞ $ ��� ��	�������� ��������� ���	 T1 = {0, 1, 2, 3} 
��	
��� ������ ��� f ���	 {0, 1, 2, 3} #

T2/T1 = {32, 33, 20, 21, 22, 23, 10, 11, 12, 13} 
��	 ��� ������ ��� f ���	

�C'



����  �!!���"#�$%&

{−10,−9,−8,−7,−6,−5,−4,−3,−2,−1}� S3 = T3/T2 ��	 �� ������� 
������	� 
��
��	�������� J1$J2 $ J3 �%

J1 = {132, 133, 120, 121, 122, 123, 110, 111, 112, 113, 100, 101, 102, 103}

��	 ������� ��� f ��	 A1 = {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17}

J2 = {232, 233, 220, 221, 222, 223, 210, 211, 212, 213, 200, 201, 202, 203}

��	 ������� ��� f ��	 A2 = {18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31}

J3 = {332, 333, 320, 321, 322}

������ A3 = {32, 33, 34, 35, 36}�

)�� H0,,H1,H2, H3 ���	 ���� � {1, 4, 14, 47} #
M1, N2,M3 ���	 ���� � {3,−10, 36}�
,��� 3211111 . . .�� ����� 
�"������ ���������	 ��� ��	� 
� �������� 1, 2, 3 �� 	�����


���

J3 = {332, 333, 320, 321}
��� 322 ����	 ��� �
�������� #H0, H1,H2,H3 ���	 ���� � {1, 4, 14, 46} �	M1, N2,M3

� {3,−10, 35}�
������ �� �	 ������
�
�� 5 � ��	�� ����� �� ���
�� m ��	����
��� ������� �����
�

�
�� ��� ������������ �

����������	 (dn)n≥1$ �� 
�	������ ��� ���	�� M2k+1, N2k � ����
� 
�� 0������� 
��+
���� � �� 
�&��	��� 3 �	 Kn �	 Hn � ����
� 
� �� �������	��� 4 # ���� 
����� ����&��
��� ��������	!�� 
���� �� ��	 
� ������� L 
��	 ������� ��� f ��	 m� .��� 0�����
��� ���������� � �������	��� ��	 ����� �� m �� 	����� 
��� [−N0,M1] = [0, d1] �� �� m
�� 	����� 
��� [−N2,M1]� .��� ������ ������� ��� �� ���� m ∈ [−N2k,M2k−1] ����+
����	!�� ����	�� 0�����	 �� 
�����������	 
� m ����	 ������ ���� �� m �����	���	 �
[−N−2k,M2k+1] �	 ��� �� ����	 ���� ���� m ∈ [−N2k,M2k+1] ����	 ������ ���� �� m ∈
[−N2k+2,M2k+1]� .��� ����&����� �� ������� ���$ �� �����
 ��	 ����������

���	 m ∈ [−N2k,M2k+1] # �� m ��	 
��� [−N2k,M2k−1] $ �� ��� � ���� � ����&�� #
�����$ m ∈ [M2k−1 + 1,M2k+1] �	 ������� H2k = N2k +M2k−1 + 1 �� � � �� ������ x
	�� ��� m−xH2k ∈ [−N2k,M2k−1] # �� �� 
�����������	 
� m ��	 x1 . . . xr ���� ������
��� ��� ������� 
� [−N2k,M2k+1]\ [−N2k,M2k−1] ��	 � ��	����	 2k+1 �!�"��� 
���
���� 
�����������	 �	 ��� m− x1H2k �� 	����� 
��� [−N2k,M2k−1] # 
��� x1 = x $ �	
m−xH2k = m−x1H2k # �� ������� �!�"�� 
� 
�����������	 
� m ��	 
��� 0����� ���
��������	!�� ����	��� ��� ��	��� �� �����	 ����� �� ������ 
� ��!���	!'�� 
� �����������
���� ������� ��������	!�� �� 	������ �� 0�����	 �� 
�����������	 x1 . . . xm 
� m # ��
��	 0����� ��	 
��� 
��� L ��

������ �� ��	�����
�� 1) �� ������� 1 � ���� 
����� ������� ��� lim
Hn+1

Hn
� ��	� # ��

����	 �� ��� �� ����	� ��	 0�������	 β ����� �������� ���� 
��	 �	�� ����� � ��� �����	�����

� ����	����� h ��� ��	 lnβ�

� D
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2� ������ 0����� ���	�� ��� �� ����� 0�������

R(X) =
1 +X +X2 +X3 + · · ·

1− (d1X + (d2 − d1)X2 − (d3 − d2)X3 + · · · )
�
��	 ���� 
�����������	 �� ����� H0 +H1X +H2X

2 +H3X
3 + · · · # ����� ���

���*����	� ���	 ������ �� ����� 
� ����������� ��	 > 0 # ���	 1/θ �� ���� ��	�	 ���� 
�
R(X) ��� ���� � ��	� ����� ��� ��� dn ���	 ������ �	 ��� limn→∞ Hn = ∞ �������
�� ���	'�� 
�������� ��	 
���	����� > 0 # �� � ��	� �� ��	��� r �	 �� �������� P 
�

���� < r 	��� ���

R(X) =
P (X)

(1− θX)r
+

∑

n≥0

anX
n

����
∑

n≥0 anθ
n ������ 3� ���	 
��� 	������ �� �������� Q 	�� ���

R(X) =
∑

n≥0

Q(n)θnXn +
∑

n≥0

anX
n

�	 ���� ��	����� ���� �� ���	��� θ �

lim
n→∞

Hn+1

Hn
= θ

�� ����	� � ��	� # ���� �� ���	 
�"���� 
� β � 
��� β = θ ��
�� �������	��� ��� ���	 ��	 ����������� ����
��	� 
�� �����	�	� 
� �� )	� $ �� 4���+

��� ��
 (��� ��� ����� [2][4]�� [5] ���� ��� 
�&��	���� �

�	
�
���
� �� ��� 	�����
��� ��
�	���� ���� ���
�	������ �

�� �� ������ �� ����	�
�� �� �	�� −β ��� �	�
�����  �� ������ �	� �	 ��� ��
�	��	�� 	���!
� ��� �	�
������

"� �	 ��
�� (dn)n≥1 ��� ���
���� ���
��
��� �

#� ��� ���
�� ��������
∑

n≥0 HnX
n $

∑
n≥0 M2n+1X

2n+1 ��
∑

n≥0 N2nX
2n ����

��� ���
�� N �	�
�������� %������	�
����������

������� β ��� �� ����� �� �
��� !�� !���
�
��� ���� ����
���

5	��	 
���� �� ������ ���� β > 1$ ����� ���	 ��� ���	'��� 
� ������	��� ��� 0���+
������	$ ��� �� ������	!�� ����	�� ��� � ����
�� ��	����$ �� 
�����������	 ���� �!����
��	��� ����	�0 6 �� ���� ����	� �� ���	����	� ������	� � ���������� 
�� 
�����������	� 
��	
�	�� �� ������� 
��� ���	'�� 
�������� 
���	����� ln β$ �� ���	 ������	���� ����� 	��
���	'�� 
� ������	��� ��	 ��� �� −β �!�0	�

4� ��,#��������#

#��� �� −β ����
�
�
��

.��� �������� �����
���
�� [15] ��� �����!���	 B = {b0, b1, . . . , bn, . . .} ��� �������+
	��� 
� B 
��� ���������� B� 
�� ��	� &��� ��� B � bi �→ σ (bi) ∈ B� # �� ��������

� �



����  �!!���"#�$%&


� σ (bi) 
����
 
� i # B ����	 ��� �������������	 &��$ �� ���	 �	�� 
����������� ,���
	��	� ��		�� b �� ��	 b0 
�������� �� ��	 ��
��

������
� �� �� −β �������
�� ��
� β > 1$ �� ��
��� (dn)n≥1 �� −β ���������&

��� �� −β
β+1 �� (d�n)n≥1 �	 ��
�� !	�	!���
��
��� ������� ���� ��� �	�� �� !	� ���
��
���


�	
�� '��� 	���������� −β �����
���
�� �	 ����
���
�� σ ��(�
� ��� �� 	���	��� ��&
����	��� B = {b0, b1, b2, b3, . . .} �	�

σ (b0) = bd1
0 b1

σ (b1) = b20
d1−d2−1b1 �	�� �
 d2 = d1 	����� !	� σ (b1) = b2

σ (b2) = bd3
0 b3

�� ���� ���� n

σ (b2n) = b
d2n+1
0 b2n+1

σ (b2n+1) = b2n+2b
d1−d2n+2−1
0 b1 �	�� �
 d2n+2 = d1	����� !	� σ (b2n+1) = b2n+2

������� (dn)n≥1��	 �������	 �����
���� 
� �����
� �������$ �	������ (d�n)n≥1 �� ����


� (dn)n≥1�

�� �������� −β �������
� ���� �������� ��	�
������� ���� �� ��� �%
�� ���	� (dn)n≥1 ��	 ��	������	 �����
����$ ���� 
�&������ ��� ����	�	�	��� τ ��� ��

���!���	 &�� C�

5� ������ 
� �����	'�� ��	���� 
� ����
�� ���� �������� �� ���	�(dn)n≥1 ��� (d�n)n≥1

�� ��� ��!���	 ���� �� 0���� d1 . . . dh(dh+1 . . . dh+2k)
∞ ���� ��� ��������
� d1 . . . dh 
�

�������� ���������� �	 ��� �����
� dh+1 . . . dh+2k 
� �������� ����� # �� ���� ��	 
���
�� ��� �������	 �����
����$ �� ���	� �����	����	���� ��	 	������� 
� �����
� ������ ����
�� ��� ��	������	 �����
���� �� �� ���� ����	� �����
� ��	 �� ��	 u = dh+1 . . . dh+k 
�
�������� ������� �� �� �������� ��� uu = dh+1 . . . dh+kdh+1 . . . dh+k� .��� 
�&������
��� ����	�	�	��� τ ��� �� ���!���	 &�� C ����� ���	 �

C = {b0, b1, b2, . . . bh, bh+1, . . . , bh+2k−1}
τ (b0) = bd1

0 b1

τ(b1) = b2b
d1−d2−1
0 b1 �� d1 − d2 > 0, b2 �� d2 − d1 = 0

τ (b2) = bd3
0 b3

�

τ (bh) =bh+1b
d1−dh+1−1

0 b1 � bh+1 �� dh+1 = d1) �� h ��	 ������ �	 b
dh+1
0 bh+1 �� h

��	 ����

�

τ (bh+2k−2) =b
dh+2k−1
0 bh+2k−1 �� h + 2k − 2 ��	 ���� �	 bh+2k−1b

d1−dh+2k−1−1

0 b1 ��
h+ 2k − 2 ��	 ������ � bh+2k−1�� d1 = dh+2k−1)

�	 ��&�

τ (bh+2k−1) =τ (dh)

)� ��� � ��� 
� ��		�� bh+2k ���� dh+2k �������	 
��� ��� 0��������

��� ����	�	�	���� &���� ����'
��	 
�� ��	����� 
�����
���� 
��	 β ���� ������ ������

������	� [15]�

� )
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���
	���  � �� ��		�� b0 �������� �� �� 
�(�
 σ∞ (b0) = limn→∞ σn (b0) � ��
��
()� �� �	 �����
���
���

�	 �������� | σn (b0) | �� nime 
���� �� b0 �	� �	 ����
���
�� σ ��� ��	� * Hn�

����������� ��� ��(�
� �	 �����
���
�� τ �������� 	���
 �� �� 
�(�
 τ∞ (b0)  
��� ��� σn (b0) �� τn (b0) ���� �� �� ���������

+)���� � �� (dn)n≥1 = 3222 . . . = 32∞$ �� ����	�	�	��� σ ��	 
�&��� ��� � σ (b0) =
b0b0b0b1, σ (b1) = b2b1$ σ (b2) = b0b0b3$ �	 σ (b2k+1) = b2k+2b1 $ σ (b2k) = b0b0b2k+1�

�� ����	 & � 
� σ �������� ��� ����� ����� ����	 0 �� ���� 
� b0 ���� ���� 
�
��������	�

000b1/000b1000b1b1b2/000b1000b1000b1b1b2000b1000b1000b1b1b2

b1b200b3/

�� (dn)n≥1 = 10000 . . . = 1(00)∞ �� ����	�	�	��� τ ���� 
�&��� ��� �����!���	 {b0, b1, b2}
�	 τ (b0) = b0b1 $ τ (b1) = b2b1$ τ (b2) = b1

������ �� ������� 2 � �� ����	�	�	��� �
��	 �� ����	 & � ������� σ (b0) ��������
��� b0� �������	� Hn =| σn (b0) | ��	 �� ����������� ����
��	� 
� �� �������	��� 7
������� ��+
�������

��&������� ��� ����	��� 
������������ ��� ���������� 
�� ��		��� 
� B ��� � ���� p �	
q > 0$ bp ∼ bq �� �	 ��������	 �� ���� 	��	 ��	 a ∈ L$ d1 . . . dpa ∈ L ⇐⇒ d1 . . . dqa ∈ L$
�	 �� ������ 
� b0 ��	 ����� 
�� ��		��� ���'� ���������� �� ���	 ��		�� 	��� ��� ��	� 
� L�

(������� Pr ���������� 
�� ��	� m 
� L−β 	��� ���

m ∈ Pr ⇐⇒ (ma ∈ L−β ⇐⇒ d1 . . . dra ∈ L−β

�	 �� r = 0 $ m ∈ P0 �� ���� 	��	 ��	 a 
� L−β ma ∈ L−β �

�	
�
���
� 7� ���� ���� r ≥ 0 �� ����� �� ��� �� Tn ��
 ���� �	�� Pr ��� ��	�
	� ����� �� ������� �	�� σn (b0) ��
 ���� �	�� �	 !�	��� �� br�

�������	� Hn =| σn (b0) | ��	 ����������� ����
��	� 
� �� ,������	��� 7�

������ �� �	 ������
�
�� 7 � �� �������	��� ��	 ����&�� ���� T1 # 0������ ��� �����+
����� ��� n ���� ��!���	!'�� ��� �� �������	��� ��	 ����� ���� Tn�

2� ��	 
� Pr �� ��������$ �� r ��	 ����$ ��� ��� �!�"��� 0, 1, . . . , (dr+1 − 1), dr+1 ��
��� 
���� dr+1 �����������	� 
��� P0 �	 �� �����������	 
��� Pr+1 �

2�� ��		�� 
� �� ������ 
� br �� ����	�	�� �� dr+1 ��		��� b0 ��� ���	 
��� �� ������

� b0 �	 ��� ��		�� br+1 � �� ����	� ��	 ����

�� r ��	 ������ �� ��	 
� Pr �� �������� ��� ��� �!�"��� dr+1, (dr+1+1), . . . , (d1−1), d1
������ dr+1 �� d1 = dr+1 # ����� ��� ��	� ��	���� d1 − dr+1 − 1 ���	 
��� P0$ ��
�� 	����� 
��� P1$ �� �� 	����� 
��� Pr+1������ �� ���� �����������	 �� 	����� 
���
Pr+1�

2�� ��		�� 
� �� ������ 
� br �� ����	�	�� �� br+1, (br+1−1),. . ., b1 ������ �� br+1)�����
���������� d1 − dr+1 − 1 ���	 
��� �� ������ 
� b0$ �� 
��� �� ������ 
� br+1$ �� 
��� ��
������ 
� b1������ ��� ����� ��		�� 
��� �� ������ 
� br+1  �

(���� �� �������	��� ��	 ����&�� ���� Tn+1 ��

� �
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�� �
 ����� �����	��

.��� ������ 
����� �� 8��	� 
� ����	�����	� � ��	�� ����	�	�	��� σ # ������1��� ���
�� � ����� � ���	 (dn)n≥1 
���	��	 ��� 322 . . . # �� �������� b0 ��� 0 
��� ��� ������

���� ��� ���	��� ���� ������ ��� ����	�	�� 0 ����� b0) # σ (b0) = 000b1$ σ (b1) = b2b1$
σ (b2) = 00b3�

σ0 (b0) = 0$ σ1 (0) = 000b1$ σ
2 (0) = 000b1000b1000b1b2b1$

σ3 (b0) =

000b1000b1000b1b2b1000b1000b1000b1b2b1000b1000b1000b1b2b1000b3b2b1

5������� σ0 (b0) = 0 =‖ u0 ‖ ��� ���� �� ����	 
���������� 
� ��	 ��&�� ����	����$
�	 �������� � 
���	� σ1 (b0) /σ

0 (b0) � �� ��	���	

‖ u0 ‖ u1 . . . uM1 =‖ 0 ‖ 00b1

�����	� �������� σ1 (b0) /σ
0(b0)=u1. . .uM1 �� ������ �
� 
���	� � ����!� � uM1 . . .u1�

����	�	���� uM1 , . . . , u1 = b100 ���� ��	����

σ (uM1−1) . . . σ (u1) = σ (b1)σ (0)σ (0)
= b2b1000b1000b1
= σ2 (b0) /σ

1 (b0)

��� ���� ��	����� u−N2 . . . u−1 # �	 �������� �� ��	 � ����!� 
� u0 =‖ 0 ‖ � ����
��	����� �

b2b1000b1000b1 ‖ 0 ‖ 00b1 = u−N2u−N2−1 . . . u−1u0u1 . . . uM1

‖ u0 ‖������ ��� ������� ����	�0� �	 ��� ����	�0��

9��������� �����	� �� ��	

σ2 (b0) /σ
1 (b0) = u−N2u−N2+1 . . . u−1 = b2b1000b1000b1

�� ������ 
� ����!� � 
���	� ���� ��	���� � u−1u−2 . . . u−N2 = b1000b1000b1b2�

����	�	���� u−1u−2 . . . u−N2 = b1000b1000b1b2�

.��� ��	����� σ( u−1u−2 . . . u−N2) ��� ���� ��	����� uM1+1 . . . uM3�	 ��� ��	

b2b1000b1000b1000b1b2b1000b1000b1000b1b2b100b3�

,��1��� �� ��	 � 
���	� 
� ��	 ����	���� ���� ��	���� �

b2b1000b1000b1 ‖ 00b1 | b2b1000b1000b1000b1b2b1000b1000b1000b1b2b100b3 =
u−N2u−N2−1 . . . u−1 ‖ u0 ‖ u1 . . . uM1 | uM1+1 . . . uM3

�	 ���	������ � �� �������� uM1 . . . uM3 $ �� ��	���	 uM3 . . . uM1 $ ��� ���� ����	�	��
�	 �� ����	� �� �����	�	 ��	��� � ����!� 
�

u−N2u−N2−1 . . . u−1 ‖ u0 ‖ u1 . . . uM1 | uM1+1 . . . uM3

���� ��	����

u−N2 . . . u−N2−1 | u−N2u−N2−1 . . . u−1 ‖ u0 ‖ u1 . . . uM1 | uM1+1 . . . uM3

�	 ����� 
� ���	��

� C
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� �� ��
� �� ���� β > 1$ σ �	 �����
���
�� 	���!
��$ (M2k+1)k≥0 �� (N2k)k≥0

��� ��
��� ��(�
�� * �	 ��(�
�
�� ,  ���� ��(�
����� !�� ��
� �� �� 
�(�
 �
�	���	�
(un)n∈Z 	���!
� * �	 −β ����	�
�� �

u0 . . . uM1 = σ (b0)

u−N2 . . . u−1 = σ (uM1 . . . u1)

uM1+1 . . . uM3 = σ (u−1 . . . u−N2) = σ (u−N0−1 . . . u−N2)

uM2k−1+1 . . . uM2k+1 = σ
(
u−N2k−2−1 . . . u−N2k

)

u−N2k+2 . . . u−N2k−1 = σ
(
uM2k+1 . . . uM2k−1+1

)

��		� 
�&��	��� ��	 ��!����	� ��� ���� k ≥ 1$

M2k+1 −M2k−1 =| σ (
u−N2k−2−1 . . . u−N2k

) | �	
N2k+2 −N2k+1 =| σ (

uM2k−1+1 . . . u2k+1

) |
����� �� ���������� ��
����� 0�����	 ���� �� ��	 ��&�� (un)n∈Z

�

��������� ����	����	 �� 
���	 
� ��	 ����	���� ��	��� ���� 322 . . . �	 ��� �������

� Z

| 32, 33, 20, 21, 22, 23, 10, 11, 12, 13 ‖ 0 ‖ 1, 2, 3 | 132, 133, 120, 121, 122, 123,
110, 111, 112, 113, 100, 101, 102, 103, 232, 233, 210, 211, 212, 213, 200, 201, 202,

203, 332, 333, 320, 321, 322 |
.��� ������ ��� �� um = 0 �� 
��	 ����	�� 1 �� 
������ �!�"�� # ���� ���	��	 
'�

��� �� ��		�� bi �������	 ���� �� �����'�� 0��� 
��� �� �����
�$ �� i ��	 ������ �� ��
	����� 
� ��	� 
�� ������� ����	�0� ������	��	 i �!�"��� �	 ���� 
��	 ������ 
� ��	�

�� ������� ����	�0� �� ����	��	 �� �!�"�� ���������	����$ �� i ��	 ���� �� ��	 �����
��� ������� ����	�0� ���� i �!�"���$ �� 
��	 ������ �� ������� ����	�0� �	 ��		�� ��
�!�"�� 
� �����

����	��� �������� �� ��0���� ���� ��� ���������� �	 ��
�������� ������	���� �	 ���+
���	�����
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