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SOMMES D’EXPONENTIELLES ASSOCIEES AUX
FONCTIONS DIGITALES RESTREINTES

CHRISTIAN MAUDUIT — ZAID SHAWKET

ABSTRACT. In this work, we study the exponential sums associated to certain
classes of arithmetic functions, called restricted digital functions. The estimation
of these exponential sums allows to study the uniform distribution modulo 1 of
restricted digital functions as well as the statistical properties of the sequences of
integers associated with them.
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A la mémoire de Gérard Rauzy

1. Notations

Dans tout ce travail ¢ désigne un nombre entier supérieur ou égal & 2 et &
une famille de ¢ sous-ensembles de N = {0,1,2,...}, notés Ey,...,E;—1. Si E
est un sous ensemble de N et v un nombre entier strictement positif, on note
E(v) l'ensemble EN{0,...,v—1}.

On suppose que 'un au moins des ensembles Ey, ..., F,_; est infini et on
note A(&) = (UEd) \ (ﬂEd). Pour tout d € {0,...,q — 1} on désigne par
d<q d<q

04 la suite définie par

. 1 sine€ By
5d(n)_{ 0 singE,.
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[log, 7]
Sin= Z niq" avec n; € {0,...,q — 1} pour tout i € {O, ce [logqn]}, est
i=0
la représentation en base ¢ de 'entier n > 1 (on représente zéro par 0), on note
pour tout d € {0,...,¢ — 1}

In|J* = card {i € Eq,n; = d}.
Si B4 =0, on a donc |n|%) = 0 pour tout nombre entier n > 0.

Par exemple, si ¢ = 10 et si n est le nombre dont la représentation décimale
est 12345678910111213, alors

- 81 Ej est 'ensemble des nombres pairs, on a {i € Ey,n; = 1} = {4,16} et
donc |n|F* =2,

- 81 E est ensemble des nombres premiers, ona {i € Fy,n; =1} = {3,5,7}
et donc |n|F = 3.

Pour tout nombre entier v > 1 fixé et n < ¢” on peut également représenter

le nombre entier n sous la forme n = n,_1¢"~t +--- +ng avec (ng,...,n,_1) €
{0,...,¢ — 1}" et noter

|9 = card {i € Egn{0,...,v — 1},n; = 0}.

On remarque que |n|f% = card (Eo N {[log,nl,...,v— 1}) + |n|5e.
Ainsi, si ¢ = 10, n désigne encore le nombre dont la représentation décimale
1 siv <16
est 1234567890111213 et si By = N, alors |2 = Lrsa
’ v—15 siv >16
Enfin si 2 est un nombre réel, on pose e(z) = €™ et pour tout
(o, ..., aq-1,a) € R7 on note
B,
W (o, ... aq-1,0) = Z e(aoln|§® + -+ +ag_1|n o1+ on)
0<n<N
et W (o, .., aq-1) = Wi(ag, ..., aq-1,1).

2. Présentation des résultats

Ce travail concerne ’étude des fonctions digitales restreintes, c’est-a-dire des
combinaisons linéaires a coefficients réels des fonctions arithmétiques |n|§ ¢ pour
de{0,...,q—1}.
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Dans le paragraphe 3, nous montrons comment les fonctions génératrices as-
sociées a ces fonctions digitales restreintes peuvent s’exprimer sous la forme de
produits infinis, généralisant ainsi le lemme 1 de [§].

Ceci nous permet d’étudier dans le paragraphe 4 les sommes d’exponentielles
associées aux fonctions digitales restreintes (théorémes ] et L2)). Comme nous
le verrons, ces sommes d’exponentielles ont un comportement trés différent selon
que A(&) est fini ou infini.

Dans le paragraphe 5, nous montrons plusieurs applications des théorémes[Z.]]
et a l’étude des propriétés statistiques des fonctions digitales restreintes.
Ainsi, le théoréme[5.Jl donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que la
suite (f(n)e) ey SOit équirépartie modulo 1 lorsque o € Reet f(n) = holn|5° +

R hq_1|n|qE_qI1 avec (ho, ..., hg—1) € Z7 et les théorémes 5.3 et [£4] des condi-

tions nécessaires et suffisantes pour que la suite ((|n|§ 4 ad) 4 eD) soit équiré-
neN

partie modulo 1 dans R°*4P Jorsque D C {0,...,q — 1} et (ag)aep € R°¥4P.

Le paragraphe 6 concerne I’étude des propriétés statistiques de la suite crois-
sante formée des nombres entiers n qui vérifient les conditions digitales re-
streintes

In|f* = aq (mod my) pour tout d € {0,...,q — 1},

lorsque (ag,...,aq—1) € Z7 et (mo,...,mg—1) € (N\ {0})? sont fixés et tels
que pged(mo, ..., mg—1) = 1. Cette suite généralise la suite de Thue-Morse (qui
correspond au cas particulier ¢ = 2, Ey = (), E; = N et (a1,m;) = (0,2)) dont
I’étude des propriétés arithmétiques et statistiques a fait ’objet de nombreux
travaux (voir [I, [19] pour une présentation de ces travaux).

En annexe (paragraphe [1) nous donnons (en reprenant la démarche intro-
duite par Michel Dekking et Michel Mendes-France dans [7]) la représentation
graphique des courbes associées aux suites (3 In|g° + 3 |n|{51)nGN
emples de couples d’ensembles (Ejy, E1). Ces courbes ont été obtenues en reliant
par un segment de droite les points du plan complexe représentants les sommes
de Weyl 3°, _ye(5In]5° + Z|n|{") lorsque 1 < N < 104

On dit qu'une fonction arithmétique f est g-additive (resp. fortement g¢-
additive) si pour tout nombre entier positif v et pour tout couple de nombres
entiers positifs a et b tels que b < ¢”, on a f(aq” +b) = f(aq”) + f(b) (resp.
flag” +b) = f(a) + f(b)). Cette notion a été introduite indépendamment par
Bellman et Shapiro [3] et Gelfond [10].

La fonction somme des chiffres en base 2, s(n) = |n|) (qui correspond au cas
particulier de la suite de Thue-Morse), est fortement 2-additive. Ses propriétés
arithmétiques et statistiques ont été étudiées dans |5l 9] 10, 22] 23] 24 25].

pour quatre ex-
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Side{l,...,q—1}, alors la fonction qui & n € N associe |n|fd est g-additive,
mais n’est pas fortement g-additive lorsque E; # N : pour tout nombre entier
positif v et pour tout couple de nombres entiers positifs a et b tels que b < ¢”,
on a

lag” + bl 7" = lag” |5 + [bl}".
Mais si Eg # (), alors la fonction qui a n € N associe |n|(];30 n’est pas g-additive.

En effet, pour tout nombre entier positif v et pour tout couple de nombres entiers
positifs a et b tels que b < ¢, on a

lag” +bIF> = Jag”[F0 — (b1 + -+ I, )

lag” |5 + |b|&°o — card (Eo n{0,...,[log, b]})

Il existe de nombreuses généralisations de la suite de Thue-Morse dans la
littérature, liées en particulier aux notions d’automate, de substitution et de

morphisme itéré (voir |2} @] pour ces notions et [0, 15, 16 17, I8 20] pour

Pétude des propriétés statistiques des suites associées).

Une généralisation extrémement intéressante a été proposée en 1968 par Keane
dans le cadre de 'étude des propriétés ergodiques de certains systémes dy-
namiques symboliques [I1] (voir également [13 14l 21]). La premiére étape de
cette construction consiste, a partir de la donnée de deux suites constituées re-
spectivement de £ et ¢’ éléments du groupe Z/mZ, B = by ...by et B' =1} ...b),,
a construire une troisiéme suite constituée de ¢’ éléments du groupe Z/mZ,
notée B® B et égale a (by +b)) ... (b1 +0}) ... (b +b))...(be+ b)) (addition
étant celle du groupe Z/mZ). En itérant le procédé, on peut ainsi construire des
suites arbitrairement longues d’éléments du groupe Z/mZ. Par exemple, lorsque
m=2et B=01, on obtient B¥* =0110100110010110 ... dont
le (n+1)iéme terme est égal & s(n) = |n|f modulo 2 (qui correspond & nouveau
au cas particulier de la suite de Thue-Morse).

De la méme maniére, si d € {1,...,q — 1}, les valeurs de la fonction arith-
métique [n|5¢ modulo m4 sont données par la suite d’éléments de Z/maZ By ®
B1 ® Bo®... ot l'on a posé

B — 0 sing Ey
") 0410791 sine By

Par contre, si Ey # 0 et my > 2, les valeurs de la fonction arithmétique |n|£30

modulo mg ne constituent pas une suite de Thue-Morse généralisée au sens de
Keane.
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3. Fonction génératrice

Le but de ce paragraphe est d’obtenir des formules explicites pour la fonction
génératrice :

E q 1
Szg’ ‘”| ‘”|1 ! |n\ n
N (zo, 1, ... g1, Y) x RTINS R
0<n<N

Pour cela nous allons généraliser la démarche présentée dans [8] en intro-
duisant pour N < ¢”
Eqg Eq q 1
& _ Inlo, Inl, Inl, n
Ty n(Zos 21,y 0g-1,Y) = E xy "y --~xq71 y".
n<N
Le lemme suivant généralise donc le lemme 1 de [§]:

LEMME 3.1. Pour tout nombre entier positif v on a

(i) So(xo,21,.. ., 0q—1,y) = Z(a?fl( Dyt 4 +a:g‘ff(j)y(q_1)qj) X

j<v
X quj (X0y .-y Tg—1,Y)
(i) szu(x(),an, s Tg1,Y) = va(x(),m, e X1, Y) + (leil(u)yq”+ o
+x§i‘f(”)y“_1)qy) X TS (0, Tq—1,Y)
pour 2 < f < g,
(1i1) Slé;v+N’(1’o,1’1, ey Tga1,Y) = Sf;” (@0, 21, @g-1,) +
+ 20 TE (20,21, g1, Y)

pour 1 <l < qet N <q”

Démonstration. (i) Pour tout nombre entier positif v, on a

&
Sgv (w0, 71,0y Tg—1,Y)
1
_ } : Inlo® In\ Il it
= x DY xq71 y
0<n<gq¥

E q 1
|"‘ |"‘00_' xln‘ n
q—1 Yy

J<v gi<n<qgitl

109



CHRISTIAN MAUDUIT — ZAID SHAWKET

By

ol lagi+m|E0 |agi +m| lag/ 4m|Z0t
aq’+m|, aq’ +ml; ag TMmig_1 aq’+m
2.2 D w1y

Jj<va=1 m<qi

By

q—1 . E . . E,_q
lag? +ml; 8 |ag’+ml; lag? +m|, *1 " 440
7, e - q’+m
222 % 2 T4 y

Jj<va=1 m<qi

Or pour tout (j,a,d,m) € {0,...,v—1} x {1,...,q—1}> x {0,...,¢/ — 1},
on a:

J Ey _ Eo
lag +m|j,o = |m|j707
j E Eq
lag +m|;* = |m|;* sid#a,
j E, _ : E,
et Jag/ +mly = ba(j) + [mlg".
On en déduit que
a-1 Eq E Eq-1
& _ 5a(i), aq Iml; 5 [mly? Iml, 25
Sqv(To, 21, .., Tg—1,y) = E E xaa(J)yaq E xg Twyp g y"
j<va=l1 m<ql
q—1 )
_ 60(9),,aq° P&
- szaa(J)y a Tj’qj(x()vxla"';xqflay) .
j<va=l1
(#4) Pour tout nombre entier positif v et pour tout £ € {2,...,¢g— 1}, on a
&
Sog (20, T15 -+, Tg—1,Y)
Eq—1
- ¥ nlg® Inly? el f n
= xO xl .. -xq_l y
0<n<lqg”
&
— Squ(xo,xl, ce Xg—1,Y) +

Eq_1

/-1
E, E
|"‘00 ‘”|11 |n‘q—1 n
+ E E T Ty RS

a=1 ag"<n<(a+1)q"

&
= Squ(xo,xl, ce Xg—1,Y) +
-1 E
v E y E v a—1
lag” +m|y© ag”+m]|? lag”+ml, 27" 0¥ 4m
+ E E T i3] S y*
q—1
a=1 m<q¥
_ &
— Squ(xo,xl, ce Xg—1,Y) +
/-1 E E
v E v —1
—|—Z Z x\oaq -I—m\U’%x|1aq”-i-m|11 ---x‘aqler‘qgl yaq"er
g—
a=1 m<q¥
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Or pour tout (a,d,m) € {1,...,¢q—1}*>x{0,...,¢" —1} on a

lag” +m|Jy = |m|]5,

lag” +m|f* = |m|{* sid#a,
et lag” +mlge = da(v) + |mlg".
On en déduit que

Séé;u(xoaxlv"'vxqflvy) = Sqé:(x()vxlv"'vxqflvy)—’_

/-1 E, Ey—1
v Iml, S |m| lml, 7
_|_§ xga(u)yaq § z, ,0x|1 [y ”'xq—lq 1 ym
a=1 m<q¥
&
= qu(xo,xl,...,xq_l,y)+
—1
8o (V) ,,aq" &
+ E xaa( )y T (20,21, .o, Tg-1,Y).

a=1

(#41) Pour tout nombre entier positif v, pour tout £ € {1,...,q — 1} et pour
tout N/ < ¢¥, on a

&
Spgr+n (%05 T15 - Tg—1,Y)

Eg_1

B E

. In|g® In|i?t Inl, 20" »n

= E g Ty "'xq—l Y
0<n<lq”+N’

= Sf;u(xo,xl,...,xq_l,y) +

E E v Eq-1
[eq” +mls°  |eq”+m];! 1" +mlg 2y g +m
+ E T ) STy Y
m<N’

&
= qu,,(l‘(),l‘l, - ,xq_l,y) +
E v Eq
+ Z x\oéq"-‘rml,,y%x\leq"-i—m\fl'_lx\£q1+m|q31 yéq”er
g—
m<N/

Or pour tout (d,m) € {1,...,¢q—1} x{0,...,N'—1} ona

lbq” +mly = |mlp,
llg” +m|P = |m|f¢ sid#¢,

et |lg” +mlp* Se(v) + [m|}.
Ou on déduit que
Szg;urN,(xo,xl, CeTgo1,Y) = Sf],,(fro,xl, ce Zg—1,Y) +
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B E B,
5 v Iml,S  |m|i Iml, 4
_|_Z,/(V)y€q § : , ,ox‘l [1 ez q—1 ym
m<N’
ce qui termine la preuve du lemme 311 O

Le lemme [3.1] nous montre que nous pouvons exprimer les fonctions généra-
trices S% (20, 1, ..., Tq—1,y) (pour N < ¢“*1) en fonction des quj (zo, 21, - -
Tg—1,Yy) (pour j < v) et des TfN,(xo,xl, e Tg—1,Y) (pour N/ < ¢”).

9

Pour que ce lemme soit opérationnel, il nous faut vérifier que les Tf N (o, 21,
.oy g—1,y) (pour N’ < ¢”) peuvent a leur tour s’exprimer en fonction des

quj (xo,21,...,29-1,y) (pour j < v). C’est ce que montre le lemme suivant de
manieére récursive.

LEMME 3.2. Pour tout nombre entier strictement positif v et pour tout (£,7) €
{1,...,¢—1}x{0,...,v =1} on a

(i) Tfeqa' (3307331, .- -,xq—lay) = xgard (Em{jﬂw’yil})(mgo(j) + x(il(j)yqj +
5 N (g—1)g?
+x, (j)y(q 1)’11) X quj (X0, T1,. ., Tg—1,Y)-
(”) Tfeqj+N/(x07xlv ce Lg—1, y) = Tyjqj ((E(), L1y ,iqul,y) +

+ xcard (Eon{j+1,....,v—1})
0

8¢(3), Lg? &
Xﬂl'e yq TJ, ’(x()vxlv"'axq—l;y)'

Démonstration. (i) Pour tout nombre entier strictement positif v et pour
tout (¢,5) € {1,...,q—1} x{0,...,v—1} on a

{9
T i (X0, T15 -, Tg—1,Y)
E| E Eq—1
Z Inl, 9 |n|it Inl 27" 5
= 1’0 xl .. .xq71 Y
n<tlql

Eq_1

E, E
Z Z [nl,9 |n|it Inl, 27"
550 xl cee qufl Yy

a<q agi<n<(a+1)g?

i E . E j Eg—1 .
lag? +m[,Q |ag’ +m|F1 lag’ +m]|, 2 i
E E z; "’Ox‘l oA g oy

qg—1
a<qgm<qi
Or pour tout (a,d,m) € {1,...,¢q—1}>x{0,...,¢" '} ona
|m|f% = card(Eoﬁ{j,...,V—l})+|m|jbjg’
o+l = card (BN {j+ Loow = 1)) 4 ml 5,
ag’ +mlit = |m| sid #a,
d d

et |aqj + m|f"

3a(5) + Imlg".
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On en déduit que

card (Eof‘l{j,---7l/—1}) 6”

& £
Ty’gqj(x()vxla'"axqflay) = I Tj’gqj(x()vxlv"'7xq717y)+
card ( EoN{j+1,...,v—1} §1(i qad
g ( ) (xll(J)y +...
0g9—1(3), (g—1)¢’ &
+ xqq—l y((] )a ) X Tj,qj(x()vxla"'axq—l;y)

card ( B j+1,...,v— j j /
- ( on{j+ 1}) (xgl)(]) +x(i1(])yq’ N

+ ffgq:f (j)y(lZ71)q.J‘) o quj (20,21, . o, 0
(7¢) Pour tout nombre entier strictement positif v et pour tout
(,5)ed{l,....q =1}y x{0,...,v -1},
on a pour tout N’ < ¢/
Eq—1

E
L"‘y,%x‘ln 1E1 . |n\q_1 n

& —
Ty7eqj+N/(xO;xla~~~7xqflay) = § Lo—1 Y

n<fqi-+N’
&
=T 14s (X0, T15 -+, Tg—1,Y) +
i E ; j Eg—1 .
+ xlfq]er‘u.%x\lij er‘fl . x|€(111+m|q31 y@q'“rm
E g— .
m<N’

Or pour tout (d,m) € {1,...,¢q—1} x{0,...,N' —1} ona
g +m|Jy = card(Bon{j+1,...,v—1})+|m|3,
(b +m|fe = |m|*sid#¢,
ot |bg’ +mly = 8e(5) + Iml;*.
On en déduit que
Tfeqj+N’(xO;x1w~~7xq717y) = T, (20, 21,...,29-1,Y) +

xgard (Eoﬂ{jJrl,...,ufl}) »

8e(4), bq? P&
X (Ee yqTLN’(x()vxlv"'axqflay)v

ce qui termine la preuve du lemme O

Les ensembles Fy, ..., E,_1 étant donnés, nous allons maintenant effectuer
une partition de 'ensemble {0, ..., v — 1} de la maniére suivante :

On pose

Eo..o(v) = {0,....v =11\ () Ea)).

d<q
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et si (dg,...,04—1) € {0,1}7\ (0,...,0) on pose
Esy...o,.() = () Baw) \ | Ealw).
0q=1 54=0

EXEMPLE. Pour g =3 on obtient la figure [l

Eo0,0(v)

Ey(v)

FicUure 1. Les ensembles Es s, s,, ot (80, 01,82) € {0,1,2}3

Le lemme suivant va nous permettre d’exprimer Tf o (P01, .., Tg—1,y) sous
la forme d’un produit.

LEMME 3.3. Pour tout nombre entier strictement positif v, on a

qu,,(xo,xl,...,xq,l,y) =

H H (x4 20yt 4 4 xi‘ffy(q_l)qr).
(605--,0q-1)€{0,1}7 T€ES5),. .5, (V)

Démonstration. Ce lemme se montre facilement par récurrence sur v. En
effet, on a

qu(xo, T1yeeny Tgo1,Y) = xg“(o) + xfl(o)y +- 4 xgq:f(o)yqfl
etsiv>1ona

E
Inl, 27"

E,
T(f _ |n‘u-?—1,0 ""'llEl q—1 n
i1t (T0, T1s ey Tg—1,Y) = x P s B
n<qu+1
B, E Eq—1
_ Z Z x(l)aq’”rm\y-?_l,ox\laq"-i-mlll xlaq:+m\qf1 yaq"er
Y
a<lgm<q¥
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Or, pour tout (a,d,m) € {1,...,¢q—1}?>x{0,...,¢* —1} on a

E E
|m|o,?/+1 = do(v) + |m|0,?/ )
lag” +mlgs = |mlgs,
lag” +mlg* = |m|* sid#a,
et lag” +mlj" = ba(v) +|ml5e.
On en déduit que
Tf+17qV+1 (an L1y Lg—1, y)

(@30 o ya” g gl a1y

XquV(xo, Tlyeoy Tga1,Y)
(xgo(u) + xfl(y)yqu +- 4 xg":f(y)y(q_l)qu) X
<1 [T @ +afy? + gy D7)
R N
=11 TT (0 +afiy? 4o+ adipylena)
L7 Praven iy 1)
en appliquant ’hypothése de récurrence a quy (%o, 21,...,%4-1,Yy) €t en remar-
quant que

(60(v), ..., 04-1(v)) = (b0,...,0q—1) & v E By 5, , (v + 1),

ce qui termine la preuve du lemme [3.3 O

4. Sommes d’exponentielles associées aux fonctions
digitales restreintes

L’objet de cette partie est d’étudier les sommes d’exponentielles associées
aux fonctions digitales restreintes. En particulier nous démontrons les deux
théorémes suivants :

THEOREME 4.1. Soient & = (Eo, ...Eq—1) une famille de sous-ensembles de N
non tous finis et ayp,...,caq—1 des nombres réels tels que Eq # 0 = aq ¢ Z. Si
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A(&) est infini ou si A(E) est fini et que les nombres réels v, . .., aq—1 ne sont
pas tous égaux modulo 1, alors on a :
Eq
Wi (ao, ... aq-1) = Z e(aolnlg® + -+ ag_1ln 1)
0<n<N
= o(N).

Lorsque A(&) est fini et g = -+ = aq—1 = a modulo 1, le résultat dépend
des paramétres comme le montre le théoréme suivant.

Notons vy = inf{v € N EgN[v, 4o0[ = E1N[y, +oo[ = - -+ = Eq_1N[y, +00[ (:=

Es)}-

THEOREME 4.2. Soient & = (Eo, ...E4—1) une famille de sous-ensembles de N
non tous finis telle que A(&) est fini et o un nombre réel.

(i) Siq est pair, a = et il existe i € {0,...v9 — 1} tel que card{d < q, i €
Eg} =card{d < q, i ¢ Eq} alors on a W% (a,...,a) = o(N).

1
(ii) Dans tous les autres cas, on a limsup — | Wg(a,...,a)| > 0.
N—+o00

Ces théorémes permettent de montrer plusieurs résultats concernant 1’équi-
répartition de certaines suites arithmétiques (voir § ().

4.1. Démonstration du théoréme [4.1]

Pour démontrer le théoréme[I] nous allons commencer par montrer le lemme
suivant.

LEMME 4.3. Sous les hypothéses du théoréme[]-1], on a
|qu,, (e(ag), ... e(ag—1), 1)| < q”ef(ao, ce Q1)

: &
avec lim €% (ag,...,qq—1) =0.
Yt 00 1/( 05 » g 1)

Démonstration. En effet il résulte du lemme que
q%quu (e(ao), ... e(ag-1),1) =
11 (e(doco) + -+ + e(0g—104-1))

(80,-84—1)€{0,1}4 q
e Si A(&) est infini cela signifie qu'il existe (dg,...,d;_;) différent a la fois
de (0,...,0) et de (1,...,1) et tel que

card Esz s+ (v) —— +o0.

R v—+00
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On peut alors majorer q%quV (e(a), ..., e(ag-1),1) par

(6( Sao) + 4 6(6;_1aq1)>0a1'd E(sa ,,,,, 6;71 (v)
q

ce qui démontre le lemme dans ce premier cas puisque, si Eg = (), on a
S=0etsi Eg#0,0onaaq ¢ Zce qui entraine que l'on a |e(5(*)oz0) +
e(égflaq_l)‘ < qet

d Egx | se
e |e(630¢0) 4+ 4 e(égflaqfﬂ‘ card Beg..05 1 )
ey (g, ... 0q-1) =
q
L. . &
vérifie VBI_PDO g5 (o, ... aq-1) = 0.

e Si A(&) est fini, cela entraine que ﬂ E; = E;,.. 1 est infini.
d<q

On peut alors majorer q%quu (e(ap), ... e(ag-1),1) par

<€(a0)—|—..._|_e(aq_1))0ardE1 ..... 1(v)
q
ce qui démontre le lemme dans ce deuxiéeme cas puisque les nombres

ap, . .., (g—1 n’étant pas tous égaux modulo 1, on a |e(ap)+- - -+e(ag—1)| <
q et

Ef(ao, e ,qu_l) =

card Eq .. (v)
<|e(a0)+...+e(aq1)‘> et
q

vérifie lim €4 (ag,...,aq4_1) = 0, ce qui termine la preuve du lemme E3
v——+o0o

O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 1]

Démonstration. Soit N = £1¢"* +--- + {pq"=, avec vy > --- > vy et {; €
{1,...,¢— 1} pour tout i € {1,..., L}.
On a

|Wﬁ(a0, e aq,1)| = ‘Sf,(e(ao), o e(ago), 1)‘
|84 o1 (ela0). - elag1), 1) +

+

IA

Tj,£§2+~~~+£Lq"L (e(ao), coe(ogat), 1)’
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d’aprés le lemme B] (441).

Oron a
‘Siq”l (e(ao),...,e(aq,l),l)‘ < (¢-1) Z ‘ qu .,e(aqfl),l)‘—i—
Jj<wvi
(6 = [T g (o), - e(ag-1), 1)

d’apres le lemme [B1] (i) et (i7), et

TS taqvettngrn (€(00), - - e(ag-1), 1)‘

o

TVQ qv2 ( (0[0), G(Oéq 1 ’—’_ +

Tl,‘szq ( (a0)a"'ae(aql)7l)’)

en itérant le lemme (ii) et en utilisant le lemme (i).
On en déduit que

‘Wﬁ(ao,...,aq,1)| < (2¢—-1) Z‘ Jq, .,e(aq,l),l)‘
j<l/1
< 1) Y o)
J<v1
d’aprés le lemme 3] et donc
1
N|Wﬁ(ao,...,aq <=5 qu (o, ..., q-1)
j<l/1

ce qui entraine, d’aprés le théoréme de Césaro,

. 1
NIEEOO NWﬁ(ao, ce0g-1) =0

et achéve ainsi la démonstration du théoréme F.11 O

4.2. Démonstration de théoréme

Nous allons tout d’abord démonter le lemme suivant :

LEMME 4.4. La somme Z e( |7"|l,0 o F P+ 4 |7"|qu{1)0¢) est nulle
r<q¥0

st et seulement si q est pair, a = % et il existe i € {0,...,v9 — 1} tel que

card{d < q, i € Eq} =card{d < q, i ¢ E4}.

Démonstration. D’aprés les lemme [3.3] on a

S (Il + rIf 4+ + Il ) =

r<q¥0
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= Tlf’;quo (e(@),...,e(a),1)

card Esg,....5, (V)

|
—
8
—
(=%
o
Q
S~—
_|_
_|_
o
—
(=9
T
—
~—
~

(60,...,6{1_1)
€{0,1}7
= [ (eGo(i)a) + -+ e(6g-1(i)e)).
1<vo
La somme est donc nulle si est seulement si il existe ¢ € {0,...,19 — 1} tel

que
(e(&o(i)a) 4+ 4 e(éq,l(i)a)) =0,
c’est-a-dire tel que
card{d < q, i ¢ Eq} + card{d < ¢, i € Eg}e(a) =0,

ce qui est possible si et seulement si o = § et card{d < ¢, i ¢ Ey4} = card{d <

q, i € E4} (et donc ¢ pair), ce qui termine la preuve du lemme. O

Nous pouvons maintenant démonter le théoréme

Démonstration. (i) Lorsque ¢ est pair, « = % et qu’il existe
i€40,...,v0— 1} tel que card{d < q, i ¢ E4} = card{d < q, © € Eg}, il
résulte du lemme [£4] que

E E B4
S (g + i 4+ Irlf)a) =o.
r<q”0

Il résulte maintenant du lemme que pour tout nombre entier v > 1y

on a
quu (e(a)’ . ,6(0[), ]_) — H (6(500&) + 4 e(&qila))card Esg,..., Sq—1 (v)
(60:"'7&1*1)
€{0,1}7

=Tg wle(a),... e(a),1) x

< I (elGoa) + -+ e(§g—ra)) ™ Fronams 10 o

(607~~~76q—1)
e{0,1}"

Les mémes arguments que ceux présentés dans la fin de la démonstration
du théoréme 1] permettent donc de montrer, en écrivant N sous la forme
N =0+ +Lp¢"" avecvy > --->vpetl; € {1,...,q— 1} pour tout
ie€{l,...,L}, que imy 1o 2 Wi (a,...,a) =0.
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(74) Lorsque ¢ est impair, ou lorsque « # % ou lorsque pour tout ¢ € {0,...,vp—
1} on a card{d < ¢, i € E4} # card{d < ¢, i ¢ Ey}, il résulte du
lemme 4] que

E B B,
S (Il + i 4+ Irlf7)a) #0.
r<q"0
1
Pour démontrer que lim sup —|Wf’\;(a, ..,a)| > 0l suffit de vérifier
N—+o00 N
que
1
lim sup — Z e((|n|§°+-~-+|n|fﬁ{l)a) > 0.
v—+oco ¢
g <n<qr+l
En effet, si I'on avait W (a,...,a) = o(N) on aurait qu (a,...,a) =

o(q”) et donc
Eq- ‘
Z e((|n|£3°—|—- . -—|—|n|qfll)a) = Wﬁ,+1(a, . ,a)—qu (..., a) = o(q").
qugn<qu+1
Considérons donc la somme par paquet
S = Z e<(|n|§0 NI |n|fj;1)a)
qu§n<qu+1

et remarquons que pour tout nombre entier n tel que ¢ < n < ¢**!, on a

Eon{0,...,v0—1}

lIo,O +
Elﬁ{o,...,l/ofl} Eq_lﬁ{(),...,l/()—l}

+Inly Tt il

card (EDO(V + 1)) + @ue(n)

E E,_ o o
nlg® + -l = nlg 4+ [nf= + ]

ou l'on a posé

Eon{0,...,uo—1 E10{0,...,v0—1 Eq_1n{0,...,uo—1
pu () = [l 1 0T OO0 T ) Jo O o
On a donc, en effectuant la division euclidienne de n € [¢”, ¢" ™! par
qv
S = e(card (B (v + 1))04) Z e(pu (n)ar)

qv Sn<qu+1

= e(card (B (v + 1))04) Z Z e (v (mg™® +1)a)

qv—vo §m<q1/7u0+1 r<q¥0

= (¢g—1) e(card (Bso(v + 1))04) g Z e (1)),

r<q¥0
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et en particulier

1 1
=Sl = (¢—=1)—= Z e(wo(r)a)
q q r<g"o
1 E,_
= (=D | 2 (o + P+ Irlz o) > 0,
r<q¥0
ce qui achéve ainsi la démonstration du théoréme O

5. Application a I’étude de la répartition modulo 1 des
fonctions digitales restreintes

L’objet de cette partie est d’appliquer les théorémes ] et a l’étude de la
répartition modulo 1 de certaines fonctions digitales restreintes.

Rapellons quune suite (4, )nen est équirépartie modulo 1 dans R? (¢ € N)
si pour tout @ = (v, ..., a4) € [0,1[" et pour tout B = (B1,...,8:) € [0, 1] tel

que a; < f3; pour tout i € {1,...,t}, on a
. 1
N1—1>r—ri-loo N card {n < N,{un} € [, B[} = (B1 — 1) ... (B — ).

Le critére de Weyl (voir [12] ou [26]) permet de ramener 1’étude de ’équirépar-
tition modulo 1 a ’estimation de sommes d’exponencielles :

THEOREME (Critére de Weyl). La suite (un)nen est équirépartie modulo 1
dans R si et seulement si pour tout h € Z*\ {(0,...,0)}, on a

lim % > e((h,un)) =0,

N —+4o00 N
ou l'on dénote par (.,.) le produit scalaire dans R*.

Soient & = (Ey, ..., Fq—1) une famille de sous ensembles de N non tous finis
et (ho,...,hq—1) € Z% un g-uplet de nombres entiers non tous nuls et f définie

pour tout nombre entier n € N par f(n) = ho|n|[g° + - + hy_1|n fﬁ]l.
Notre premier résultat concerne I’étude de la répartition modulo 1 de la suite
(f(n)a)neN oll v est un nombre réel.

THEOREME 5.1. Soit & = (Ey,. .., E4_1) une famille de sous-ensemble N non
tous finis.
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(i) Si A(&) est infini, alors la suite (f(n)c)
et seulement si « € R\ Q.
(ii) Si A(&) est fini alors
- s’il existe (d,d’) € {0,...,q—1}* tel que hq # ha, la suite (f(n)a)
est équirépartie modulo 1 si et seulement si a € R\ Q.
- si pour tout (d,d’) € {0,...,q—1}* on a hq = hy, la suite (f(n)c)
n’est jamais équirépartie modulo 1.

nen €t équirépartie modulo 1 si

neN

neN

Démonstration. Si a € Q la suite (f(n)a)neN ne prend qu’'un nombre fini
de valeurs modulo 1 et n’est donc clairement pas équirépartie.

(1) Si A(&) est infini, il résulte du théoréme Il que on a pour tout o € R\ Q
et pour tout p € Z \ {0}

Z e(pf(n)a) = Z e(ph0a|n|£3° + e +phq_1oz|n|fff) =o(N)
n<N n<N

et donc, d’apres le critére Weyl, que la suite (f(n)a)
modulo 1 pour tout v € R\ Q.

neN est équirépartie

(14) Si A(&) est fini, on a pour tout aw € R\ Q et pour tout p € Z \ {0}

Eq_

Z e(pf(n)a) = Z e(ph0a|n|g;° + - —|—phq,1a|n|q711).
n<N n<N

- Sil existe (d,d’) € {0,...,q—1}? tel que hgq # hq alors l'irrationalité
de « entraine que pour tout p € Z \ {0} on a phga # phga et il ré-
sulte donc du théoréeme 1] que l'on a Z e(pf(n)a) = o(N) et donc

n<N

d’aprés le critére de Weyl, que la suite (f(n)a)
modulo 1 pour tout & € R\ Q.

neN est équirépartie

- Si pour tout (d,d’) € {0,...,q—1}? on a hy = hg alors posons, pour

tout p fixé, p € Z\{0}, phoaw = - - - = phga = @ ou & € R\Q. On a ainsi
Z e(pf(n)a) = W4 (@, ..., a) et il résulte donc du théoréme
0<n<N

1
que 'on a lim sup —’ E e(pf(n)a)‘ > 0 et donc, d’aprés le critére
N—+o00 N
+ n<N

de Weyl, que la suite (f(n)a)neN n’est jamais équirépartie modulo 1,
ce qui achéve ainsi la démonstration du théoréme [B.11

O
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Le corollaire suivant concerne le cas particulier des fonctions sommes de
chiffres restreintes.
COROLLAIRE 5.2. Soit E un sous-ensemble infini de N. La suite
Eo
(Sq (n)a)nEN

est équirépartie modulo 1 si et seulement si « € R\ Q .

Démonstration. Posons & = (Ey,...,E4—1) avec Ey = -+ = E;_1 = E.
Onadonc A(&) = Exo\ Exo = D et (ho, ..., hg—1) = (0,...,¢—1) et le corollaire
résulte donc immédiatement du théoréme B.1 (i4). O

Les résultats suivants concernent I’étude de la répartition modulo 1 dans

R4 P de ]a suite multidimensionnelle ((|n|fdad)dep) ot (ag)gep € Re4P
neN

THEOREME 5.3. Soient D C {0,...,q — 1} tel que cardD =t < q et (Eq)aep
une famille de sous-ensembles de N non tous finis. Alors la suite

((|n|fdad)d67))

est équirépartie modulo 1 dans R? si et seulement si (agq)aep € (R\ Q)*.

neN

Démonstration. Sl existe dy € D tel que g, € Q, alors la suite

(Il ear)
0 ° neN

ne prend qu’'un nombre fini de valeurs modulo 1 et la suite <(|n|5dad)dep)
neN

n’est donc pas équirépartie modulo 1 dans Rf.

Supposons maintenant que (ag)sep € (R\ Q) et pour tout (pg)iep € Z*\
{(0,...,0)} fixé, posons

aqg = pqgog pour tout d € D et

ag= 0 pour tout d € {0,...,¢q —1}\ D
et considérons la famille & = (Eo,..., E4—1) de sous-ensembles de N, oti 'on a
posé
E;j= E; si deDetpg#0
Eqj= (0 sideDetps=0 ouside{0,...,q—1}\D.
On a donc
> e paculnlf?) = 3 el@olnlf +--+ Gymalnly)
n<N deD neN
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= o(N)

d’aprés le théoréme ] car d’une part D étant strictement inclus dans {0, ..., q—
1}, il existe au moins un @4 nul et d’autre part il existe au moins un d € D pour
lequel &g = paag est non nul modulo 1.

Il résulte donc du critéere de Weyl que la suite ((|n|dE 0rg) 4 ED) . est équiré-
ne

partie modulo 1 dans R’ pour tout (ag)acp € (R\ Q)?, ce qui achéve la démon-
stration du théoréme O

THEOREME 5.4. Soit & = (Ey, ..., Eq_1) une famille de sous-ensembles de N
non tous finis.

(i) Si A(&) est infini, alors la suite (|n|£30a0, ce |n|fﬁ]1aq_1)neN est équiré-
partie modulo 1 dans RY si et seulement si (g, ..., aq-1) € (R\ Q)4.
(i) Si A(&) est fini, alors la suite (|n|£30a0, e |n|qE_quozq_1)neN est équirépar-

tie modulo 1 dans RY si et seulement si (o, ..., aq-1) € (R\Q)7\ (R-Q9)
Démonstration. Sl existe dy € D tel que ag, € Q, alors la suite
(|n|¢ido adO)neN
ne prend qu’'un nombre fini de valeurs modulo 1 et la suite
(Inlg 0, |nlg"3 ag=1), ey

n’est donc en aucun cas équirépartie modulo 1 dans R?.

Supposons maintenant que (ay,...,aq—1) € (R\ Q)7 et considerons (po, ...,
Pg—1) € Z9\ {(0,...,0)}.

(1) Si A(&) est infini, il résulte du théoréme 1] que 1’on a

E,
>~ e(poaolnlf? + -+ pyoragoalnlgt ) = o)
n<N

et donc, d’apres le critére de Weyl, que la suite (a0|n|g? s aq,1|n|ffil) neN
est équirépartie modulo 1 dans R? pour tout (ag...,a—1) € (R\ Q)9.

(i7) Si A(&) est fini et si (ag,...,0q—1) € (R\ Q)7 \ (R-Q9) il résulte du
théoréme [Z.1] que ’on a

By
Z 6(]90040|n|(})30 + o pg—10g-1ln q—qll) =o(N)
n<N
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et donc d’aprés le critére de Weyl que la suite (a0|n|g?..., ag-_1|n fﬁ]l) nen
est équirépartie modulo 1 dans R pour tout (ap,...,a4—1) € (R\ Q)7 \
(R - Qo).

Réciproquement, supposons que (ag, . ..,aq—1) € (R- Q%) \ Q9, c’est-a-
dire qu'il existe @« € R\ Q et (po,...,pq—1) € Z7 tels que pooyy = -+ =
Pg—10g—1 = Q.

On a alors

> e(pocolnlf + -+ pemrag-alnlyt) = Wias- . a)

0<n<N

et il résulte du théoréme que

E,_
Z e(p0a0|n|£3° + ot pg_1ag—1|n qqll)’ >0
n<N

I 1
imsup —
N—+oc0 N
ce qui entraine, d’apreés le critére de Weyl, que la suite (oz0|n|630, ey
aq_1|n|ff]1)n N n’est pas équirépartie modulo 1 dans R? et ce qui achéve
la démonstration du théoréme (.41

O

6. Répartition modulo 1 des suites arithmétiques définies
par des conditions digitales restreintes

L’objet de ce section est d’étudier pour tout (mo,...,mg—1) € (N \ {O})q tel
que pged(mo, ..., mg—1) = 1 et pour tout (ag, ..., aq—1) € Z9 fixés, les propriétés
statistiques de I’ensemble

E = {n eN,vd € {0,...,q—1}, |n|fd =ay (mod md)}

et de la suite croissante formée des éléments de cet ensemble.

PROPOSITION 6.1.

card E(N) = N + o(N).

momsy...Mg—1

Démonstration. Les relations classiques d’orthognalité

1 . :
() ={0 s (6.1
m o \m 1 simitn

valables pour tout (m,n) € (N'\ {0} x Z) nous permettent d’écrire
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crd BN) = Y- >3 (lnldi—>>

n<N d<q j<md

ST N p e

(Joseeesdq—1) n<N
E{O -1 — 1})(
e {Orerymg 1 1}

1 (In fﬁil - aql))

+Jq—
qg—1
1 i i an
= > e(—(]—°a°+---+37q 1% 1)) x
mO...mq_l (joseorja—1) mo mq—l
€{0,...,mp—1}x
X{O:“'vmqfl*l}
JO jqfl
x WE ( —) o
N g g ) T (1)
N
= +

(Jo, wJg—1)

Si A(&) est infini, il résulte du théoréme BTl que pour tout (jo, ... ,jq_l) S
{o,...,mo—1}><---><{0,...7mq,1—1}\(07...,0),onawﬁ(%,...,%) -
o(N).

Si A( ) est fini et (mog,...,mg—1) = 1 alors pour tout (jo,...,Jjq-1) €
{O ymo — 1} x -+ x {0,...,mg—1 — 1} \ (0,...,0), les nombres rationnels

Jo Ja=1 pe sont pas tous égaux entre eux modulo 1 et il résulte encore

ey
du théoréme BTl que Wﬁ(%, o ifq‘jl) = o(N), ce qui termine la preuve de
la proposition O

REMARQUE 6.2. Lorsque A(&) est fini et que (mo, ..., mg—1) > 2, des phéno-
meénes d’oscillation apparaissent et rendent 'estimation de card F(N) plus déli-
cate. L’exemple suivant en est une illustration.
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EXEMPLE. Pour ¢ =2, Ey = F1 = N, (mg,m1) = (2,2) et (ap,a1) = (0,0),
on a

card B(2V)

card {n < 2N |njo=|n|1 =0 (mod 2)}

Z card {Zk <n<2'injp=|n/1 =0 (mod 2)}.
k<N

Or card {2k <n <2 njp=|ny =0 (mod 2)}

0 st k pair
B Cl4+CP+ -+ CF =21 sik impair

On en déduit par sommation que

1 1
lim — card E(4"Y) = 3 et

N——+oco 4N
lim —— card £(2.4") = !
N —+4o00 2.4N '
THEOREME 6.3. Soient & = (Ey,. .., E4—1) une famille de sous-ensembles de

N et a un nombre réel. Alors la suite (na)n,cp est équirépartie modulo 1 si et
seulement si « € R\ Q.

Démonstration. Si @ € Q la suite (na),cg ne prend qu'un nombre fini de
valeurs modulo 1 et n’est donc clairement pas équirépartie.

D’aprés le critéere de Weyl le théoréme est donc équivalant au fait que
pour tout & € R\ Q et pour tout h € Z\ {0} on a

Z e(nha) = o(card E(N)),

neE(N)

¢’est-a-dire au fait que pour tout « € R\ Q on a

Z e(na) = o(card E(N)).

neE(N)

En utilisant & nouveau les relations d’orthogonalité ([GI]) on a

S e(na)=>" H - > <M) e(na)

ne€E(N) n<N d<q J<md
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. (),
S e D DR DL € "

(Jos--2Jq—1) n<N
€{0,...,mp—1}x
---X{O,...,mqflfl}

Eq 1
n — Qg—
—(| | a 1) -l-na)
Mmg—1

1 joQ jg—1Gg—
= S 6_(]0_0+...+Jq17q1) «
momy - Mg—1 . - mo Mg—1

(]0:~~~7Jq71)

E{O,...,mofl}X
~~~><{O,...,mq_1—1}

W (L, 2 b) o)

mo mg—1

+jq71

et il suffit donc pour démontrer le théoréme de démontrer que pour tout
(Jos -y dg=1) €40,...,mo—1} x --- x {0,...,mg_1} et pour tout a € R\ Q,

on a .
WN( ...,]q—_1704)

mo mg—1

= o(card E(N)).

Pour cela, posons pour tout nombre entier strictement positif v
jg— 1 j jg—
Sg( ...,]q 1,@):—quy e(]—o),...,e(jq 1),6(&) )
mo Mmg—1 qv | mo Mg—1
D’aprés le lemme [3:3] on a
560( ceey jq;, a)
mO mg—1

:HX

(607~~~76q—1)
€{0,1}1
‘e(%)—i—e(%—?—i—q”a)—i— +e(w+(q—1)q a)‘
X H card Es .., _1(1/)
re q K

(60,.--,04—1)€{0,1}7
Esg,....5,_1 est infini

‘e(%%)+e(%%+q”a)+ +e(w+(q—1)q a)‘
X H qcard Es ..., 51 (v) .
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On en déduit que

. Jo Jg—1 . .
lim Sf(—, 2= o) = 0 car sinon cela signi-
v—r+400 mo Mg—1

fierait que 'on aurait pour tout g-uplet (50, .. .,5q,1) tel que Fs, .5, , est

infini, lim g o= 50‘7—0 — 51]—1 = 51‘7—1 — 52]—2 = =0g-2 Jazz
r€Esy,. 6,1 mo mq mq mo Mg—2
Jg—1
§g1-2
mg—1
de points d’accumulations, contrairement a notre hypothése (a € R\ Q).

, ce qui impliquerait que la suite (q”a)r en admettrait un nombre fini

Soit maintenant N = {1¢"* + --- + {pq¢"", avec v; > --- > vp et {; €
{1,...,q— 1} pour tout i € {1,...,L}.

On obtient, en procédant comme dans la fin de la démonstration du théoréme

&
jO jq—l & jO jq—l
W‘f(— , ) <(2¢g—1 T ( (—) ( ) )
WA (i) <0 =) 3 [ (o) () et
J=r1
je& jO jqfl
§(2q—1)Zq€j — ., ),
; mo mg—1
Jj<uvi
et donc
1 Jo Ja—1 2q—1 o J0 Ja—1
—W‘g(—,..., 4 ,a) < ¢ES (—,..., 1 ,a),
N‘ N\mo Mg—1 g j; 7 \my Mg—1
ce qui entraine d’aprés le théoréme de Césaro
1 i o
lim —Wﬁ(‘j—o,...,]q—l,a)zo,
N—+o0o N mo Mmg—1
et donc ) )
Wﬁ(ﬂ,...,h;l,a) zo(cardE(N)),
mo Mmg—1
ce qui achéve la démonstration du théoréme [6.3] O

7. Annexe
Représentation graphique des sommes de Weyl associées aux suites ( % |n|(;E0 +

i|n|fl)n€N lorsque ¢ = 2 pour quatre exemples de couples d’ensembles (FEy, E7)
(on désigne par [P ’ensemble des nombres premiers) :
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FiGURE 2. (Fop, F1) = (N,N)

FIGURE 3. (Fo, F1) = (2N,2N + 1)
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Ficure 4. (Fo, E1) = (2N, 3N)

Ficure 5. (Eo, E1) = (N,P)
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