Ubungen zu »Analysis IIT¢ / , Mathematik fiir Physiker III¢ R. Kaiser
Blatt 5
12.11.2002

Aufgabe 1 (5 Punkte)

a) Sei f : [0,00) — R stetig. Zeigen Sie fiir alle R > 0 : £ f(z]) dz =
{zeR™:|z|<R)
R
ne, [ f(r)r™=! dr, wobei e, := F dz das Volumen der n-dimensionalen
0

{zeR™:|z|<1}
Einheitskugel ist.

Hinweis: Differenzieren Sie beide Seiten der Behauptung bzgl. R.

b) Berechnen Sie J e~@+)d(z,y) (R > 0) und [ e @ +)d(z,y).
{(2,y)eR?:2?+y2<R?} R?
Verwenden Sie dieses Resultat und den Satz von Fubini, um [ e~** dz zu berechnen.
R

Aufgabe 2 (4 Punkte)

a) Sei I C R ein beschrinktes Intervall, p,g > 1, p < ¢, f € LI(I). Zeigen Sie: Dann
ist f € LP(I) und es gilt

21731 £lp < 12171 £l
b) Geben Sie Beispiele an fiir Funktionen f,g : R — R mit f € L*(R)\L*(R) und
g9 € L2(R)\L' (R).

Aufgabe 3 (4 Punkte)
a) Sei I C R ein beliebiges Intervall, r,p,q > 1, = % + 1. Ferner seien f € L?(I),
g € L4(I). Zeigen Sie: Dann ist f-g € L7, und es gilt || - gll- < || £l - llg]lq-

b) Sei I C R ein beliebiges Intervall, 7,p,g > 1,p < ¢ < r. Ferner sei f € LP(I)nL"(I).
Zeigen Sie: Dann ist f € L9(I). Ist A € R so gewshlt, daB % = % + tr’\}, so ist
A€ [0,1] und || fllg < [IFIRIFNF.

Hinweis: Verwenden Sie geeignet die Holder’sche Ungleichung.



Zusatzaufgabe (5 Punkte)
Fiir j € Nsei ¢;: [0,1] = R, ¢;(z) = 27 - X(2-i,2-3+1)(z). Definiere f :[0,1] x [0,1] = R,
f(z,y) = 3 (0i(2) = @jr1(2))pi(v).

j=1

Zeigen Sie: f ist meBbar, fiir alle z,y € [0,1] existiert G(z) = [ f(z,y) dy, Fly) =
[0,1]

[ f(z,y) dz, G und F sind auf [0, 1] integrierbar.

[0,1]

Berechnen Sie [ F(y) dy und [ G(z) dz und entscheiden Sie, ob f auf [0,1] x [0,1]

[0,1] [0,1]
integrierbar ist.

Hinweis: Skizzieren Sie die Werteverteilung von f.

Abgabe: In der 6. Vorlesungswoche (18.11.-22.11.02) in den Ubungen.
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