Ubungen zu »Analysis ITT“ / ,Mathematik fiir Physiker ITI% R. Kaiser
Blatt 4
05.11.2002

Aufgabe 1 (6 Punkte)
a) Gegeben sei die Funktion

f:{ (0,1) - R

x = m,u,/\>0.

Fiir welche p, A > 0 ist f integrierbar?

b) Auf R? sei f gegeben durch

m .'L'?,ék'ﬂ',y?ék’/(',kez
Flay)y= z oder y irrational,
0 sonst.

Ist f auf (0,7) x (0, 7) integrierbar?
Ist f auf (6,7 —6) x (6,7 — ) mit 0 < 6 < % integrierbar?

c) Zeigen Sie, daB f(z) = Tz auf (0, 1) integrierbar ist, nicht aber f2 auf (0,1).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dafl f: (0,1] » R, f(z) = 2sin L auf (0,1]

a) uneigentlich Riemann-integrierbar, aber
b) nicht Lebesgue-integrierbar ist.
Hinweis zu a): partielle Integration, zu b): betrachten sie |f].

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Fir ACR", ¢t € R sei

A(t) == {z = (21, ..., Zn—1) € R"}|(z,1) € A}.

a) Beweisen sie das Prinzip von Cavalieri: Sei A ¢ R" integrierbar, dann ist fiir fast
alle t € R auch A(t) integrierbar und es gilt:



b) Sei A C R? integrierbar, dann ist die Pyramide P C R® mit Grundfliche A und
Héhe h

h
P:{(mayaz) E]R:S| O<Z<h’ h—_;(xay> EA}

ebenfalls integrierbar und es gilt:
1
w(P) = 3h p(A).

Zusatzaufgabe (4 Punkte)

Sei —oo < a < b< oo, f:[a,b] = R sei Lipschitz stetig. Fiir fast alle z € [a, b] existiert
dann f'(z) im iiblichen Sinne (Diese Behauptung sollen sie nicht beweisen). Setze

"(z falls f in z differenzierbar
9:mH R gla)={ §@ B
Zeigen sie: Fiir jedes ¢ € [a,b] ist g auf [a,c] integrierbar, und es gilt [ 9(z) dz =

[ax]
f(e) = f(a).
Hinweis: Approximieren sie g durch eine geeignete Funktionenfolge (fn). Bestimmen sie
Ii_)m | fa(z) dz sowohl durch Verwendung des Satzes von Lebesgue als auch elementar.
n—oo [0. C]

Vergléich beider Resultate ergibt die Behauptung.

Abgabe: In der 5. Vorlesungswoche (11.11.-15.11.02) in den Ubungen.
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