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1 Einleitung

1 Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Dimension von Linearsystemen ebener Kurven,
die durch Punkte mit geforderten Vielfachheiten verlaufen. Dies ist eines der bekannten
Probleme der algebraischen Geometrie und wird in neuerer Zeit immer weiter erforscht.
Besonderes Interesse wecken solche Fille, in denen die Dimension eines Systems die
berechnete und damit erwartete Dimension {ibersteigt. Vor allem fallen solche Systeme
auf, die man eigentlich als leer erwarten konnte, die aber trotzdem Elemente enthalten,

d.h. deren Dimension gréfer als —1 ist/T]

Marcin Dumnicki [Dum06] hat eine sehr einfache Methode vorgestellt, die es er-
moglicht, zu zeigen, dass in einem System die tatsdchliche Dimension der erwarteten
Dimension entspricht. Diese sogenannte Diagrammausschneidemethode verwendet ein-
fache Grafiken, anhand derer sich die Dimensionsfrage oft sehr schnell und einfach
l6sen 1af3t. Sie stellt einen Spezialfall des Reduktionsalgorithmus dar, einem ebenfalls
von Dumnicki in [D.J05] entwickelten Verfahren, um Linearsysteme auf ihre Dimensio-

nen zu untersuchen.

Um die von Dumnicki beschriebenen Theoreme vorstellen zu kénnen, werden zu-
nédchst in den Grundlagen einige Begriffe in Anlehnung an Rick Miranda [Mir99| und
unter Riickgriff auf die Diplomarbeit von Sammy Barkowski geklart. Die hier
vorgestellten Definitionen sind fiir den weiteren Verlauf der Arbeit wichtig.

Der Hauptteil der Arbeit orientiert sich vorwiegend an den Veroffentlichungen von Dum-
nicki [Dum06], [DJ05], auch die Beweise im Kapitel der Diagrammausschneidemethode

sind diesen Arbeiten entnommen.

Im Anschluss an den Hauptteil werden einige Beispiele fiir Linearsysteme vorgestellt,
fiir die die erwartete der tatséchlichen Dimension entspricht. Es erfolgt die praktische
Anwendung der Diagrammausschneidemethode, die Systeme werden mit ihrer Hilfe
untersucht und ihre tatsdchlichen Dimensionen ermittelt. So wird gezeigt, dass die Dia-
grammausschneidemethode eine gut handhabbare Methode darstellt, Linearsysteme zu

diskutieren.

'Im Projektiven hat die leere Menge die Dimension —1
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2 Grundlagen

2.1 Linearsysteme in der projektiven Ebene

Wir betrachten in der projektiven Ebene P? {iber dem Grundkérper € Kurven vom
Grad d. Diese werden von homogenen Polynomen F' € C[zg,x1, 22]q vom Grad d aus-

geschnitten.

Definition 2.1 Eine projektive ebene algebraische Kurve vom Grad d ist die Aquiva-

lenzklasse der homogenen Polynome vom Grad d,
_ i J.k
F= Z Ak TOT] Ty,
i+j+k=d
wobei zwei dquivalent sind, wenn sie skalare Vielfache voneinander sind.

Die Menge C[zg, 1, 22]4 der homogenen Polynome vom Grad d (einschlieflich des Null-

polynoms) ist offenbar ein C-Vektorraum der Dimension:

<d—;2> _ (d+ 1)é(d+2)

Eine kombinatorische Uberlegung liefert diesen Wert als Anzahl der Monome in g, 1

und x5 vom Grad d, die eine Basis dieses Vektorraums bilden.

Bemerkung 2.2 Da wir nicht zwischen Polynomen und ihren skalaren Vielfachen un-
terscheiden, ist der Raum der ebenen algebraischen Kurven ein projektiver Raum, also
der Raum der 1-dimensionalen Unterrdume des Vektorraumes der homogenen Polyno-
me vom Grad d, wir bezeichnen ihn mit .Z};. Seine Dimension verringert sich damit um
1 und betragt folglich:

<d+2> 1 d(d+3)

2 2

Wir wihlen nun Punkte py,...,p, € P? (n € N), ordnen jedem Punkt p; eine natiir-
liche Zahl m; zu und betrachten Kurven vom Grad d, die in den Punkten p; jeweils
mindestens Vielfachheit m; haben, fiir i = 1, ..., n. Mindestens Multiplizitit 1 in p; zu
haben bedeutet, dass die Kurve durch p; lauft.
Eine Kurve C hat in einem Punkt p; Vielfachheit m; genau dann, wenn fiir das zuge-
horige Polynom F' alle k-ten partiellen Ableitungen bis zur Ordnung £ = m; — 1 im

Punkt p; verschwinden.

Definition 2.3 Eine Kurve C besitzt Multiplizitdt m in p, wenn fiir das definierende
Polynom F' gilt:
Hlaoton+az) p

W(p) =0, firalle ag+a;+as<m-—1.
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Definition 2.4 Fiir paarweise verschiedene Punkte p1, ..., p, € P? und
mi,...,my € N;n € N sei:
n n
Zy <— Z miPi) = ﬂ Za(—mip;)
i=1 i=1

das Linearsystem ebener Kurven vom Grad d mit Multiplizitdt mindestens m; in p; fiir

jedes i.

Ohne Einschrinkung kénnen wir Punkte p; betrachten mit zo # 0. Dies erreichen
wir dadurch, dass wir entweder nur Punkte aufserhalb der unendlich fernen Geraden be-
trachten oder die unendlich fernen Punkte durch einen Morphismus so verschieben, dass

wir Koordinaten erhalten mit x9 # 0. So kénnen wir anstelle der projektiven Koordina-

ten die affinen Koordinaten ( %7 %) betrachten und vereinfachen damit die homogenen
Polynome F = Y a;xz{r]zh zu den inhomogenen Polynomen f = > X{X%,
itjtk=d it+j<d
mit X = 22, X = &L,
x9 X9

Nun kénnen wir mithilfe der Taylorentwicklung von f berechnen, dass eine Nullstelle

der Ordnung m; von F genau (m’;l) = W

Bedingungen an die Koeffizienten a;;,
von F stellt, solange der Grad von F’ mindestens m; — 1 betrégt.

Anders ausgedriickt: alle partiellen Ableitungen von f bis zum Grad m; — 1, von denen
es genau (m’;l) gibt, miissen im Punkt p; verschwinden.

Da uns die Dimension solcher Linearsysteme interessiert, wenden wir uns der Dimensi-

onsfrage zu und definieren allgemein:

Definition 2.5 Die virtuelle Dimension des Linearsystems L = % (— Y i | m;p;) ist
definiert durch

n

X

v = vdimy, :=
i=1

Die erwartete Dimension des Linearsystems L = .Z; (— > ; m;p;) ist definiert durch
e = edimy, := max {—1,vdimp }.

Bemerkung 2.6 Falls alle durch die Multiplizitdten geforderten Bedingungen linear
unabhéngig sind, stimmen die erwartete und die tatséchliche Dimension des Systems
tiberein. Die Dimension des Linearsystems L = .Z; (— >, m;p;) betrigt also mindes-
tens edimy. Im Allgemeinen kann die lineare Unabhéngigkeit der Bedingungen aber

nicht garantiert werden.

Beispiel 2.7 Betrachte fiir d = n = 2, p1, po € C? mit p; # po beliebig gewihlt, das
Linearsystem, welches durch die zwei Punkte mit Multiplizitit 2 verlauft. Gesucht ist

also ein Kegelschnitt, der durch zwei verschiedene Punkte jeweils mit Multiplizitat 2
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verlduft. Dann betrégt die virtuelle Dimension:

2
<d;“2> 1;mi(mi+1):6133:1.
Nach der Definition ist damit auch die erwartete Dimension —1, d.h. das System wird
als leer erwartet, denn im Projektiven hat die leere Menge die Dimension —1.

Es sollte also keine solche Kurve vom Grad 2 existieren. Es gibt aber offensichtlich
eine Gerade durch die zwei Punkte. Quadriert man ihre definierende Gleichung, erhélt
man ein Polynom vom Grad 2. Diese definiert eine Doppelgerade mit den geforderten
Eigenschaften.

Obwohl also das System als leer erwartet wurde, ist es dennoch nicht leer.

Definition 2.8 Wir nennen ein Linearsystem L = .Z; (— >, m;p;) speziell, wenn die
tatséchliche Dimension grofer als die erwartete Dimension ist. Ist die tatséchliche gleich

der erwarteten Dimension, heifst das System nicht-speziell.

Es stellt sich nun die Frage, wann ein Linearsystem die erwartete Dimension besitzt und
in welchen Fillen man mit Abweichungen rechnen muss. Einen Hinweis fiir die Griinde

fiir abweichende Dimensionen gibt die Wahl der Punkte, wie Beispiel 2.7] zeigt.

2.2 Punkte in allgemeiner Lage (siehe [Bar06], S. 4)

Damit das Linearsystem L = % (— Y i~ m;p;) die kleinstmdgliche Dimension besitzt,
kénnen wir die Punkte pq, ..., p, nicht vollig beliebig wahlen.
Um zu verstehen, was ,nicht vollig beliebig® bedeuten soll, betrachten wir folgende li-
neare Abbildung: Sei

" m(m; + 1)

¢:®[x0ax17x2]dﬁ®t7 tzzll;

1=
die lineare Abbildung, die ein Polynom F und alle seine partiellen Ableitungen bis zum
Grad m;—1 in den Punkten py, ..., p, € P? auswertet. Dann ist ker ¢ = £y (— Y0, mip;).
Die Abbildung ¢ hat eine darstellende Matrix M (p,...,p,) beziiglich der Basis der
Monome in zg,x1 und xo vom Grad d, welche stetig von den Punkten pq,...,p, ab-
héngt.
Definiere nun fiir beliebiges £ € IN : Sei

R i={(p1,--pn) € ()" Rang(M(py,....pn)) < k}

die Menge der n-Tupel (p1,...,pn) € (P?)", fiir die die Matrix M (p1,...,pn) hochstens
den Rang k hat.

Es gilt offensichtlich fiir alle kK € N : Rx_1 C Rj und fiir hinreichend grofes k gilt:
Ry = (P?)".
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Setze nun s := min{k € N| Ry = (P?)"}, so dass Rs_1 # (P?)" und R, = (P?)™.
Also hat fiir jedes n-Tupel (p1,...,pn) € Rs\Rs—1 die Matrix M (p1, ..., p,) den hochst-
moglichen Rang und somit hat der Kern der Abbildung, also L = % (— > """ mip;),

die kleinstmdgliche Dimension.

Definition 2.9 Liegt ein n-Tupel (p1,...,pn) € (P?)" in Rs\Rs_1, dann liegen die

Punkte p1,...,p, in allgemeiner Lage beziiglich d und my, ..., m,.

Bemerkung 2.10 Die Menge R, ist eine algebraische Teilmenge von (P?)", da sie
von den s X s - Minoren der Matrix M von ¢ ausgeschnitten wird. Damit ist die
Dimension von Rs_; echt kleiner als 2n, da (IP?)" irreduzibel ist. Das Komplement von
R, ist Zariski-offen, somit liegen Punkte in allgemeiner Lage in einer Zariski-offenen

Menge.

Wenn alle Multiplizitdten, die ein Linearsystem erfiillen mufs, 1 sind und die Punkte,
durch die seine Kurven verlaufen, in allgemeiner Lage liegen, konnen wir in Anlehnung

an [Mir99| eine Aussage iiber die erwartete Dimension machen:

Theorem 2.11 (Multiplizitits-Eins-Theorem, siehe [Mir99], S. 195) Liegen
die Punkte {p;} in allgemeiner Lage, dann ist die Dimension von L = £ (=Y " | pi)

gleich der erwarteten Dimension edimp . O

2.3 Ubergang von den projektiven zu den affinen Koordinaten

Wie wir bei der Berechnung der Dimension gesehen haben, vereinfacht es die Rech-
nungen in manchen Fillen, wenn man mit den affinen Koordinaten arbeitet. Deswegen
schneiden wir Punkte aufferhalb der unendlich fernen Geraden aus, d.h. Punkte mit
x2 # 0. Wie oben miissen wir dazu evtl. eine Koordinatentransformation durchfiihren.

Im Affinen definieren wir dann allgemein {iber einem Koérper K mit Charakteristik Null:

Definition 2.12 Fiir paarweise verschiedene Punkte p,...,p, € K? und
mi,...,mp € N* n €N sei Z(mipi,...,mupn) C KX, Y]:

Ly(mapt, ..., mppp) =

5 3 aa1+azf )

[= Z 8 XY 2 cpy g, €K, W(pj) =0, taz<m;,j=1,...,n
B1+B2<d

das Linearsystem ebener Kurven vom Grad d mit Multiplizitit mindestens m; in p;

firj=1,...,n.

In Analogie zum Projektiven konnen wir wieder unsere Punkte p1,...,p, so wihlen,

dass das Linearsystem die kleinstmogliche Dimension besitzt. Diese Punkte bilden eine



2 Grundlagen

Zariski-offene Menge. Wir bezeichnen diese Punkte als Punkte in allgemeiner Lage und

vereinfachen unsere Schreibweise folgendermafen:

Definition 2.13 Liegen die Punkte pi,...,p, in allgemeiner Lage beziiglich d und
mi, ..., My, schreibt man auch kurz: Zy(mq,...,my).

Falls m; = ... = m,, heift das System homogen und wir bezeichnen es mit Z;(m>").

Nun folgt fiir die Dimensionen:

Definition 2.14 Die virtuelle Dimension des Linearsystems L = Z;(mip1, ..., Mupp)
ist definiert durch

n

: d(d+3) mj(m; + 1)
=vd =—"— SAANL
v = vdimp, 5 Z 5
7j=1
Die erwartete Dimension des Linearsystems L = Z;(mip1, .. ., Mupy) ist definiert durch

e = edimy, := max {—1,vdimp }.

Definition 2.15 Die tatsichliche Dimension des Linearsystems Zy(myq, ..., my) be-

tragt:
dimfd(mh---,mn) = dimfd(mwm---,mnpn)

fiir Punkte p1,...,p, in allgemeiner Lage beziiglich d und my, ..., m,.

Bemerkung 2.16 Dumnicki beobachtete nun, dass sich die obigen Uberlegungen iiber-
tragen lassen, wenn wir anstelle von Kurven, deren zugehorige Polynome alle Monome
bis zum Grad d enthalten diirfen, nur solche betrachten, deren Polynome nur eine
Teilmenge dieser Monome enthalten diirfen. Wir wihlen solche Monome aus, deren

Exponenten einer endlichen Teilmenge D C N? entstammen.

Dann kénnen wir fiir das Linearsystem dieser Kurven definieren:

Definition 2.17 Sei D C N? eine endliche Menge. Dann ist fiir paarweise verschiedene

Punkte p1,...,pn € K2 und mq,...,m, € N*,n € N:
ZLp(mapt,...,mppp) =

{f = (m%wc(ﬁhﬁz)xﬁlyﬁ? (1,8 € K, %(w) =0,01+ s <mj,j=1,... n}
das Linearsystem ebener Kurven, deren definierende Polynome nur Monome mit Ex-
ponenten aus D enthalten und die durch die Punkte p; mit Multiplizitdt mindestens
m; verlaufen, fir j =1,...,n.

Analog schreibt man fiir Punkte p1, . . ., p,, in allgemeiner Lage beziiglich D und my, ..., my:

gD(mlv ceey mn)
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Bemerkung 2.18 Die virtuelle Dimension eines solchen Linearsystems

L= %p(mip1,...,mupy) betragt dann:

n . 1
VdimL:#Dlz<m2+ >

=1

und die erwartete Dimension betragt:

edimy, = maz{—1,vdimp }.
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3 Diagrammausschneidemethode

Um die Diagrammausschneidemethode einfiihren zu kénnen, fiihren wir dafiir zunéchst
etwas Notation ein und erkldren in der Sprache der Matrizen, wann ein System nichi-

speziell ist.
Definition 3.1 Sei j € N*, a = (a1, az) € N2. Wir definieren die Abbildung

¢jo:  K[X,Y] — K[Pjx,Pjy]
R e )

P T

0X19Y @2

Diese Abbildung setzt die Variablen P; x, P;y in die (a1 + ag)-te partielle Ableitung

(PjaX’ P])Y)

eines Polynoms ein.

Wir werden folgende Notation benutzen: M(n, k; R) bezeichnet die Menge aller Matri-
zen mit n Zeilen, k Spalten und Koeffizienten aus R (ein Ring oder Korper).

Fiir ein M € M(n, k; R) schreiben wir Mj;; fiir das Element von M in der j-ten Zeile
und der [-ten Spalte.

Definition 3.2 Sei L = %p(my,...,m,) ein ebenes Linearsystem, sei
D = {(OzLX,OzLy), ceey (Ozmx,an’y)} C N x N.
Sei A={(,8) e NxN?*| [Bl<myi=1,....,r}={ar,...,q.}.

Wir definieren die Matrix M (L) € M(c,n;K[P; x, P;yl]i_,) als
M(L)[j) i= ¢a; (X FXY Y.

Die Matrix M (L) besitzt soviele Zeilen, wie das Linearsystem L an implizierten Be-
dingungen erfiillen muss, um die vorgeschriebenen Multiplizitdten m;,s = 1,...,rin r
Punkten zu erfiillen. Dies sind >;_; (m";l) Bedingungen, zur Vereinfacherung wird die-
se Zahl mit ¢ bezeichnet. Dabei sind die Zeilen so angeordnet, dass in den ersten Zeilen
die Bedingungen beriicksichtigt werden, die der erste Punkt, also p;, an das Linearsys-
tem stellt. Ist m; > 1, so sind die Eintrage der ersten Zeile die urspriinglichen Monome
der Basis, in die P, x und Py eingesetzt wurde. In der zweiten Zeile stehen die ersten
partiellen Ableitungen nach der ersten Variablen, in der dritten die ersten partiellen
Ableitungen nach der zweiten Variablen. In den nichsten Zeilen folgen die partiellen
Ableitungen bis zum Grad mj — 1. Dabei stehen partielle Ableitungen gleicher Ordnung
in lexikographischer Ordnung, d.h. zuerst leiten wir nur nach der ersten Variablen ab,
dann leiten wir einmal weniger nach der ersten und einmal nach der zweiten Variablen

ab, usw.. Beispielsweise wird 2f vor 0 vor 21 ebildet
, - p X2 IXIY ay? 8 :

Der Punkt py bestimmt die Eintrdge der sich anschliefsenden Zeilen. In der oben be-

schriebenen Weise entstehen (m22+1) Zeilen, die die Variablen P, y und P,y enthalten.
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In analoger Weise werden die nachsten Punkte beriicksichtigt, so dass der Punkt p, die
letzten Zeilen der Matrix beeinfluft.

Die Spaltenzahl der Matrix M (L) ist gleich n, der Elementanzahl von D, der Menge der
Exponentenpaare fiir X und Y. Die Eintrége der Matrix entstammen dem Polynom-
ring K[P; x, P;y|i_; in 2r Variablen, durch die Umbenennung der Variablen X,Y in
die Variablen P; x, P;y ist die Anzahl der Variablen von der Zahl der Punkte abhéngig.

Beispiel 3.3 Wir betrachten als einfachen Fall das Linearsystem L = %p(m), welches
nur die Multiplizitdt in einem Punkt vorschreibt. Die Exponentenmenge sei wie oben
D = {(a1,x,017),--., (0 x,any)} € N x N. In einem ersten Schritt betrachten

wir die Matrix M'(L), die entsteht, indem man zuerst nur die partiellen Ableitungen

bestimmt:
Xorxyony Xozxyozy - XOn XY ny
%(XO‘LXYO‘LY) aiX(X‘X?,X Y2y ... %(Xan,x Y ony)
oy (X Xy eny) oy (Xenxyenr) e (Xonxyny)
sy (XOXY o) gy (Xeaxyeny) o gl (XonxY o)
;YLWZ(X“LXYO‘LY) %(X“Q,XY“%Y) %(Xan,xyan,y)

In einem zweiten Schritt erfolgt dann die Substituierung von X,Y durch P x, Piy.
Dann sieht die Matrix M (L) folgendermafen aus, wobei ein Eintrag gleich Null ist,
falls einer der Exponenten von P x oder Py kleiner als Null wird. Denn dann leiten
wir hdufiger ab als der Grad des betreffenden Basismonoms betrdgt und ein Koeffizient

des Eintrages wird Null:

(0% o (67 (63 (67 (67
Pl,;éxpl,;y P1,§%XP1,§?Y o P1,;5XP1,§L;Y
« -1 s« « -1 s« « -1 s«
O‘LXPL;%X Pl,il/y O‘ZXPl;éX Pl,i/’y o O‘n,XPL;(’X Pl,gbf’y
a1, x pa1,y—1 Q2 x a2y —1 Qn, X H0n,y —1
al»YPI,X PI,Y O‘Q,YPLX P1,Y T an,YPLX P1,Y
' a1x pory—(m=1) az,x poey —(m—1) ' on, X pan,y —(m—1)
al,YPI,X P1,Y a2,YP1,X P1,Y an,YPLX P1,Y
.y . N
mit oy = a1y - (Qy —(m—2));...50, y =apy - (apy — (m —2)).

Ein Eintrag der Matrix M (L) mit 8 = (Bx,0y), |B] < m wird also folgendermafen

berechnet:

M(L),8)5 = ¢a,pXP9XYH9Y)
ﬁX 5Y | |
= T(eux —k+ 0 TJ(amy —k+1)- IR
k=1 Pt

Der Zeilenindex (1,(3), ein Tripel, zeigt zunéchst an, welcher Punkt des Linearsys-

tems die Ableitungsvorschrift vorgibt, in unserem Fall der Punkt p;. Die Vorschrift
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der partiellen Ableitung bestimmt (8x, fy). Der Spaltenindex j driickt aus, dass das

Basismonom mit den Eponenten (o x,«;y) partiell abgeleitet wird.

Beispiel 3.4 In diesem Beispiel diskutieren wir nun das Linearsystem L = £p(3,2)
mit D = {(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(3,5)}. Es enthélt Kurven, deren Gleichungen nur
Monome mit Exponenten aus D enthalten und die durch zwei Punkte mit den gefor-
derten Vielfachheiten 3 und 2 verlaufen.

In den ersten Zeilen der Matrix M (L) miissen wir die Multiplizitdt 3 beachten und in
den néichsten Zeilen die Multiplizitat 2. Damit ist M’(L) von folgender Gestalt:

X2y? Xx?%y3 X%yt X?%y5  X8YS
2XY? 2XY3 2XY* 2XY® 3X?Y°
2X2%Y 3X?Y? 4X?%y3 5X2%y*  5X3Y4
2Y? 2y3 24 2V 6XY?5
M'(L)=| 4XY 6XY? 8XY3® 10XY* 15X2Y*
2X2%2  6X2%Y 12X?%Y? 20X?%Y? 20X3Y3
X2y? X?%y3 X%yt X?%y5  XS8YS
2XY? 2XY3 2XY*  2XYS  3X?%Y°
2X?%Yy 3X?Y? 4X?Y3? 5X?%y*4 5Xx3y4

Die ersten 6 Zeilen der Matrix werden durch den ersten Punkt bestimmt, die letzten 3
durch den zweiten, deswegen setzen wir in die ersten 6 Zeilen die Variablen Py x, P1y

ein, in die letzten die Variablen P x, P>y und erhalten:

PExPLy  PixPly PixPly  PixPly  PlxPly

2P xP}y 2P xP}y 2P xPy 2P xP}y 3PIxPPy

2P} Py 3P}xPy 4P}xP}y 5PIxP!y 5P}(Ply

2P}y 2P} 2P}y 2Py 6P x Py

M(L)= 4P xP1y 6P xP}y 8P xP}y 10P xP}y 15P7Ply
2P127X 6P127XP17Y 12Pﬁ XPf,Y 20P12’XP137Y zopﬁ XPﬁy

PIxPyy  PixPiy  PixPyy  PixPiy  PixPiy

2P27XP227Y 2P27XP23’Y QJDQ,XPQ‘{Y 2P27XP25,Y 3P§ XPgY

2P3 yPoy 3P;xP3y 4P} (Pjy 5P5yPyy 5PJPj)y

Fiir gegebene Punkte p1 = (p1.x,pP1,y),---,Pr = (Pr,x,pry) € K? benutzen wir die

natiirliche Auswertungsabbildung:

K[P; x, Piyli_
/

Vplv---vpr : K

f‘Pi,pri,Xfi,y'—’pi,Y )

indem wir einfach die Koordinaten der Punkte p; bis p, in die Variablen P; x, P;y bis

P, x, P,y einsetzen.

10



3 Diagrammausschneidemethode

Proposition 3.5 (siehe [DumO06], Prop. 9) Sei L = %p(my,...,m,) ein ebenes

Linearsystem. Dann gilt:
dimy, = #D — RangM (L) — 1.

Beweis: Seien py, . .., p, € K? Punkte in allgemeiner Lage beziiglich D und my, ..., m,.

Wir betrachten ein Element f des Linearsystems,

f= Z Clax ay) X XY
(ax,ay)eED
Sei die Abbildung ® die Hintereinanderausfithrung der Abbildungen ¢ und v. Dann
gilt:

¢: KX, Y] — K
fo = Wprp, © 00, ()51

Es gilt: Zp(mip1,...,myp,) = ker ®. Denn die geforderten Multiplizitdten in den
Punkten p; bis p, zu haben, bedeutet, dass fiir jeden Punkt p; alle Ableitungen bis zum
Grad m; — 1 verschwinden. Aber die Abbildung ® berechnet ja gerade die partiellen
Ableitungen aller Basiselemente bis zum Grad m; — 1 und wertet sie dann in den
zugehorigen Punkten p; aus, fiir ¢ = 1,...,r. D.h. alle Elemente des Linearsystems
ZLp(mip1,...,myp,) werden auf die Null in K¢ abgebildet und jedes Element, das auf
0 abgebildet wird, liegt im Linearsystem. Zp(mipi, ..., m,p,) ist damit der Kern der
Abbildung .

Bezeichnet M die Matrix von P in den Basen

{(aa,x,a1y),...,(anx,0ny)},{a1,...,a.}, dann haben wir:

Upp,ope (M (L)j. 1) = M 15

und damit RangM (L) = RangM. Jetzt kénnen wir mithilfe der Linearen Algebra die

Dimension von L berechnen
dim;, =n — RangM — 1 =#D — RangM (L) — 1.
Daraus folgt die Behauptung. O

Definition 3.6 Der Bigrad eines Monoms g = Pf}x e PS}X Pf}l}y x ~P§§,’Y ist gege-
ben durch:

n

bdeg(g) = Z(%’,L aiy)

i=1

Beispiel 3.7 Der Bigrad des Monoms f = 5P§XPﬁYP§Y betragt dann:
bdeg(f) = (4,5).

11



3 Diagrammausschneidemethode

Proposition 3.8 (siehe [Dum06|, Prop.11) Sei L = ¥%p(m1,...,m,) ein ebenes
Linearsystem. Sei M eine quadratische Untermatrix von M (L) der Groke s € N*. Falls
die Spalten von M durch die Exponentenpaare (o x,1y),..., (0 x,asy) gegeben
sind und die Zeilen durch die Tripel ai,...,as, ist det M ein beziiglich des Bigrads
bihomogenes Polynom vom Bigrad (3;_; o x,> i &iy) — 7, wobei v € N? nur von
den ay,...,as und damit der Wahl der Zeilen abhéngt.

Beweis: Es gilt:

det M =Y sign(o) My o(1)) - Mis o(s))-
O'ESS

Fiir jeden Eintrag M; ;) # 0 betrigt der Bigrad bdegM; ;) = (o x, ky) — Bj, wobei
B; nur von der Zeilennummer abhéngig ist. Dies folgt daraus, dass die Spaltennummer
ausschlaggebend fiir die urspriinglichen Exponenten der Variablen X,Y ist, von denen
dann noch beim Bilden der Ableitungen eine natiirliche Zahl abgezogen wird. Diese
Zahl (3; ist nur abhéngig von der Zeilennummer, die ja fiir die ganze Zeile dieselbe Ab-
leitungsvorschrift vorgibt.

Nach Definition sind alle nichtverschwindenden Eintrége von M (L) Monome oder Kon-
stanten, denn jeder Eintrag ist von der Gestalt M(L)(j s = ¢a, (X XY Y eine Ablei-
tung bestimmter Ordnung eines Monoms. Also ist auch das Produkt My ;1)) =+ M5 5(s)]
als Produkt dieser Ableitungen wieder ein Monom, eine Konstante oder Null und fiir
den Bigrad gilt dann (falls kein M[j, k] = 0)

bdeg M1 5(1)] -+ - Ms o(s)) = <Z Qi X5 Z ai,Y) - Z Bi.-
i=1 i=1 i=1

Damit ist der Bigrad fiir jedes Produkt dieser Art identisch oder gleich Null, da man in
der Berechnung nur iiber die Zeilen ¢ = 1,..., s aufsummiert und damit der Wert nur

von der Wahl der Zeilen abhéngt. Diese Zeilenvorgabe ist aber bei allen Ausdriicken

gleich.
det M als Summe dieser Produkte ist dann ebenfalls ein Monom und fiir seinen Bigrad
gilt:
S
bdeg(det M) (ZaZX,ZaZy> —Zﬁi.

i=1
Der Beweis ist beendet mit v = Y7 | 3; und dieses v ist nur allein von den ay, ..., ds
und damit von der Wahl der Zeilen abhéngig. O

Proposition 3.9 (siehe [Dum06], Prop. 12) Sei m € N,D ¢ N2 #D = ("),
Genau dann ist L = Zp(m) nicht-speziell, falls D nicht auf einer Kurve vom Grad

m — 1 liegt.

Beispiel 3.10 Wir betrachten den einfachen Fall m = 2. Sei D = {(1,0),(2,0),(3,0)}.
Es gilt damit: #D = (;’) = 3. Die virtuelle Dimension von #p(2) errechnet sich als

12



3 Diagrammausschneidemethode

vdim g, 2) = 3 — 1 —3 = —1. Also ist die erwartete Dimension —1, das Linearsystem
sollte somit leer sein, wenn die Elemente aus D nicht auf einer Kurve vom Grad 2—1 =1,
d.h. auf einer Geraden liegen. Zeichnet man die Exponenten der Elemente aus D in die

Koordinatenebene ein, sieht man sofort, dass sie auf einer Geraden liegen:

N

N

Das System ist damit speziell, es ist nicht leer. Dies kann man auch daran sehen, dass

die Abbildungsmatrix

r a2 z?
o: |11 2z 322
0 0 0

niemals vollen Rang besitzt, da ihre Determinante immer gleich 0 ist. Also berechnet
sich die Dimension von L nach Proposition folgendermafsen: dimy, =3 —-2—-1=0,
und Zp(2) ist also speziell.

Beweis von Prop.[3.9: Die virtuelle Dimension von L = .Zp(m) berechnet sich folgen-

dermafien:
vdimy, = #D — 1 — (m;1> - <m;1> - <m;1> — 1.

Damit entspricht die erwartete der virtuellen Dimension. Sei p € IKK? ein Punkt in all-
gemeiner Lage beziiglich D und m. Dann liefert uns die Formel aus Proposition [3.5] die
tatsdchliche Dimension: dimy, = #D — RangM (L) — 1. Wenn nun L nicht-speziell ist,
mufs die tatsédchliche der erwarteten Dimension entsprechen, dimy muf —1 betragen.
Dies ist dann der Fall, wenn der Rang von M (L) = #D = (m;d) ist.
")

M ist nach Voraussetzung eine quadratische Matrix der Grofe ( . Dies ergibt sich

daraus, dass das Linearsystem nur die Multiplizitit m in einem Punkt erfiillen muf, die

m+1)'

Zeilenanzahl ist also ( N Die Anzahl der Spalten ist gleich der Elementanzahl von

D, also auch (m; 1). Wenn das System nicht-speziell ist, muf die Matrix damit vollen
Rang besitzen und wir brauchen nur seine Determinante zu betrachten. Wenn diese
nicht verschwindet, ist L nicht-speziell.

Aus dem Beweis zu Proposition kann man sehen, dass det M (L) ein bihomogenes
Polynom ist. Da die Kurven unseres Linearsystems L nur durch einen Punkt mit ge-

forderter Multiplizitdt verlaufen, enthalt die Determinante nur die Variablen Py x und

13



3 Diagrammausschneidemethode

Py y. Damit ergibt sich, dass die Determinante sogar ein Monom ist, det M (L) = c- f,

wobei f ein Monom ist, ¢ € K.

Sei nun D = {(a1,x,01Y), .., (Qnx,Qny)},n = (mgl)

Wie wir oben gesehen haben, wird fiir 5 = (Bx, By ), || < m jeder Eintrag der Matrix
M (L) so berechnet:

M(L)ja,p)5 = ¢a,pXXY%Y)
ﬁX ﬂY
k=1 k=1

Also sieht die Matrix M (L) folgendermaken aus:

Pal XPOCI Y POCQ XPOQ Y . Pl Xan XPan,Y
a1, x — 1 a1y az X— 1 2y i, X — 1 Qn,y
o1 XP1 P, Y ar x Py P Y e an x Py P1 ;L/
a a 1 a (o 1 a (o 1
Oé]_YP IXP lY a2YP 2XP 2Y anYP nXP nY
a 2 a a 2 a a 2 a
o XP X P1,;Y o XP e P1,§/’Y nXP ¥ P1,§L/’Y
ay x—1 o1 y—1 az x—1 o y—1 x—1 pany—1
a1, x 0 yP Pl,Y Q2 x 09 yP Pl,Y S QX Oy, yP Py Pl,;’
: / /
mit o y = ap x(ax —1),... O, x = an x (o x —1).

Da wir uns nur fiir den Wert von c interessieren, vereinfachen wir die Rechnung, indem
wir die Determinante von M = M(L)p, y1,p, y+1 berechnen. Dann hat M folgende
Gestalt:

1 1 e 1
a1 x Q2 x T Qpn X
a1y a2y e QY
ar x(ax —1) ag x(agx —1) an,x (on,x — 1)
a1 XY 2 X2y e Qln, X O Y
ary - (ay —(m—2)) ooy - (aay —(m—2)) -+ any- - (apy —(m—2))

Durch eine geeignete Folge von Zeilenumformungen, z.B. addiert man zur vierten Zeile

die zweite hinzu, usw., kann man die Matrix M in die folgende Matrix M’ umwandeln:

1 1 .. 1
alx a2 x e On, X
a1y o2y e Qny
a%,x a%x T O‘i,x

Q] xa1y Q2 xQ2y -+ QpXxOny
o'y agnyl oy

14




3 Diagrammausschneidemethode

In der Matrix M’ sind also die Eintrige von der Gestalt: ]\4[[/(1 8.4 = a]@))‘(afl{, und es
gilt: det M # 0 < det M’ # 0.
Genau dann ist det M’ = 0, wenn die Zeilen von M’ linear abhéngig sind, d.h. wenn es

eine nichttriviale Darstellung der Null gibt:

1 1 e 1 0

o1, x o9 x e On X 0

a1y a2y e )y 0

(A(o,o)’ cee >\(0,m—1)) : O‘%,X a%,X T ai,x =10
a1 x01y Q2 x02y -t Qp XOny 0

0/17?;1 agf; 1 e a,’fz;l 0

Anders ausgedriickt: alle Elemente aus D miissen Nullstelle des Polynoms vom Grad

1

m — 1 in zwei Variablen: Ao o) + A1,00Z + -+ + Aom—1)y™ ~ sein. Dies ist dann der

Fall, wenn die Elemente aus D auf einer Kurve vom Grad m — 1 liegen, und nur wenn
die Elemente aus D auf einer Kurve vom Grad m — 1 liegen, sind die Zeilen von M’
linear abhéingig und det M’ ist Null.

Also ist das System nicht-speziell genau dann, wenn die Element aus D nicht auf einer

Kurve vom Grad m — 1 liegen. O

Theorem 3.11 (Diagrammausschneidemethode, siehe [Dum06], Theorem 13)

Sei mi,...,Mp,Myy1,...,mp € N, D C N? ein Diagramm, sei

F: N2 — R

(1, 2) = riaq + 1202 + 19
eine affine Funktion, ro, 71,72 € R. Sei
Dy :={(on, ) € D|F (a1, 2) < 0}

Dy = {(041,042) € D|F(041,042) > 0}.

Dabei soll kein Punkt von D auf der Hyperebene F' = 0 liegen, was impliziert:
D = Dy U Ds.
Ist Ly = Zp,(My41, ..., mp) nicht-speziell und vdimy, = —1, dann ist

dimﬁp(ml,.,.,mp) < dingl (m1,ec.,my) -

Beweis: Setze Ly := Zp,(ma1,...,m;), L == ZLp(m1,...,mp).
Fiir den Beweis betrachten wir Punkte py, ..., p, in allgemeiner Lage beziiglich D und

m1, ..., My, wobei auch jeweils die Punkte pq, ..., p, beziiglich D1 und my, ..., m, und
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3 Diagrammausschneidemethode

die Punkte p,41,...,pp beziiglich Dy und m;41,...,m, in allgemeiner Lage sind. Dies
ist moglich, da Punkte in allgemeiner Lage in einer nicht-leeren Zariski-offenen Menge
liegen, der Schnitt zweier nicht-leerer Zariski-offener Mengen ist nie leer. Nun liefert
uns die Rechnung dimy = #D — RangM (L) — 1 aus Proposition die tatsdchliche
Dimension des Gesamtsystems L. Da D = D; U Da, ist die Matrix von M (L) in einer

geeigneten Basis von der folgenden Form:

M(L) = !M(Ll) K, ] '

Ky M (L)

In der Matrix M (L) entspricht die Anzahl der Spalten der Elementanzahl in D; und
die Anzahl der Zeilen ist >, W, gleich der Anzahl der durch die Multiplizité-
ten geforderten Bedingungen. Wir betrachten die Minoren von M (L) und wihlen einen
maximalen nicht verschwindenden Minor aus. Die zugehorige quadratische Untermatrix
von M (L) nennen wir M’. Die die Spalten bestimmenden Exponentenpaare fassen wir
in der Menge D’ C D zusammen.

Die Matrix M (L) ist eine quadratische Matrix der GroRe >°7_ ., (mi;l) mit vollem
Rang. Dies folgt aus den zwei Voraussetzungen, zum einen betridgt die virtuelle Dimen-

sion —1, vdimp, = #Dg — 1 — > (miﬂ) = —1. Dies bedeutet, dass die Anzahl

i=r+1\ 2
der Elemente von D gleich Y7 41 (m’;l) ist. Damit muss die Matrix quadratisch
sein, die Anzahl ihrer Zeilen ist gleich der Zahl der implizierten Bedingungen, n&mlich

b, 41 (mi;l) und ihre Spaltenzahl ist die Anzahl der Elemente von Ds, also wie ge-
rade berechnet der gleiche Wert.
Zweitens muss wegen der Nicht-Speziellheit von Lo auch die tatséchliche Dimension —1
betragen, dimj, = #Ds — RangM (L2) — 1 = —1. Der Rang von M (Ls) ist also gleich
der Elementanzahl in Do, Y37, (mi;'l), damit hat die Matrix M (L) vollen Rang.
Man erhélt so die folgende quadratische Untermatrix von M (L):

MK
M = ,
K M(Ls)

wobei K| und K geeignete Untermatrizen von K; und K sind.
Es gilt nun: RangM (L) > RangM. Wir wollen nun zeigen, dass die Determinante
von M nicht verschwindet, also M vollen Rang besitzt. Denn dann ergibt sich fiir die

Dimension des Gesamtsystems :
dim;, = #D —RangM (L) -1
#D — RangM — 1
#D1 + #Dy — (RangM’ + RangM (Ls)) — 1
#Dq + #Dy — (RangM’ — #Ds) — 1
#D; — RangM' — 1

I IAIA

= dile
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3 Diagrammausschneidemethode

Also ist die Dimension von L hochsten so grofs ist wie die von L; und damit gilt die
Behauptung.
Beweis von det(M) # 0 : Fiir D' := D} U Dy seien U = [M' K{], T = [K}, M(Ls)]

die Untermatrizen von M, sei
C:={C C D'|#C = #D5}.

Fir C € C definieren wir T (beziehungsweise Uc) als die Untermatrix von 7' (be-
ziehungsweise U), die durch die Spalten gegeben ist, welche als Indizes die Elemente
aus C tragen. Die Zeilenindizes sind fiir 7" durch die Punkte des Linearsystems Ly und
ihre Multiplizitdten gegeben, die Zeilenindizes von U durch die Punkte aus L; und ihre
Multipizitéten.

Die Untermatrizen T und Upn ¢ sind jeweils quadratisch, denn die Zeilenanzahl in
T betragt #C = # D> und die in U ist dann gleich der restlichen Elementanzahl von
D', also gleich der Spaltenanzahl von U. Deswegen kénnen wir nun die Determinante
von M folgendermafen berechnen, indem wir iiber die Zeilen entwickeln, deren Indizes

durch die Punkte p,11,...,pp bedingt sind: E|

det M = Z €(C) det T det Upn ¢,
ceC
fiir ¢(C) = 1. Wir stellen fest, dass detTc € K[Pr11. x, Pry1y,---, Pp.x, Py,
det UD/\C € IK[PLX,PLy, o Prx, Pr,y], denn die Zeilenindizes sind ausschlaggebend
fiir die Umbenennung der Variablen X,Y in die neuen Variablen P; x, P; y, also lauten
die Variablen in U: Py x,P1y,...,Prx,Pry und in T: Py x, Prg1y, ..., B x, Ppy-
Wir betrachten jetzt det M als ein Polynom in den Variablen {P x, Py }i>r liber
K[{P x, Py }i<r]. Dabei miissen wir beachten, dass nach Proposition det T und
det Upn ¢ bihomogene Polynome sind, die jeweils Monome vom selben Bigrad enthalten.
Es gilt
det M = +det M'det M(Ls) + f,
mit
f= > €C)detTydetUpnc.
CeC,C#Ds
Angenommen, det M = 0. Wegen der Voraussetzungen gilt nun det M’ # 0
und det M(Lg) # 0, wobei det M’ und det M (L) jeweils bihomogene Polyno-
me sind, welche jeweils mindestens ein Monom enthalten. Also enthélt das Pro-
dukt det M'det M(Ly) mindestens ein Monom und um dieses auzuheben, muf es
einen Term g € K[{P x, P y}i>r] ungleich Null in f geben mit g = gig2, wo-
bei g1 Monom in K[{P x, P y}i<r] und go Monom in K[{P x, Py }i>r] ist, mit

2Laplace’scher Entwicklungssatz, sieche Anhang A
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3 Diagrammausschneidemethode

bdeg(g2) =bdeg(det M (L2)). Das Monom g ist gegeben als Summand von det T¢ fiir
ein C' € C,C # Ds. Es gilt

bdeg(g2) = > (a1,a2) —7, bdeg(det M(Lo)) = Y (a1,a2) =7,
(a1,a0)€C (a1,02)ED2

wobei v € N? wegen der Proposition fiir beide Ausdriicke identisch ist, denn wir

haben jeweils dieselben Zeilen gewihlt.

Z (041,042) = Z (041,042).

(a1,00)€C (a1,002)€D2

Daraus folgt, dass

Wenden wir unsere affine Funktion F' auf die zwei Summen an, folgt:

F Z (041,042) =F Z (al,ag)

(a1,a2)€C (a1,02)€ED2

Da F eine affine Form ist, gilt

F Z (a1, ) = 7r- Z a1+ 1o - Z Qo + 1o

(a1,a2)€C a1,(a1,a2)eC az,(a1,a2)eC
= Z r o+ Z To - Q2 + 70
al,(al,ag)GC Ot27(0417042)60
= ). Flono) = (#C-1) g
(a1,00)€C

und
Fl Y (ana)| = 3 Flar,a0) = (#D2—1) 0.
(a1,02)€D2 (a1,00)€D2
Da nach Konstruktion #C' = # D5, folgt also
Z F(al,ag) = Z F(al,ag).
(a1,02)€C (a1,02)€Ds

Untersucht man nun die Elemente von C darauf, ob sie in F' eingesetzt positive oder

negative Werte ergeben, kann man folgende Differenzierung vornehmen:

Z F(ag,a9) = Z F(ag,a2) + Z F(ayg,as),

(Oq,ag)GC (al,ag)ECﬂDg (Oq,aQ)EC\DQ

wobei nach Definition die Elemente aus Dy positive Funktionswerte und die Elemente,
die nicht in Ds liegen, negative Funktionswerte in F' besitzen.

Es muss also gelten

Z F(Oq,@g)—}- Z F(al,ag) = Z (al,ag).

(a1,02)€CND2 (a1,02)EC\ D2 (a1,02)ED>
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3 Diagrammausschneidemethode

Die Summe der positiven Funktionswerte fiir die Elemente aus Ds muss damit einer
Summe aus einem Teil dieser positiven und einer Reihe negativer Werte entsprechen,
wobei die Anzahl der Werte identisch ist. Dies ist nur mdglich, wenn es keine negativen
Funktionswerte gibt und C' alle Elemente aus Do enthélt, d.h. wenn C' = Ds. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Wahl von C! Also gibt es kein Monom in f mit demselben
Bigrad wie det M (Lz), die Determinante von M ist nicht das Nullpolynom.
Somit ist gezeigt, dass es Punkte in allgemeiner Lage gibt, fiir die die Determinante von
M nicht Null werden kann, die Dimension von L wird damit maximal so groft wie die
Dimension von L;. Also ist die Behauptung bewiesen.

O

19



4 Reduktionsalgorithmus

4 Reduktionsalgorithmus

Definition 4.1 Sei D C N? eine endliche Menge. Das Linearsystem Zp(myq,...,m;)

geniigt einem Reduktionsalgorithmus, wenn eine Sequenz von Mengen
D=D,>.--D Dy existiert, so dass
1. #D; —#Dj_1 < ("5, j=1,...,n,
2. das System Zp .\ p;_1(m;) ist nicht-speziell fiir j =1,...,r,

3. falls P C D; die Bedingung #P = #D; — #D;_ erfiillt und wenn

dYa= >«

acP a€D\Dj—1
gilt, dann ist Zp(m;) speziell fiir j =1,...,r
4. #Do — 1 < edim ¢, (1 .....m,)-
Lemma 4.2 Sei D C N? eine endliche Menge. Seien my, ..., m, € N. Seien
F;: N2 — R

(041,042) — ri100 + T + o, Tio, Ti1,Ti2 € R

affine Funktionen, ¢ = 1,...,r. Seien
D = D,,
D,—; ={(o,) € Dr_it1|Fi(o1,a2) < 0},

DA\D,_; :={(a1,a2) € Dy_iy1|Fi(on, a2) > 0},

so dass Lp.\p,_,(m;) nicht-speziell ist fiir j = 1,...,r mit virtueller Dimension von

—1. Dann ist Zp(my, ..., m,) nicht-speziell.

Beweis: Das Lemma erfiillt alle Voraussetzungen der Diagrammausschneidemethode.
Das Linearsystem .Zp(myq, ..., m,) wird schrittweise verkleinert, indem wir jeweils ein
nicht-spezielles System abschneiden, das die Multiplizitdt in einem Punkt erfiillt. Zu-
erst schneiden wir mithilfe der Geraden F) das System D,\D,_1(m,) ab, iibrig bleibt
das System Zp,_, (m1,...,my_1). Dann reduzieren wir das System durch Abschneiden
mittels der Geraden Fy und erhalten Zp_ ,(mi,...,my_2). Diesen Vorgang setzen wir
solange fort, bis keine Multiplizitdtsbedingung mehr an das System gestellt wird.

Damit haben wie r-mal die Diagrammausschneidemethode angewendet, nach Theo-
rem ist dann dim.g, (.. m,) < dingO erfiillt. Die Dimension von .#p, betrigt
#D—-> T, (mi;l) —1, ist also gleich der virtuellen Dimension des Gesamtsystems. Das
System Zp(myq,...,m,) ist damit nicht-speziell, da die tatséchliche nicht kleiner als

die virtuelle Dimension werden kann, sie entspricht der erwarteten Dimension. O
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Lemma 4.3 Unter denselben Voraussetzungen wie im Lemma [£3] geniigt

Zp(mq,...,m,) einem Reduktionsalgorithmus beziiglich der Mengensequenz
D=D,D>---D Dy.

Beweis: Zu zeigen ist, dass die Vorgehensweise in der Diagrammausschneidemethode,
wie sie in Lemma formuliert wurde, alle 4 geforderten Kriterien des Reduktionsal-
gorithmus erfiillt.

Die erste Bedingung des Reduktionsalgorithmus besagt, dass jeweils die Basis der Sys-

m]'2+1) Elemente reduziert werden soll fiir j = 1,...,r. Es werden

teme um maximal (
damit hochstens soviele Elemente abgeschnitten, wie durch die Forderung, Multiplizi-
tat m; in einem Punkt zu erfiillen, an Bedingungen impliziert werden. Die Diagram-
mausschneidemethode ist hier strenger, sie schneidet genau (mj;rl) Elemente ab. Dieses
erreicht sie dadurch, dass die abzuschneidenden Systeme Lp \ Dj_i(mj) die virtuelle Di-
mension von —1 haben miissen. Dies besagt, dass die Anzahl der Elemente in D;\D;_;
gleich (mi;l) ist fiir j =1,...,7r.

Der Reduktionsalgorithmus fordert als zweite Bedingung die Nicht-Speziellheit der ab-
zuschneidenden Systeme, deren Nicht-Speziellheit ist auch in der Diagrammausschnei-
demethode Voraussetzung.

Die Diagrammausschneidemethode erfiillt die dritte Bedingung des Reduktionsalgo-
rithmus deswegen, da sie die zu eliminierenden Elemente durch eine affine Gerade ab-
schneidet. Diese Vorgehensweise garantiert uns, dass es keine weitere Teilmenge der
Exponentenmenge P C D; mit derselben Elementanzahl, also #P = #D; — #D; 1,

und Y «a = >, « gibt, die uns ein nicht-spezielles System ausschneidet. Klar
aceP OCEDj\Dj,1
wird diese Tatsache im Beweis zur Diagrammausschneidemethode, der zeigt, dass jede

zu D;\Dj_; gleichelementige Teilmenge aus D; mit P # D;\D;_; eine andere Summe
seiner Elemente besitzt als D;\D;_; und ein spezielles System ausschneidet. Nur falls
P = D;\D,_; ist, wird ein nicht-spezielles System abgeschnitten.

Die vierte Bedingung driickt aus, dass im Endsystem die Dimension maximal so grof
ist wie die erwartete Dimension des Ausgangssystems. In der Diagrammausschneide-
methode werden genau so viele Elemente herausgenommen, wie Bedingungen an das
Linearsystem gestellt werden. Im Lemma setzen wir voraus, dass wir r-mal die Diagram-
mausschneidemethode anwenden kénnen und damit konnen wir genau so viele Elemente
abschneiden, wie das Linearsystem an Bedingungen erfiillen muf, #D > 37", (mj;l).
Also enthilt das Endsystem noch #D — 37, (mﬂ;rl) Elemente und seine Dimension
ist gleich der erwarteten Dimension des Ausgangssystems.

Die Diagrammausschneidemethode stellt also einen Spezialfall des Reduktiongsalgo-
rithmus dar. Allerdings wird in der Regel nicht gefordert, dass jeweils nur ein System,
welches nur die Multiplizitédt in einem Punkt erfiillen muf abgeschnitten wird. Es kann

auch sofort ein System herausgeschnitten werden, welches die Multiplizitét in mehreren
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4 Reduktionsalgorithmus

Punkten erfiillen muss.
Wie im Lemma formuliert, erfiillt die Diagrammausschneidemethode alle Bedingungen

des Reduktionsalgorithmus. O

Im Folgenden zitieren wir noch ein Theorem und eine Vermutung aus [DJ05]. Den Be-
weis werden wir nicht erbringen, da er den Rahmen dieser Arbeit sprengt. Dennoch sind
diese Aussagen fiir den Leser interessant und bringen einen weiteren Zusammenhang

zwischen nicht-speziellen Systemen und dem Reduktionsalgorithmus.

Theorem 4.4 (siehe [DJO05|], S. 5) Wenn ein System einem Reduktionsalgorithmus

geniigt, dann ist es nicht-speziell. O

Vermutung 4.5 (siehe [DJO05], S. 5) Jedes nicht-spezielle System geniigt einem

Reduktionsalgorithmus.
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5 Beispiele

In diesem Kapitel betrachten wir Beispiele, um die Funktionsweise der Diagrammaus-
schneidemethode zu demonstrieren. Das erste Beispiel behandelt ein recht komplexes

Linearsystem, welches Dumnicki in [Dum06| vorstellt und untersucht:

Beispiel 5.1 (siehe [Dum06], S. 11) Betrachte das Linearsystem, welches alle
Kurven bis zum Grad 21 enthélt, die durch 6 Punkte mit der Multiplizitat 7, durch 4

Punkte mit der Multiplizitdt 6 und durch einen Punkt mit der Multiplizitéit 1 verlaufen.

Also das System L = %1(7,7,7,7,7,7,6,6,6,6,1) = Z1(7%5,6%4,1). Monome in X

und Y bis zum Grad 21 gibt es genau (222), zeichnet man ihre Exponenten als Punkte in

N2 in ein Koordinatensystem ein, bilden sie ein rechtschenkliges, rechtwinkliges Dreieck:

N

.....................
.....................
.....................
.....................

.....................
.....................
.....................
.....................
.....................
.....................
.....................
.....................

ooooooooooooooooooooo

Wir wollen zeigen, dass das System L = %;(7%5,6%4,1) nicht-speziell ist, indem
wir die Diagrammausschneidemethode benutzen.
Betrachtet man die drei Ecken des Dreiecks, kann man jeweils 28 Punkte markieren,
die jeweils auf 7 zueinander parallelen Geraden liegen. Auf der ersten Geraden liegen 7
Punkte, auf der zweiten 6, auf jeder weiteren Parallelen liegt jeweils ein Punkt weniger,

so dass auf der siebten Parallelen nur noch ein Punkt liegt:
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5 Beispiele

l)1 XXX v v e e e e e e e

Diese 28 Punkte entsprechen jeweils genau der Anzahl an Bedingungen, die durch
die Forderung an das Linearsystem, Multiplizitdt 7 in einem Punkt zu erfiillen, gegeben
ist. Dies sind (7”51) = % = 28 Bedingungen.

Setze:
D, :=1{(0,15),...,(0,21),(1,15),...,(1,20),...,(6,15)}
Dy :={(15,0),...,(15,6),(16,0),...,(16,5),...,(21,0)}
Ds; :={(0,0),...,(0,6),(1,0),...,(1,5),...,(6,0)}

und betrachte die Linearsysteme L1 = Zp,(7), La = £p,(7) und L3z = Zp, (7).

Fiir alle drei Linearsysteme ist die Voraussetzung der Proposition [3.9] erfiillt, denn es
gilt jeweils #D; = #D, = #D3 = ("§) = 28.

Um die Nicht-Speziellheit der Systeme zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass die Elemente
aus D1, Dy und D3 jeweils nicht auf einer Kurve vom Grad 7 — 1 = 6 liegen.

Wie oben beschrieben, liegen sie jeweils auf 7 zueinander parallelen Geraden, der Ein-
fachheit halber betrachten wir jetzt nur das System Li, die Argumentation fiir die
anderen beiden Systeme verlduft analog.

Bezeichne die senkrechten, zueinander parallelen Geraden mit G1,...,G7 so, dass die
Gerade G; genau ¢ Punkte aus D; enthilt.

Angenommen, es existiere eine Kurve C' vom Grad 7 — 1 = 6, die alle 28 Punkte aus
D1 enthalt. Dann schneidet C die Gerade GG7 mindestens in den 7 Punkten aus D;.
Da aber nach dem Theorem von Bezout E| die Schnittmultiplizitdt zweier Kurven ohne
gemeinsame Komponente gleich dem Produkt der Grade der definierenden Funktions-
gleichungen ist, d.h. in diesem Fall 6-1 = 6, folgt, dass G7 ein Teil von C sein muss. Da
die Gleichung von C' die Geradengleichung von G7 als irreduzible Komponente enthilt,

kann man sie durch die Gleichung von G dividieren und erhélt als Rest eine Gleichung

3Formulierung des Theorems von Bezout siche Anhang B
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5 Beispiele

vom Grad 5. Der Teil von C', der durch diese Gleichung definiert wird, muss sich mit
(¢ in mindestens 6 Punkten schneiden, also ist wiederum nach Bezout auch Gg ein Teil
von C'. Der Rest nach Division durch die Gleichung von Gg ist eine Polynom vom Grad
4 und definiert eine Kurve, die G5 in mindestens 5 Punkten schneidet, damit ist auch
G5 ein Teil von C.

Fithrt man diese Rechnung weiter fort, stellt man fest, dass die Gleichung von C' ein
Produkt der Geradengleichungen aller G;,¢ = 1,...,7, enthalten muss. Damit betrédgt
aber der Grad von C mindesten 7, ein Widerspruch zur Annahme, dass die Kurve C
nur vom Grad 6 ist. Also liegen die Elemente aus D; nicht auf einer Kurve vom Grad
6 und damit ist nach Proposition [3.9 das System L; nicht-speziell.

Genauso kann man den Beweis fiir Dy und D3 fithren. Auch hier liegen die Elemente
wieder auf je 7 zueinander parallelen Geraden, insgesamt also auf einer Kurve vom Grad
wenigstens 7.

Wir haben damit bewiesen, dass die Linearsysteme L, Ly und Ls nicht-speziell sind.
Um die Diagrammausschneidemethode anwenden zu konnen, miissen wir im néchsten
Schritt die virtuelle Dimension der Systeme untersuchen.

Diese betragt jeweils

7T+1
vdimp, = vdimg, = vdimg; =28 —1 — ( —; ) =-1

Die virtuelle Dimension ist damit fiir alle drei Systeme —1, wie es als Voraussetzung in
der Diagrammausschneidemethode gefordert wird.

Nun miissen wir noch affine Funktionen finden, die fiir die Elemente aus D; ( bzw.
Dy oder D3) positive Werte ergibt und fiir die Elemente aus D\D; ( bzw. D\ Dy oder
D\ D3) negative Werte ergibt. Diese drei Geradengleichungen lauten:

Fi(ar,as) = ag — 15,5,
Fg(al,ag) =] — 15, ) und
Fg(al,ag) = —09y — (] +6,5.
Einsetzen ergibt:
Fl(a17a2)(a1,a2)€D1 > O und Fl (ala aQ)(al,ag)ED\Dl < O

Fy(a1, @2)(a;,a0)ep, >0 und  Fa(a1, @2)(a;,a0)ep\Dy <0
F3(a17a2)(a1,a2)€D3 > 0 und F3(a17 a2)(a1,a2)€D\D3 < O

Jetzt sind alle Voraussetzungen fiir die Diagrammausschneidemethode erfiillt. Wir wen-
den sie an, indem wir zuerst mithilfe unserer affinen Funktion F; die obere Spitze ab-
schneiden, und erhalten das System XD\D1(7X5,6X4, 1) als restliches System. Es gilt
dann:

dil’IlL S ding\Dl (7><5,6><4,1) .
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5 Beispiele

Mittels der Geraden F5 schneiden wir die zweite Spitze ab und verkleinern unser System

auf .,?D\(DluD2)(7X4, 6*4,1). Damit gilt die Ungleichung:

dimy, < disz\D1(7X576X411) < dime\(DluDQ)(7X4u6X471) .

Die dritte Ecke wird durch die Gerade F3 abgeschnitten und fiihrt zu
ZD\(D1UD2UD3)(7X47 6X47 1)-

Nun betrachten wir die verbliebene Exponentenmenge als Punkte in der Ebene und
versuchen, 28 Punkte auszuschneiden, die in der oben beschriebenen Weise auf 7 Par-
allelen liegen sollen, damit die Nicht-Speziellheit des herauszuschneidenden Systems

gewahrleistet ist:

Diese Anordnung findet man wieder dreimal, wie obige Grafik zeigt. In der linken
oberen Ecke liegen die Punkte sowohl horizontal als auch vertikal auf 7 Parallelen.
Am rechten Rand kénnen wir 28 Punkte herausschneiden, die auf vertikalen Parallelen
liegen und die Punkte am unteren Rand liegen auf 7 horizontalen Parallelen. Insgesamt
kénnen wir also wieder dreimal ein nicht-spezielles System mit Multiplizitdt 7 in einem
Punkt herausschneiden.

Das verbliebene System sieht folgendermassen aus:

N
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5 Beispiele

Da wir 6 Linearsysteme mit Multiplizitdt 7 herausgeschnitten haben, miissen wir
jetzt nach 21 Punkten auf 6 parallelen Geraden suchen, um Linearsysteme mit der
Multiplizitdt 6 in einem Punkt herausschneiden zu kénnen. Die markierten Punkte im

folgenden System erfiillen diese Bedingung, sie liegen auf 6 horizontalen Parallelen:

N

Eine Anordnung von 21 Punkten auf 6 Parallelen in der beschriebenen Form findet
man folgendermafien, wobei in der ersten Grafik die Punkte auf 6 schrigen Parallelen

liegen, in der zweiten Grafik auf 6 horizontalen Parallelen:

N

und

Schneidet man nun noch den Punkt (12,1) aus, hat man ein Linearsystem von Kur-

ven, die durch einen Punkt mit der Multiplizitdt 1 verlaufen, entfernt. Zuriick bleiben
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5 Beispiele

genau 21 Punkte, die wiederum auf 6 vertikalen Parallelen angeordnet sind. Es liegt

somit ein nicht-spezielles System Zp,(6) als zuriickbleibendes System vor:

N

..............

Nach Theorem [3.17] gilt jetzt insgesamt die Ungleichung
dimL S dingO (6) -

Die virtuelle Dimension von .Zp,(6) betragt 21 — 1 — (6”51) = —1. Damit ist auch seine
erwartete Dimension —1 und da die Elemente von Dg nicht auf einer Kurve vom Grad
5 liegen, ist nach Proposition [3.9 das System nicht-speziell, also betriigt auch seine
tatséchliche Dimension —1.

Es gilt damit dim;, < —1. Da die tatsdchliche Dimension aber nicht kleiner als —1 sein
kann, ist also dimy, = —1.

Die virtuelle Dimension von L = % (7%5,6%4, 1) betrigt:

3 ) -

2221 . 6-8-7 4-7-6 .
2 2 2 -
11-21—-1-8-21—-4-21—1 = -23.

Seine erwartete Dimension ist damit auch —1.
Also entspricht im System L = % (7%%,6%4,1) die tatsichliche der erwarteten Dimen-

sion, es ist nicht-speziell, was wir zeigen wollten.

In den folgenden Beispielen soll an nicht-speziellen homogenen Linearsystemen de-
monstriert werden, wie man auf einfache Weise mithilfe der Diagrammausschneideme-
thode die Nicht-Speziellheit nachpriifen kann. Diese homogenen Linearsystemen miissen
also dieselbe Multiplizitit in einer unterschiedlichen Anzahl von Punkten erfiillen.
Ausgehend von einem einfachen Beispiel, einem Linearsystem, welches nur die Mul-
tiplizitdt in einem Punkt erfiillen muss, werden dann immer kompliziertere Systeme
vorgestellt. Die Schranken fiir die Systeme, die die Multiplizitdt in mehreren Punkten
erfiillen miissen sind einem Artikel von Ciliberto und Miranda, [CMO00], entnommen. In
diesem Artikel werden spezielle System betrachtet, die auferhalb der dort angegebenen

Grenzen nicht-speziell sind.
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Beispiel 5.2 Betrachte das Linearsystem %;(4). Seine virtuelle Dimension betrégt:

6+ 2 4+1
dim$6(4):< ;L >1< _g >:281IO:17

Damit ist auch die erwartete Dimension 17 und es bleibt zu iiberpriifen, ob das System
speziell oder nicht-speziell ist.
Legt man die Exponentenpaare der Definitionsmenge in die Ebene und wendet die

Diagrammausschneidemethode an, erhélt man folgendes Diagramm:

N

Die markierten Punkte erfiillen nach Proposition die Bedingungen fiir ein nicht-
spezielles Linearsystem, welches durch einen Punkt mit der Multiplizitit 4 verlauft, der
Dimension —1. Schneidet man die markierten Punkte aus, bleiben 18 Punkte iibrig, das
restliche System hat damit die Dimension 17, da keine Multiplizitdtsbedingung mehr
in einem Punkt erfiillt werden mufs.

Damit entspricht in dem System .%5(4) die tatsdchliche der erwarteten Dimension, es

liegt ein nicht-spezielles System vor.

Proposition 5.3 (siehe [CMO00], Th. 2.4., Th. 2.5.) Homogene Linearsystem der
Form .%;(m*?) sind fiir d > 2m — 2 nicht-speziell.

Dies lafst sich leicht durch die Diagrammausschneidemethode beweisen. Diskutieren wir

zuerst ein Beispiel:

Beispiel 5.4 Betrachte das Linearsystem .%5(3*?) mit m = 3 und d = 5, d.h., es ist
d > 2m — 2 erfiillt. Die virtuelle Dimension betréigt:

2 1
dim g, (3x2) = <5;r )—1—2-(3;r >:21—1—2~6:8

Also betrégt auch die erwartete Dimension 8.

Man kann die Diagrammausschneidemethode auf das Linearsystem anwenden:

N

ooooo

Im zuriickbleibenden System findet man wiederum 9 Punkte, die auf 3 Parallelen

angeordnet sind:
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Nach dem Ausschneiden der markierten Punkte bleiben 9 Elemente der vorgegebenen
Exponentenmenge iibrig. Das verbliebene System mufs keine Multiplizit&t mehr in einem
Punkt erfiillen, damit betrdgt seine Dimension 9 — 1 = 8. Also ist gezeigt, dass das

Linearsystem %5(3*?) nicht-speziell ist.

Beweis von Proposition : Geniigt ein homogenes Linearsystem der Form % (m>?)
der Forderung d > 2m — 2, dann sieht man, wenn man die Exponenten der Monome bis
zum Grad d als Punkte in die Ebene legt, dass die Anzahl der Punkte auf der X-Achse
und auf der Y-Achse mindestens jeweils 2m betrigt. Denn es gilt dann mindestens
d = 2m — 1 und die Punkte auf der X-Achse sind (0,0),...,(2m — 1,0), die auf der
Y-Achse (0,0),...,(0,2m — 1).

Damit findet man sogar dreimal die Anordnung von %

Punkten auf m Parallelen,
so dass auf der ersten Geraden 1 Punkt, auf der zweiten 2 Punkte, usw., auf der m-
ten Geraden m Punkte liegen. Diese lassen sich ausschneiden, indem man zuerst die
obere und linke Spitze abschneidet und im verbliebenen System noch einmal diagonal
ausschneidet.

Nach Proposition kann man damit 3 nicht-spezielle System ausschneiden, die jeweils
die Multiplizitdt m in einem Punkt erfiillen. Es reicht aber, 2 nicht-spezielle Systeme

abzuschneiden. Das zuriickbleibende System hat dann noch die Dimension

() ()

Diese Dimension entspricht der des Ausganssystems und somit ist gezeigt, dass homo-

gene Linearsysteme der Form .%(m>*?) mit d > 2m — 2 nicht-speziell sind. O

Proposition 5.5 (siehe [CMO00], Th. 2.4., Th. 2.5.) Homogene  Linearsysteme
der Form .Z;(m>3) sind fiir d > 2m — 2 nicht-speziell. O

Bemerkung 5.6 Der Beweis mithilfe der Diagrammausschneidemethode verlduft ana-

log wie der fiir Linearsysteme der Form .Z;(m>?).

Beispiel 5.7 Betrachte fiir m = 4 und d = 7 das Linearsystem .#(4*3). Legt man
die Exponenten der Monome bis zum Grad 7 in die Ebene kann man mittels der Dia-
grammausschneidemethode dreimal je 10 Punkte auf je 4 zueinander parallelen Geraden

ausschneiden:
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Das zuriickbleibende System enthélt noch 6 Punkte, hat damit die Dimension 5, dies

entpricht der erwarteten Dimension des Gesamtsystems:

<7;2>—1—3-(4;1> —36-1-3-10=5

Und damit ist gezeigt, dass das System .#,(4*3) nicht-speziell ist.

Proposition 5.8 (siehe [CM00], Th. 2.5.) Homogene Systeme der Form .Z;(m>*%)
sind alle nicht-speziell. O

Beispiel 5.9 Betrachte das Linearsystem .Z(4*%):
N

P N
Man kann die Spitzen abschneiden und entfernt so 2 nicht-spezielle Systeme, die die

Multiplizitat 4 in einem Punkt erfiillen.

N

2 weitere System lassen sich wie oben dargestellt entfernen. Das restliche System hat
die Dimension 14 wie das urspriingliche System .Z(4**), welches damit nicht-speziell

ist.

Proposition 5.10 (siehe [CMO00|, Th. 2.4., Th. 2.5.) Homogene Linearsysteme
der Form .%Z;(m>%) mit d > w sind nicht-speziell. O
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Beispiel 5.11 Das Linearsystem #%(3°) erfiillt die obige Bedingung d > w Man

kann gut zeichnerisch seine Nicht-Speziellheit demonstrieren. Seine virtuelle Dimension

2 1
(7"; >—1—5-<3; >:36—1—5-6:5

D.h. auch seine erwartete Dimension ist 5.

betragt:

Betrachtet man die Exponentenpaare der Monome bis zum Grad 7 in der Ebene, féllt

es leicht, 3 nicht-spezielle Systeme, die die Multiplizitdt 3 in einem Punkt erfiillen,

auszuschneiden:
N
X ......
_X XX .....
oo e ofX . -
e o XX -
| N

Im restlichen System findet man noch zweimal die Anordnung von 6 Punkten auf 3

Parallelen, die sich mithilfe einer affinen Gerade ausschneiden lassen:

N

Zuriick bleiben 6 Punkte, deren Linearsystem keine Multiplizitdt mehr in einem
Punkt erfiillen muss, die Dimension betrdgt damit 5, das gesamte System ist nicht-

speziell.

32



A Laplace’scher Entwicklungssatz

A Laplace’scher Entwicklungssatz

Im Beweis zur Diagrammausschneidemethode verwenden wir fiir die Determinanten-
berechnung einen Sonderfall des Laplace‘schen Entwicklungssatzes, wie er in [Bri83|
vorgestellt und bewiesen wird.

Fir eine n x n-Matrix A bezeichne
A .1 .k
Jis -5 Jk

1<ii<in<...<iz<mn und 1<j1<jo<...<jr<n

mit

die k£ x k-Untermatrix von A, die aus den Zeilen mit den Indizes iy,...,i; und aus den
Spalten mit den Indizes ji, ..., ji besteht. Die (n — k) x (n — k)-Untermatrix, die aus

den iibrigen Zeilen und Spalten entsteht, bezeichnen wir mit:

W Ty ene,ig
j17 A 7jk
weil sie durch Streichen der Zeilen 41, ...,4; und der Spalten ji,..., ji entsteht.

Dann gilt:

Satz A.1 (Laplace “scher Entwicklungssatz, siehe [Bri83], S. 568) A sei eine
n X n-Matrix. Dann gilt fiir die Determinante von A die folgende Entwicklung nach k

Zeilen mit den Indizes 1,...,4, wobei 1 <141 < ... <1 <n:

det A = Z (_1)i1+--~+ik+j1-~.+jk det A (lla ) 'fk) det A’ (Zl, ey ’Lk>

1<j1<...<jr<n Itk Jis-sJk

B Satz von Bezout

In den Beispielen benutzen wir den Satz von Bezout, um zu beweisen, dass (mgrl)

Punkte, die auf m zueinander parallelen Geraden liegen, von denen die erste Gerade
einen Punkt, die zweite 2 Punkte, usw., die m-te m Punkte enthélt, auf einer Kurve
vom Grad mindestens m liegen miissen.

Fiir den Satz von Bezout betrachten wir die Schnittmultiplizitit zweier ebener Kurven
C ={f =0} und C’ = {g = 0}, die keine gemeinsame Komponente besitzen. Dann ist
die Schnittmultiplizitdt folgendermafien definiert, wobei wir fiir die projektive Ebene

iiber dem Korper k£ die Notation IP% benutzen:

Definition B.1 (siehe [Hul00], S. 95) Die Schnittmultiplizitit zweier ebener Kur-
ven C und C’ in einem Punkt P € P? ist definiert durch:

Ip(C,C") := dimy, Opz p/(f, 9)-
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Lemma B.2 (siehe [Hul00], S. 95)
Ip(C,0"Y>1&PeCnC.
a

Lemma B.3 (siehe [Hul00], S. 96) Zwei Kurven C' und C’ schneiden sich genau

dann transversal in P, wenn Ip(C,C") = 1. O

Satz B.4 (siehe [Hul00], S. 97) Es sei C' € P? eine Kurve vom Grad d und L eine
Gerade, die nicht in C' enthalten ist. Dann schneiden sich C und L in d Punkten, d.h.

> Ip(C, L) =d.
5

Nun konnen wir den Satz von Bezout formulieren:

Satz B.5 (Satz von Bezout, siehe [Hul00], S. 98) Es seien C' und C’ zwei ebene
Kurven vom Grad d bzw. d’, die keine gemeinsame Komponente besitzen. Dann schnei-
den sich C und C’ in dd’ Punkten, d.h.

C.C' =) Ip(C,C") =dd'.
P
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enthalten und sofern der Benutzer die entstehenden Kosten fiir die Ablichtung tragt.

Kéln, den 05.03.2007
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