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Kachelungen
°

Beispiele

Parkettierungen — Pflasterungen — Kachelungen

an Mauern ...
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Kachelungen
°

Beispiele

Parkettierungen — Pflasterungen — Kachelungen

. auf Strafen ...
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Beispiele

Kachelungen

Pflasterungen

Parkettierungen

.. und in der Alhambra, Granada.
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Definition einer Kachelung

Kachelung = Liickenlose iiberschneidungsfreie Uberdeckung der
Ebene mit vorgegebenen Typen von Kacheln
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Ziele einer Theorie der Kachelungen

@ Beschreibe alle moglichen Kachelungen!
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Ziele

Ziele einer Theorie der Kachelungen

@ Beschreibe alle moglichen Kachelungen!

@ Spezieller: Beschreibe alle moglichen Kachelungen mit einem
Typ von Kachel!

@ Beschreibe die Muster in Kachelungen!
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SYMMETRIEN VON KACHELUNGEN



Symmetrien
©0000

Beispiele von Symmetrien

Symmetrie einer Kachelung: Abbildung der Ebene auf sich selbst,
die die Kachelung in sich selbst iiberfiihrt
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Symmetrien
©0000

Beispiele von Symmetrien

Symmetrie einer Kachelung: Abbildung der Ebene auf sich selbst,
die die Kachelung in sich selbst iiberfiihrt

Verschiebung nach rechts
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Beispiele von Symmetrien

Verschiebung nach oben
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Beispiele von Symmetrien

Spiegelung an Achse L
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Beispiele von Symmetrien

Symmetrien
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180°-Drehung um Punkt
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Beispiele von Symmetrien
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Symmetrien
ooooe

Beispiele von Symmetrien

Verschiebung diagonal nach oben = Verschiebung nach rechts,
dann Verschiebung nach oben
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Ebene kristallographische Gruppen

Definition: Die Menge aller Symmetrien einer Kachelung,
zusammen mit der Operation des Hintereinander-
ausfiithrens, heilt Symmetriegruppe der Kachelung.
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zusammen mit der Operation des Hintereinander-
ausfiithrens, heilt Symmetriegruppe der Kachelung.
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Wenn die Symmetriegruppe einer Kachelung 2 Translationen in
verschiedene Richtungen zuldBt, dann muss die Gruppe einem von
genau 17 Typen angehdren.
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Ebene kristallographische Gruppen

Definition: Die Menge aller Symmetrien einer Kachelung,
zusammen mit der Operation des Hintereinander-
ausfiithrens, heilt Symmetriegruppe der Kachelung.

Theorem (Fedorov 1891)

Wenn die Symmetriegruppe einer Kachelung 2 Translationen in
verschiedene Richtungen zuldBt, dann muss die Gruppe einem von
genau 17 Typen angehdren.

Ebene kristallographische Gruppen
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Ebene kristallographische Gruppen

Frage: Gibt es Kachelungen aus mdglichst wenig
Kachel-Typen, die keine Translationssymmetrie
besitzen = aperiodisch sind ?
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Ebene kristallographische Gruppen

Frage: Gibt es Kachelungen aus mdglichst wenig
Kachel-Typen, die keine Translationssymmetrie
besitzen = aperiodisch sind ?

Roger Penrose, 1974

Konstruktion von aperiodischen Kachelungen aus 2 Kacheltypen
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PENROSE-KACHELUNGEN



Penrose-Kachelungen
°

Definition von Penrose-Kachelungen

Eine Penrose-Kachelung entsteht aus den folgenden beiden Typen
von Kacheln:

kite dart
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Penrose-Kachelungen sind aperiodisch

Theorem (Penrose 1974)

Jede Penrose-Kachelung ist aperiodisch.
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ooe

Penrose-Kachelungen sind aperiodisch

Theorem (Penrose 1974)

Jede Penrose-Kachelung ist aperiodisch.

Beweis:

@ Durch Zusammenfiigen produziert man aus einer vorgegebenen
Penrose-Kachelung eine neue Penrose-Kachelung mit
vergrosserten Kacheln.

e Da das Zusammenfiigen kanonisch ist, muss jede
Translationssymmetrie der Ausgangskachelung auch eine
Symmetrie der neuen Kachelung sein.

o lteriertes Zusammenfiigen macht die neuen Kacheln beliebig
groB: Widerspruch.
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Penrose-Kachelungen
®00

Konstruktion einer Penrose-Kachelung

Frage: Wie konstruiert man eine Penrose-Kachelung ?

Problem: Beim sukzessiven Anlegen kann man in eine
Sackgasse geraten.
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Typen Kachelungen der ganzen Ebene konstruiert werden.




Penrose-Kachelungen
ooe

Konstruktion einer Penrose-Kachelung

Durch Zerlegen kann man beliebig groRe Teile der Ebene mit
Penrose-Kacheln iiberdecken. )

Erweiterungstheorem (Griinbaum/Shepherd 1987)

Falls sich beliebig groRe Teile der Ebene durch Kacheln aus endlich
vielen “kreisformigen” Typen iiberdecken lassen, konnen aus diesen
Typen Kachelungen der ganzen Ebene konstruiert werden.

Satz + Erweiterungstheorem = Penrose-Kachelung
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Jedes Teilstiick einer bestimmten Penrose-Kachelung taucht in
jeder beliebigen Penrose-Kachelung unendlich oft auf.




Penrose-Kachelungen
°0

Uberdeckung mit Wagenradern

Theorem (Penrose, ...)

Jedes Teilstiick einer bestimmten Penrose-Kachelung taucht in
jeder beliebigen Penrose-Kachelung unendlich oft auf.

Theorem + Aperiodizitdit — “Muster ohne Wiederholungen”
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Uberdeckung mit Wagenradern

Woagenrad



£\
2
SRR
3‘.‘%‘«“&.&‘,‘,
NSRRI
%":ﬁ%ﬁgﬁg‘vz)&}.
Ry
S s
“MADJLCF LA
SOVIAGINAD
RERGAY
e RAYYA-aYYaY VexaY
Wage (‘.y“." 'y
NSRS



Y4By, l%y‘)
‘5!%'%".:,15;;,‘)
ﬂ‘!‘ﬁv&eu%%
NMSRISERE)

s ""’A‘!"«»
P?VAV‘my“ O ‘% A%
SR VD
EATARNRATAA

r".""A'( NG

REREREY
Wagenrad ‘4%‘.".‘5 'y
SENAS

s



(Y]
RS
NN Y
"“lb’(q.) A
%‘3&%&5}.
Ny Sp e
AT
SOAIN, TS
Yogenrad AN




SENANATS DL

4 By
LS ENCEN
RO RRATRAARR
P Tan T e Vb L

SIS
RSN N
Wagenrad "’Y(‘”‘.“‘e‘\"%.
TSRS et Y

VYA NAVaY



Penrose-Kachelungen
°
Das Theorem von Gummelt

Theorem (P. Gummelt, 1996)

Jede Penrose-Kachelung 3Rt sich als Uberdeckung von reguliren
Zehnecken konstruieren, wobei die Zehnecke sich nur auf
bestimmte Weisen iiberschneiden diirfen.
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Das Theorem von Gummelt

Theorem (P. Gummelt, 1996)

Jede Penrose-Kachelung 3Rt sich als Uberdeckung von reguliren
Zehnecken konstruieren, wobei die Zehnecke sich nur auf
bestimmte Weisen iiberschneiden diirfen.
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Quelle: Petra Gummelt: Penrose tilings as coverings of congruent decagons.

Geometriae dedicata 62 (1996), 1-17
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Quasi-Kristalle aus Tantal und Tellur

Rasterelektronenmikroskopische Aufnahmen von dd — Ta; g Te

Quelle: Matthias Conrad, Frank Krumeich, Bernd Harbrecht: Uber ein dodekagonales quasikristallines

Chalkogenid, Angewandte Chemie, Volume 110(10), 1999, pp.1453-1457
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Quasi-Kristalle aus Tantal und Tellur

Die Struktur von dd — Ta; ¢ Te

Basis-Baugruppe: Trommelférmige Cluster aus 13
Tantal-Atomen.

19 dieser Trommel-Cluster bilden einen 12-eckigen Cluster.
Diese 12-eckigen Cluster iiberlagern sich zu einer Schicht.
Die Schichten werden iibereinandergestapelt, getrennt durch
eine Lage Tellur-Atome.

dd — Ta2\/§+3 T64
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Aperiodische Kachelungen in Moscheen?

Darb-i-lmam-Schrein aus Isfahan (Iran), 1453
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Aperiodische Kachelungen in Moscheen?

Darb-i-lmam-Schrein aus Isfahan (Iran), 1453
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Quelle: P. J. Lu, P. J. Steinhardt: Decagonal and Quasi-crystalline Tilings in Medieval Islamic

Architecture, Science 315 (2007), pp.1106-1110
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