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EINLEITUNG

n dieser Arbeit befasse ich mich mit der Liegruppe PSU(1,1) = PSL(2,R)

der orientierungserhaltenden Isometrien der hyperbolischen Ebene und ih-

rer universellen Uberlagerung SU(1 1). Der Gegenstand meiner Untersu-
chungen sind die homogenen Réume, die als Quotienten von STIj(l 1) nach einer dis-
kreten Untergruppe endlicher Stufe entstehen, wobei die Stufe einer Untergruppe r
von SU(1,1) gleich dem Index von I' N Z(SU(1,1)) in Z(SU(1,1)) = Z ist. Diese
Raume wurden studiert als Seifertsche Faserraume, Lorentz-Raumformen sowie als
Umgebungsrander isolierter Singularitaten. Die Lorentz-Metrik auf der Liegruppe
SU(1,1) und ihren Quotienten nach diskreten Untergruppen wird durch die Killing-
form induziert. Igor Dolgachev hat in [D1] und [D2] eine Konstruktion von isolierten
Singularitdten angegeben, deren Umgebungsrander zu den Quotienten von éﬁ(l 1)
nach diskreten Untergruppen endlicher Stufe dlffeomorph sind. Ich skizziere kurz
diese Konstruktion: Eine diskrete Untergruppe T endlicher Stufe in SU(l 1) operiert
auf dem komplexen Geradenbiindel Cx D, wobei D die offene Kreisscheibe als Modell
der hyperbolischen Ebene ist. Bildet man den Quotienten nach dieser Operation und
zieht anschlieffend den Nullschnitt zusammen, so erhalt man einen komplexen Raum
mit einer isolierten Singularitit, deren Umgebungsrand zum Quotienten SU(1,1)/T
diffeomorph ist.

Es sei ' eine diskrete Untergruppe endlicher Stufe in SU(l 1) mit einem Fixpunkt
in D. Den Quotienten von SU(l 1) nach T beschreibe ich, indem ich einen Fundamen-
talbereich fiir die Operation von I auf SU(l, 1) durch Linksmultiplikation konstruiere
und die Identifikationen angebe, die diese Operation am Rande des Fundamentalbe-
reichs induziert. Thomas Fischer hat in seiner Doktorarbeit [Fi] eine Konstruktion
fiir Untergruppen der Stufe 1 angegeben, in der Diplomarbeit [P] habe ich diese
Konstruktion auf die Untergruppen der Stufe 2 verallgemeinert. Ist die diskrete Un-
tergruppe cokompakt, so sind die konstruierten Fundamentalbereiche kompakte Po-
lytope mit totalgeodatischen Seiten.

Ich fasse die Lorentz-Mannigfaltigkeit éﬁ(l, 1) als einen Schnitt in dem metrischen
Kegel K(SU(1,1)) auf. Dabei ist der metrische Kegel einer pseudo-Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) gleich K(M) = (R, x M, dt* +t* - g). Mit Hilfe der Tangen-
tialhalbraume an die Untermannigfaltigkeit §fj(1, 1) in Punkten von T konstruiere
ich ein vierdimensionales Polytop P. Die Bilder der dreidimensionalen Seiten des Po-
lytops P unter der radialen Projektion sind Fundamentalbereiche fiir die Operation
von I auf SU(l 1).

Als Vorbild dient die Konstruktion der Fundamentalbereiche fiir die Operation einer
endlichen nicht zyklischen Untergruppe I' von SU(2), zum Beispiel der binédren Tko-
saedergruppe I, auf SU(2) durch Linksmultiplikation. Die Gruppe SU(2) wird dabei
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mit der Sphire im euklidischen Raum R* identifiziert. Fiir g € T sei E, der einge-
bettete Tangentialraum an die Sphéare in g und H, der Halbraum mit 0H, = E,, der
die Sphare enthalt. Jede dreidimensionale Seitenfliche des vierdimensionalen Poly-
tops P :=) ger Hg 1st ein Fundamentalbereich fiir die Operation von I' auf dem Rand
dieses Polytops. Die Bilder dieser Seiten unter der radialen Projektion sind Funda-
mentalbereiche der Operation fiir die Operation von T' auf SU(2). Im Falle diskreter
Untergruppen von éﬁ(l, 1) entsteht das vierdimensionale Polytop P als Vereinigung
endlicher Durchschnitte von Tangentialhalbraumen H, mit g € T.

Im zweiten Teil der Arbeit werden Fundamentalbereiche fiir neun Serien diskreter Un-
tergruppen endlicher Stufe in SU(1, 1) ausgerechnet. Die zugehorigen Fundamentalbe-
reiche werden explizit bis zur Ermittlung von Figuren zusammen mit Seitenpaarungen
bestimmt. Die Wahl der entsprechenden Untergruppen von élvj(l, 1) ist durch die Sin-
gularitatentheorie motiviert. Die Berechnungen konzentrieren sich auf Singularitaten,
die in C? eingebettet werden konnen. In den folgenden Tabellen (siehe [Mo]) sind die
Stufe und die Signatur des Bildes in PSU(1,1) fiir die Untergruppen von SU(1, 1)
aufgelistet, die zu den Singularitaten der Serien E, Z und @) nach der Klassifikation
von Arnold (siehe [AGV]) gehoren.

Typ n mod 4 Stufe & Signatur
0 (n—10)/2 (0;2,3,k +6)
E, 2 (n—10)/4 (0;3,3,k+3)
1,3 (n—10)/3 (0;2,4,k +4)
3 (n—9)/2 (0;2,3,2k + 6)
Zn, 1 (n—9)/4 (0;3,3,2k + 3)
0,2 (n—9)/3 (0;2,4,2k + 4)
2 (n—8)/2 (0;2,3,3k 4+ 6)
Qn 0 (n—28)/4 (0;3,3,3k+ 3)
1,3 (n—28)/3 (0;2,4,3k+ 4)
Typ n mod 2 Stufe & Signatur
E.p 1 n—2 (0;2,2,2,k + 2)
0 (n—2)/2 (Lik+1)
Zno 1 n (0;2,2,2,2k + 2)
0 n/2 (1;2k+1)
Qn.0 0 n—1 (0;2,2,2,3k + 2)
1 (n—1)/2 (1;3k + 1)

ABBILDUNG 1. Tabellen der Stufen und Signaturen.

In dieser Arbeit bestimme ich die Fundamentalbereiche fiir alle Dreieckssingularitéiten
der Serien F, Z und (@, wobei fiir die Konstruktion des Fundamentalbereichs stets
der Fixpunkt mit der grofiten Ordnung gewahlt wird. Dabei heifit eine Singularitat
eine Dreieckssingularitdt, wenn das Bild in PSU(1,1) der zugehérigen Untergruppe

von SU(1,1) eine Dreiecksgruppe ist. Die Berechnungen fiir die Félle der Stufen 1
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und 2 sind von Thomas Fischer in [Fi] und Alexandra Késs, Ute Neuschéfer, Frank
Rothenhiusler und Stefan Scheidt in [KNRS] fiir die Stufe 1, und von mir in [P]
fiir die Stufe 2 ausgefiihrt. Die Falle der Viereckssingularitiaten in der Stufe 1 sind
Gegenstand der Doktorarbeit von Frank Rothenhéusler [R].

Im Kapitel 1 beschreibe ich zuerst die ﬁberlagerungen von PSU(1,1) als Liegrup-
pen und Lorentz-Raumformen sowie ihre metrischen Kegel, definiere Halbraume darin
und studiere ihre Eigenschaften. Dann untersuche ich die Eigenschaften elliptischer
Elemente in PSU(1,1) und ihrer Urbilder in SU(1,1) und SU(1,1). Schlielich be-
schreibe ich die Konstruktion und beweise, daf} die Konstruktion zu einer Pflasterung
von SU(1,1) durch Fundamentalbereiche der Operation der diskreten Untergruppe
fiihrt.

Im Kapitel 2 treffe ich die Vorbereitungen fiir die Anwendung der Konstruktion.
Zuerst fasse ich die bekannten Ergebnisse iiber diskrete Untergruppen von PSU(1,1)
und insbesondere iiber die Dreiecksgruppen zusammen und beschreibe die diskreten
Untergruppen in SU(1,1), die als Bild in PSU(1, 1) eine Dreiecksgruppe haben. Ich
untersuche dann, wie sich ein Halbraum mit dem Rand eines anderen Halbraums
in K(SU(1,1)) schneidet. Dann gehe ich auf die Methoden zur Herleitung einer end-
lichen Darstellung des Fundamentalbereichs als kompaktes Polytop ein. Ich beweise
dazu einige Abschatzungen sowie ein kombinatorisches Kriterium vom Typ des Poin-
caré-Maskit-Satzes.

Im Kapitel 3 berechne ich die Fundamentalbereiche fiir die Dreieckssingularitaten in
den Serien F, Z und Q. Diese Berechnungen sollen dazu dienen, die Zusammenhange
zwischen den Fundamentalbereichen einerseits und den Arnoldschen Serien anderer-
seits naher zu untersuchen. Die Zusammenstellung der Abbildungen der Fundamen-
talbereiche in Serien bestatigt die Vermutung, daf3 die kombinatorische Struktur der
Fundamentalbereiche die Struktur der Serien widerspiegelt.

Im Anhang sind die Formeln und Fakten aus der (hyperbolischen) Trigonometrie,
linearen Algebra und analytischen Geometrie zusammengefaflt, die bei den Rechnun-
gen (auch ohne einen expliziten Hinweis auf den Anhang) oft benutzt wurden.

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen bedanken, die am Entstehen der vorlie-
genden Arbeit beteiligt waren. Ich danke Prof. Dr. Egbert Brieskorn, der mir dieses
Thema eroffnet und die Arbeit daran durch sein Interesse und wertvolle Ratschlage
begleitet hat. Dr. Ludwig Balke bin ich fiir zahlreiche Gespriche und wertvolle An-
regungen dankbar. Dr. Thomas Fischer danke ich fiir die wunderbare Konstruktion,
die er gefunden hat. Ich danke auch Dr. Claus Hertling, Dr. Frank Rothenh&usler
und Anna Wienhard. Dem Graduiertenkolleg ,,Algebraische, analytische und geome-
trische Methoden und ihre Wechselwirkung in der modernen Mathematik®“ danke ich
fiir das Stipendium. Meinem Mann Ilya Dogolazky danke ich fiir das Layout dieses
Textes und das Schreiben des Programms off2ps, das zur Erstellung der Abbildungen
benutzt wurde. Auch meiner Tochter Rachil, meinen Eltern und meiner Groimutter
danke ich fiir ihre Unterstiitzung.
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L)X uerst beschriebe ich in diesem Kapitel die Uberlagerungen von PSU(1, 1) als
t“’ d Lorentz-Raumf ie ihre metrischen Kegel, defini
. -} 7)) Liegruppen und Lorentz-Raumformen sowie ihre metrischen Kegel, definiere
Halbraume darin und studiere ihre Eigenschaften. Dann untersuche ich die
E1genschaften elliptischer Elemente in PSU(1,1) und ihrer Urbilder in SU(1,1) und
SU(1,1). SchlieBlich beschreibe ich die Konstruktion und beweise, daf die Konstruk-

tion zu einer Pflasterung von SAfJ(l, 1) durch Fundamentalbereiche der Operation der
diskreten Untergruppe fiihrt.

§1. Die Uberlagerungen von PSU(1, 1) und ihre metrischen Kegel

Drei Modelle der hyperbolischen Ebene ermoglichen die Identifikation der Gruppe
ihrer orientierungserhaltenden Isometrien mit drei verschiedenen Liegruppen. Fiir
die offene Kreisscheibe D gilt Isom™ (D) = PSU(1,1) = SU(1,1)/{=£1}, fiir die obere
Halbebene H gilt Isom™* (H) = PSL(2, R) = SL(2,R)/{+1} und fiir das Hyperquadri-
kenmodell H? gilt Isom™ (H?) = SO(2, 1),. Damit sind diese Gruppen isomorph, es
gilt PSU(1,1) = PSL(2, R) = SO(2, 1), und SU(1,1) 2 SL(2, R).

In dieser Arbeit betrachte ich immer die offene Kreisscheibe D als Modell der hyper-
bolischen Ebene. Es sei p der hyperbolische und d der euklidische Abstand auf D. Es

gilt
suct, 1) = { (57) <l — 0 = 1}.

Ein Element g = (gg) € SU(1,1) mit g # 1 heiBt elliptisch, hyperbolisch bzw. parabo-
lisch, je nachdem ob der Betrag der Spur |Spur(g)| = 2 - |Re(a)| kleiner, grofler oder
gleich 2 ist. Ein elliptisches Element in SU(1,1) hat in D genau einen Fixpunkt, der
in D liegt. Ein hyperbolisches Element in SU(1,1) hat in D genau zwei verschiedene
Fixpunkte, die in 0D liegen. Ein parabolisches Element in SU(1,1) hat in D genau
einen Fixpunkt, der in 0D liegt.

Die Abbildung (gg) (‘al,b) ist ein Hom6omorphismus von SU(1,1) auf den of-
fenen Volltorus S' x C, die Fundamentalgruppen von PSU(1,1) und SU(1,1) sind
also unendliche zyklische Gruppen. Damit ist eine zusammenhangende Uberlagerung
von PSU(1,1) (als Liegruppe) bis auf Isomorphie durch die Anzahl der Blatter (end-
lich oder abzdhlbar unendlich) eindeutig bestimmt. Die unendlichbléttrige Uberla-
gerung ist die universelle Uberlagerung. Die Zentren der Uberlagerungen sind die
Urbilder des Einselements von PSU(1,1).

Es sei M eine Uberlagerung von PSU(1,1) (als Liegruppe). Es sei k die Killingform
auf M. Die Form (——) k induziert eine vollstandige biinvariante Lorentz-Metrik ¢
auf M mit konstanter Kriimmung 1, die pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g)
ist also eine Lorentz-Raumform (Terminologie nach [KR]). Ich werde gleich eine Iso-
metrie zwischen SU(1,1) und einer geeigneten Pseudosphére angeben, dadurch wird
diese Aussage fiir SU(1,1) und damit auch fiir alle Uberlagerungen von PSU(1,1)
klar. Der metrische Kegel

K(M) = (R, x M,dt* +t*- g)
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von (M, g) ist das triviale R, -Biindel iiber M mit der Metrik dt* + ¢* - g. Der Ke-
gel K (M) tragt auch eine Liegruppenstruktur als Produkt der Liegruppen R, und M.
Die Lorentz-Mannigfaltigkeit M kann als 1-Schnitt in K (M) aufgefait werden.

Die Bilinearform ((wq, 21), (wa, 29)) := Re(wjwy — 2122) induziert eine pseudo-Rie-
mannsche Metrik auf C2. Die total geoditischen Untermannigfaltigkeiten sind die
affinen Unterraume. Ich betrachte die Pseudosphare beziiglich dieser Bilinearform

G :={(a,b) € C*: |af* — |b]* = 1}
und den positiven Kegel
L:={(w,2) e C:|w|>|z]} =R, -G

als pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit der (induzierten) Metrik der Signa-
tur (+,—,—) bzw. (+,+,—, —). Die radiale Projektion ¥ : L. — G ist ein trivia-
lisierbares R, -Biindel iiber G. Die total geodatischen Untermannigfaltigkeiten der
Dimension 1 bzw. 2 in G sind die (nicht leeren) Schnitte von G mit den linearen
Unterraumen der (reellen) Dimension 2 bzw. 3 in C?. Es sei G bzw. L die univer-
selle Ijberlagerung von G bzw. L mit der pseudo-Riemannschen Metrik der Signa-
tur (+,—, —) bzw. (+,+, —, —), die durch das Zuriickziehen der Metrik auf G bzw. L
entsteht.

Das folgende Diagramm kommutiert

K(SU(1,1))

|

K(SU(1,1))
N\ vd

I

e_
(<)
i

I

Q— ™
<
«—

s N
SU(1,1) — SU(1, 1),

wobei die Abbildung K (SU(1,1)) — L durch (X, (¢))) — (\a, Ab) gegeben ist. Die
diagonalen Abbildungen sind Isometrien und induzieren Liegruppenstrukturen auf
den Mannigfaltigkeiten des inneren Quadrats. Das Element e := (1,0) ist das neu-
trale Element in G. Es sei é € 77'(e) das neutrale Element in G. Die horizontalen
Abbildungen sind die universellen U'berlagerungen von Liegruppen und lokale Isome-
trien. Die vertikalen Abbildungen sind die Biindelabbildungen der R, -Biindel. Die
pseudo-Riemannschen Metriken auf den Totalraumen der vier R, -Biindel sind inva-
riant unter der Multiplikation mit Elementen der zugehorigen Basis von links oder
rechts. Die Basen der vier R -Biindel sind Lorentz-Raumformen.

Es sei arg : L — R die Hochhebung mit arg(¢) = 0 der durch (a,b) — a7 gegebenen
Abbildung L — S*.
R

— S

arg
—

h;hz

—_
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Dabei ist die (universelle) Uberlagerung R — S' durch ¢ — ¢ gegeben. Die durch

g~ (m(g),arg(g))
gegebene Abbildung L — L x R ist injektiv. Fiir g € G gilt arg(g:l) = —arg(g). Das
Element ¢ € 77! (—¢) mit arg(c) = 7 ist ein Erzeugendes von Z(G) = Z.

Bei der Beschreibung der Isometrien von G und G zitiere ich [KRY).

NOTATION. Essei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Gruppe der
Isometrien Isom (M) von (M, g) enthilt die Untergruppe Isom™ (M) der orientierungs-
erhaltenden Isometrien und die Zusammenhangskomponente Isomgy (M) der Identitét.

ProrosiTIiON 1. Fiir g € G sei Ly, Ry, K, : G — G die Links- bzw. Rechtsmultiplika-
tion bzw. die Konjugation mit dem Element g, also L,(h) = gh, R,(h) = hg, K,(h) =
ghg™" und K, = Ly o R;". Es seien n,¢ : G — G definiert durch n((a,b)) = (a,b) und
e((a,b)) = (a,—b). Die Abbildung ¢ ist die Inversenbildung in G, es gilt (g) = g~ .
Die Abbildungen L,, R,, K4,n,¢ sind Isometrien von G, die Abbildungen K, und n
sind Automorphismen, die Abbildung ¢ ist ein Antiautomorphismus. Es gilt

Isomy(G) = (Lo, Ry |a,b € G) = (G x G)/{(z,2) : 2 € Z(G)}
und
Isom™(G) = (Isomy(G), n), TIsom(G) = (Isom™ (G),e) = (Isom™ (GQ), n, ).

ProrosITION 2. Fiir g € G sei Ly, Ry, K, - G — G die Links- bzw. Rechtsmulti-
plikation bzw. die Konjugation mit dem Element g, also Ly(h) = gh, R,(h) = hg,
Ky(h) = ghg™" und Ky = Ly 0 R;". Es seien 7),¢ : G — G die Hochhebungen der
Isometrien n bzw. € von G mit 7(é) = € und £(é) = é. Es gilt argoé = —arg und
argon = — arg. Die Abbildungen L,, R,, K4, 1, € sind Isometrien von G, die Abbildun-
gen K, und 1) sind Automorphismen, die Abbildung ¢ ist ein Antiautomorphismus. Es
gilt
Tsomg(G) = (La, Ry|a,b € G) = (G x G)/{(2,2) : z € Z(G)}

und

Isom™*(G) = (Isomy(G),7), Isom(G) = (Isom™ (G), &) = (Isom™ (G), 7}, £).

BEMERKUNG. Die Isometrie K, mit g € G 148t sich durch K, (h) := ghg ™" fiir h € L

zu einer Isometrie von L fortsetzen. Auch die Isometrie 77 von G kann durch 7(\-h) :=
A-7(h) fiir A € Ry und h € G zu einer Isometrie von L fortgesetzt werden. Diese
Isometrien bezeichne ich auch mit K, und 7.

§2. Eingebettete Tangentialraume und Halbraume

Die Hyperebene E, := {y € C? : (y,9) = 1} mit g € G zerlegt C? in zwei Halbriiume
Hy:={yeC:(y,9) <1} und I,:={yeC?:(y,g)>1}.
Dabei ist flg der Halbraum, der den Punkt 0 enthalt. Es sei ferner fir g € GG
E,=E,NL, H,=H,NL, I,=I,NL.

Die Untermannigfaltigkeit £, bzw. E'g ist der eingebettete Tangentialraum in L bzw.
(C?,(+,-)) an G im Punkte g, das heifit die maximale total geodétische Unterman-
nigfaltigkeit, die im Punkte g tangential an G ist.
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ProprosiTiON 3. Es gilt

Ee = {(w,2) € C* : Re(w) = 1},
e ={(w,2) € C" : Re(w) > 1},
A, = {(w,z) € C* : Re(w) < 1}.

Es gilt ferner
Ee ={(w,2) € C" : Re(w) = 1, |2| < |wl},
I, = {(w,2) € C* :Re(w) > 1, |2] < |wl|},
H, = {(w,z) € C*:Re(w) <1, |z| < |w|}. =

PROPOSITION 4. Fiira,g € G gilt a-E; = Eyy, a1, =1,y unda-Hy = H,,. m

AN\

PROPOSITION 5. Fiir jedes g € G liegt die gerade Strecke zwischen g und jedem Punkt
von I, in I, und die gerade Strecke zwischen g und jedem Punkt von E, in E,. (Diese
Aussage gilt nicht fiir H,.)

BEWEIS. Aus der Proposition 3 folgt die Behauptung fiir ¢ = e, mit Hilfe der Pro-
position 4 folgt dann die Behauptung fiir jedes g € G. n

KOROLLAR 6. Die Mengen E, und I, sind kontrahierbar fiir jedes g € G. m

Fiir g € G und § := 7(g) € G sei E, bzw. I, die Zusammenhangskomponente
von 7' (Ey) bzw. 77'(1;), die g enthilt, und H,:= L - (I,)° = (L — I,) U E,. Die
Untermannigfaltigkeit E ist der eingebettete Tangenualraum in L an G im Punkte g,
das heif}t die (max1ma1e) total geodatische Untermannigfaltigkeit, die im Punkte g
tangential an G ist. Die Untermannigfaltigkeit E zerlegt L in H und I Ich spreche
dann auch von Halbraumen I und H in L.

PROPOSITION 7. Fiira,g € G gilt a-E, = Eoy, a1, = I,, und a- Hy, = H,,. u
ProprosiTION 8. Es gilt
E;={g€L:x(g) € E, |arg(g)| < 7/2},

={g€L:7(g) € L, |arg(g)| < 7/2},

={geL:n(g) € H,, |arg(g)] <7/2}0{g € L: |arg(g)| > n/2}.
Es gilt ferner

Ho=r'(H)u |J I,=
gemr—'(e)—{e}

PROPOSITION 9. Fiir g € G und § := n(g) € G gilt m(E,) = B, n(I,) = I,
und m(H,) = L. Dabei sind 7|z E, — F; und 7|, I, — I; Homéomorphismen.

BEWEIS. Aus der Proposition 8 folgt die Behauptung fiir g = ¢, mit Hilfe der Pro-
position 7 folgt dann die Behauptung fiir jedes g € G. n

DEFINITION. Ein partieller Schnitt s im Biindel W : L— @Nist eine stetige Abbildung
s: G — Ry =Ry U{+0o0}. Die Teilmenge Tr(s) = {a € G : s(a) # +oo} von G ist
der Trager des partiellen Schnitts s. Die Teilmengen

Gr(s)={)-ae€L:aecG, \>s(a)},

Gr(s) = {s(a) -a € L:ae Tr(s)},

Gr(s)={\-a€L:aecCG, \<s(a)}
von L sind der Obergraph, der Graph bzw. der Untergraph des partiellen Schnitts s.
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PROPOSITION 10. Es sei s ein partieller Schnitt. Dann gilt ¥(Gr(s)) = U(Gr(s)) =
Tr(s) und ¥(Gr(s)) = G, und die Abbildung V| : Gr(s) — Tr(s) ist ein Homéo-
morphismus. =

PROPOSITION 11. Es sei s ein partieller Schnitt mit Triger Tr(s) = G. Dann sind
Gr(s), Gr(s) und Gr(s) abgeschlossen, und es gilt Gr(s) = dGr(s) = Gr(s). =

PROPOSITION 12. Es sei (s;);er eine Familie von partiellen Schnitten.

Ist die Familie (Gr(s;));er lokal endlich, so ist max s; ein partieller Schnitt mit
1€

Tr(max s;) m Tr(s;), Gr(maxs;) U Gr(s;), Gr(maxs;) ﬂ Gr(s

el el i€l
el el el

Ist die Familie (Gr(s;))ier lokal endlich, so ist miIn s; ein partieller Schnitt mit

(min s;) U Tr(s;), Gr(mins;) ﬂ Gr(s;), Gr (min s;) U GI’ (s;).

el el el
el i€l i€l

PROPOSITION 13. Zu jedem g € G gibt es einen partiellen Schnitt s, mit E, = Gr(s,),
H, = Gr(s,) und I, = Gr(s,). Es gilt Tr(s,) = g - Tr(s.) und

Tr(s.) = {a € G : |arg(a)| < 7/2}.

BEwEIs. Fiir ¢ € G mit 7(g) = (a,b) sei s.(g) = 1() falls |arg(g)| < %, und
se(g) := +oo sonst. Dadurch wird ein partieller Schnitt s. definiert. Aus den Pro-
positionen 3 und 8 folgt E; = Gr(s.), H: = Gr(s.) und I; = Gr(s,). Fiir g € G
gilt £, = Gr(s,), H, = Gr(s,) und I, = Gr(s,), wobei der partielle Schnitt s,
durch sg(a) = Se(g~ a) definiert wird. m

§3. Elliptische Elemente und ihre Hochhebungen

DEFINITION. Es sei z € D.

Die Abbildung p, : R — PSU(1,1) = Isom™* (D) ordne ¢ € R die Drehung in z um den
Winkel ¢ zu, also das (fiir ¢ # 0 elliptische) Element mit Fixpunkt z und Ableitung e’
in x.
Die Abbildung r, : R — G sei definiert durch
t 14 |xf? . 2 t
sin 5)

re(t) := (cos§+zl_| |2sm : 21_7|x|2

Die Abbildung 7, : R — G sei die Hochhebung von 7, mit 7,(0) = é.
BEMERKUNG. Fiir x # 0 gilt nach (A6.2)

t t t
re(t) = (cos 3 + i cosh p(0, x) sin 2 —i" sinh p(0, ) sin 5) :

||

Die Abbildungen p, und r, sind Homomorphismen. Die Elemente +r,(¢) und 7,(t)
wirken auf D durch die Drehung in  um den Winkel ¢. Es gilt

pe(27) =id und r,(27) = —e
fiir jedes = € D. Die Beweise dieser Aussagen findet man in [P, §2, Prop. 1 und 2].
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ProposITION 1. Die Abbildung 7, ist ein Homomorphismus.

BEWEIS. Es sei ¢, ¢ € R. Die durch ¢t — 7,(t) - 7,(¢0) und ¢t — 7,(t + 1) gegebenen
Wege [0, ¢] — G sind Hochhebungen des durch ¢ +— 7, (t) -7, ()) = r.(t+1) gegebenen
Weges [0, ¢] — G mit Anfangspunkt 7,(¢)), damit haben die beiden Wege auch den
gleichen Endpunkt, also gilt 7,(¢) - 72 (¢) = To(@ + ). =

PROPOSITION 15. Fs gilt ro(t) = (¢/2,0) und arg(7(2t)) = t.

BEWEIS. Der Weg arg(7o(2t)) in R ist die Hochhebung des Weges €’ in S' mit dem
Wert 0 bei t = 0, damit gilt arg(7y(2t)) =t. =

PROPOSITION 16. Gilt g(0) = 0 oder h(0) = 0, so folgt arg(g - h) = arg(g) + arg(h).

BEWEIS. Es sei g(0) = 0, dann gilt g = 7(2¢p) fiir ein ¢ € R. Es sei 7(h) = (a,b). Der
Weg arg(7o(2t)-h) in R ist die Hochhebung des Weges e“-‘%' in S! mit dem Wert arg(h)
bei t = 0, damit gilt arg(7(2t)-h) = t+arg(h) und folglich arg(g-h) = arg(g)+arg(h).

Im Falle ~2(0) = 0 verfahrt man analog. =
ProPOSITION 17. Es gilt 7,(27) = c fiir jedes x € D.

Bewers. Das Element 7, (27) ist ein Urbild von r,(27) = —e, liegt also im Zentrum
von G. Die durch z — 7, (27) gegebene Abbildung D — Z(G) ist stetig, und Z(G) ist
diskret, also ist diese Abbildung konstant. Damit gilt 7, (27) = 7o(27) fiir jedes x € D.
Aus der Proposition 15 folgt 75(27) = c. m

ProPOSITION 18. Es gilt arg(r,(2t)) € (0, ) fiirt € (0,7) und = € D.

BEWEIS. Der Weg ~(t) := arg(7,(2t)) in R ist stetig, es gilt v(0) = arg(é) = 0,
v(m) = arg(c) = m und ~(t) ¢ {0,7} fir ¢t € (0,7). Damit gilt y(¢) € (0,7) fiir
te(0,m). m

BEMERKUNG. Es gilt arg(7,(2t + 47j)) = arg(7,(2t)) + 27j fir t € [-7,7), j € Z
und z € D.

PROPOSITION 19. Es gilt (7, (t)) = 7x(—t) firz € (—1,1) CD. m

§4. Diskrete Untergruppen von §fl(1 1)

Eine diskrete Untergruppe I' von PSU(1, 1) heifit eine Fuchssche Gruppe. Eine Unter-
gruppe I' von PSU(1,1) ist genau dann diskret, endlich erzeugt und cokompakt,
wenn I' eigentlich diskontinuierlich auf D operiert und D/T" eine kompakte Riemann-
sche Flache ist. Die Abbildung D — D/T" ist dann eine iiber endlich vielen Punkten
verzweigte Ijberlagerung von Riemannschen Flachen. Die Signatur einer diskreten,
endlich erzeugten, cokompakten Untergruppe I' von PSU(1,1) ist (g; p1,- - -, Pm), WO-
bei g das Geschlecht der Riemannschen Flache D/I" ist; m ist die Anzahl der Ver-
zweigungspunkte der Abbildung D — D/T und py,...,p, sind die Verzweigungs-
ordnungen dieser Punkte. Ein Tupel (g;p1,...,pm) ist genau dann Signatur einer
Untergruppe von PSU(1,1), wenn gilt

1 1
— 4 — < 2(g—1) +m.
P1 Pm



§5. Elemente der Konstruktion

Damit sind genau die Tupel (1;), (0;2,2,2,2), (0;2,2,p) mit p > 2, (0;2,3,p) mit p
aus {3,4,5,6}, (0;2,4,4), (0;3,3,3), (0;), (0;p) und (0;p, ¢) keine Signaturen diskre-
ter Untergruppen von PSU(1, 1).

Es sei I eine Untergruppe von G und I' das Bild von I in PSU(1, 1). Die Stufe von I
sei der Index von TNZ(G) in Z(G). Wegen Z(G) =2 Z ist entweder k := [Z(é) . Z()]
endlich und damit Z(I') = kZ(G), oder [Z(G) : Z(T')] = oo und damit Z(T') = {e}.
Ich nehme nun an, da T einen Fixpunkt u € D der Ordnung p := |T',| < oo hat.
Dann gilt p,(27/p) € Ty und damit 7,(27/p)c™ € T, fiir ein m € Z. Da aber
(7o (21 /p)c™)P = P € Z(G) — {é} gilt, folgt Z(T') # {e}. Eine Untergruppe mit
einem Fixpunkt endlicher Ordnung hat also endliche Stufe.

Es sei I eine Untergruppe endlicher Stufe £ in G. Es sei

7:G =SU(1,1) — PSU(1, 1)

die (liber 7 faktorisierende) universelle Uberlagerung von PSU(1, 1). Die Untergruppe
T ist genau dann diskret, wenn ihr Bild I := (") in PSU(1,1) diskret ist. Mehr zu
Untergruppen von G findet man in [KR] und [RV].

PROPOSITION 20. Es gilt k = [Z(G) : TN Z(G)] = [7 (Ty) : [,] = [ () : I].

BEWEIS. Es sei A eine Untergruppe von I' = 7(T") und AN:: T'Na '(A). Die Unter-
gruppe Z := Z(@G) ist im Normalisator der Untergruppe A enthalten, also gilt

Z-A:Al=[Z:ANnZ].
Wegen Z-A=7""A)und ANZ=TnZ gilt
7Y A):Al=[Z:TNZ] =k

Fiir A =T gilt A = f ~Y(I') = T und damit [7"(T) : I] = k, und fiir A =T,
git A=Tnr YT,) = und damit [7# 1(T',) : T,] = k. m

§5. Elemente der Konstruktion

Es sei T eine diskrete Untergruppe der Stufe k£ in G. Die Gruppe T operiert auf G
durch Linksmultiplikation. Es sei u € D ein Fixpunkt der Gruppe T (und ihres Bildes
' := #(I)). Man kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf u = 0
gilt. Es sei p := |T,| die Ordnung von u. BEs gilt p < oo, denn das Bild T von T
in PSU(1,1) ist diskret. Das Element 7,(27/p) ist ein Erzeugendes der zyklischen
Untergruppe 7~ (I',) von G. Nach der Proposition 20 gilt k = [7~ (') : T}, also ist
das Element
rq = (7 (270 /p))F = 7,(49y)

mit ¥y = g—ﬁ ein Erzeugendes der zyklischen Untergruppe I,. Fiir a € L gilt

arg(rq - a) = arg(a) + 29,.

11
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VORAUSSETZUNG FUR DIE KONSTRUKTION. Die Ordnung |T',| des Fixpunktes u sei
grofler als die Stufe von I', es gelte also p > k.

Aus dieser Voraussetzung folgt J; = g—]]; < 3.

PROPOSITION 21. Die Familie (I,) .y, ist lokal endlich.

BeEwEIs. Die Behauptung folgt aus ¥(l;) = {a € G : |arg(a)| < 7/2}, U(I,) =

g -V (I;) und arg(rq-a) = arg(a) + 204. u
DEFINITION. Fiir z € T'(u) = I'(u) sei T(z) :== {g € [ : gu = z},

Q.= () H, wd R,:== ] I,

g€T () g€T ()

PROPOSITION 22. Es gilt T(u) = T',. Bs sei « € T'(u) und a € T(x). Dann gilt
T(x) =a-T(u). Aus der Proposition T folgt Q, = a-Q, und R, =a-R,. »

§6. Die Mengen Q,

PROPOSITION 23. Fiir (w,2) € C* gilt
(1) Jw] < 1= 77"((w,2)) C Qu,
(2) (w,2) € 7(Qu) = |w| < 5

cosdg”
BEWEIS.

(1) Es sei ¢ = (w,2) € L mit |w| < 1. Dann gilt g € H, fiir alle € T, und
damit 7 1(g) C H, fiir alle a € T, also gilt 7' (g) C Q,.

(2) Esseig € Q, und (w,2) = 7(g) € 7(Qu). Wegen arg(rq-g) = arg(g) + 204 gibt
es ein j € Z mit |arg(r) - g)| < Vq. Es sei (v, ) := n(r} - g). Es gilt |w| = |w'].
Es gilt ferner . ‘ .

rhg € Qu= Q) = Qu C He
Aus 77 - g € Hy und |arg(r) - g)| < 94 < 7/2 folgt
' Re(w") o 1

= - NS . a
cos(arg(r} - g)) ~ cos¥q

PROPOSITION 2}. Fiir z € T'(u)\{u} und (w, z) € L gilt

VI TP

cos Yy

w 1— |z|?
g T

T ]

VITiP

— 2zl <
(w,2) € mM(Qy) = |w— 27| < cos vy

= |Jw] = |z[ - 2] <
und

=71 Y(w,2)) C Q,.

BEWEIS. Es sei ¢ = (a,b) € G mit gr = u. Man rechnet leicht nach, dal dann
b= —ax und |a| = ——— gilt. Es sei (w,2) € C?> und (v',2') := g - (w, 2). Nach der

1—|z|?
Proposition 22 gilt 7(Q,) = g7(Q,) und damit (w, 2) € 1(Q,) < (', 2") € 7(Qu).
Dabei gilt

1

V1= [z

Die Behauptung folgt nun aus der Proposition 23. =

|w'| = |aw + bz| = Jaw — axz| = w — 2z



§7. Die Konstruktion

KOROLLAR 25. Fiir z € T'(u)\{u} und (w,z) € n(Q,) gilt

BEWEIS. Wegen |z| < 1 gilt |w| — |2| < |w| — |z| - |z|. Die Behauptung folgt nun mit
Hilfe der Proposition 2. m

§7. Die Konstruktion

Ich formuliere nun das erste Hauptergebnis der Arbeit. Der Beweis ergibt sich aus
den nachfolgenden Lemmata und Propositionen.

SATZ 26. Es sei T eine diskrete Untergruppe endlicher Stufe in G mit einem Fix-
punkt v € D. Die Untergruppe T operiert auf G durch Linksmultiplikation. Es sei T
das Bild von T' in PSU(1,1). Es sei die Stufe von T' kleiner als die Ordnung |T,| des
Fixpunktes. Es sei T(z) = {g €T : gu = z} und Q, = Nyer) H, fiir © € T'(u). Es sei

P=]JQ.

zel(u)

Dann gilt: Der Rand von P ist invariant unter der Operation von I'. Es sei g € . Die
Teilmenge

F, = Clyp(Intyp(E, N OP))

ist ein Fundamentalbereich der Operation von T' auf P. Die Projektion W : L -G
induziert einen T-dquivarianten Homéomorphismus Ulgp : OP — G. Die Teilmenge

}—g:\IJ(Fg)

ist ein Fundamentalbereich der Operation von T auf G. Die Uberdeckung (Fy) e von G
ist lokal endlich.

NOTATION. Weiter in diesem Abschnitt bezeichne Int bzw. Cl das Innere bzw. die
abgeschlossene Hiille beziiglich 0P.

LEMMA 27. Die Familie (7(Q.)) ist lokal endlich in L.

xel (u)
BEWEIS. Es sei (wy, 2p) € L. Man wéhle ein € > 0 mit |wy| — |20] > £. Dann ist die
Menge

U:={(w,2) € C:|w|—|z| >}

eine offene Umgebung von (wp, ). Fiir z € T'(u)\{u} mit |z| groB genug gilt nach

Proposition 25
V1—|z?

<e
cos Vg4

w] — 2] <
fir alle (w, z) € 7(Q,) und damit 7(Q,) NU = @. Zu jedem (wy, zo) € L gibt es also
eine Umgebung U in L und eine Zahl R € (0, 1) derart, daf§ nur die NTeilmengen T(Qy)
mit |z| < R die Umgebung U schneiden konnen. Die Menge {z € TI'(u) : |z < R} ist
aber endlich, da I' diskret ist. m

13
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LEMMA 28. Die Familie (Q:r)

IEF

(u) ist lokal endlich.

BEWEIS. Essei a € L. Nach Lemma 27 existiert eine Umgebung U von 7(a), die nur
fiir endlich viele z € T'(u) die Menge 7(Q,) schneidet. Ist aber die Menge 7~ (U)NQ,
nicht leer, so auch U N 7(Q,). Damit schneidet die Umgebung 7~'(U) von a nur fiir
endlich viele z € T'(u) die Menge Q. =

PROPOSITION 29. VUl|yp : OP — G ist ein T-dquivarianter Homdomorphismus.

BEWEIS. Die Aquivarianz von Ulyp folgt aus der Aquivarianz von 0. Fiir ¢ € G
gilt H, = Gr(s,) und I, = Gr(s,). Die Familie (I,),er(s) ist nach der Proposition 21
lokal endlich, es gilt H, = Gr(s,) und I, = Gr(s,), also ist s, := min s, nach der
Proposition 12 ein partieller Schnitt mit 9€T (@)

ﬂH Q., Gr(s,) = U Ng = R,, UTr Sq)-

g€eT(x) g€T(x) gET ()

Es sei a € T'(z). Wegen Tr(s,) = g - Tr(s.) gilt
Tr(s,) = T(z) - Tr(s.) = (a-Ty) - Tr(s.) = a - (T, - Tr(s.)).

Zu jedem g € G gibt es wegen arg(rd g) = arg(g) + 294 ein j € Z derart, daB
|arg(r? - )| < ¥4 < 7/2 und damit 1) - g € Tr(s,) gilt. Daraus folgt T, - Tr(s,) = G
und damit Tr(s,) = a - G = G. Die Familie (Q2)4ep(u) st nach dem Lemma 28
lokal endlich, es gilt Q, = Gr(s;), also ist s := max s, nach der Proposition 12 ein
partieller Schnitt mit zel(u)

=JQ. =P, Gr(s)=[\Rs Tr(s)=[)Tr(s;) =
xeF( ) xEF( ) xEF( )

Aus der Proposition 10 folgt nun die Behauptung. =

ProprosITION 30. Fj ist ein Fundamentalbereich der Operation von I auf P. Die
Uberdeckung (Fy) r ist lokal endlich (in OP).

BEWEIS.
(1) Es gilt
Cl| JInt F, = 0P :
ger
Es sei a € OP. Nach Lemma 28 existieren Elemente ¢1,...,¢, € T’ und eine

Umgebung U von a in L derart, daf gilt

oPnU = J(E,noPnU).

=1

Die Umgebung U sei so klein, da8 «|y : U — 7(U) ein Homéomorphismus
ist. Dieser Homoomorphismus bildet die Teilmenge P N U homoomorph auf
den Durchschnitt einer offenen Teilmenge von L mit einer endlichen Vereini-
gung endlicher Durchschnitte von Halbraumen H, ab, die den Punkt 7(a) im
Rand enthalten. Aus a ¢ ClInt(E,, N dP) fiir ein i € {1,...,n} folgt, daB



§7. Die Konstruktion

E'gi NP NU in einer zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit von L enthal-
ten ist. Nach der Proposition 29 ist 9P homéomorph zu der dreidimensionalen
Mannigfaltigkeit G, also liegt a in ClInt(E,, N OP) fiir ein i € {1,...,n}.
(2) Int(F,) N F, # @ = g = h: Es sei g # h mit Int(F,) N F}, # &. Dann gilt
Tnt(E, N dP) N ClInt(E, NOP) = Int(F,) N F), # @
und damit Int(E,NE), NOP) # @. Dasich aber E, und E, transversal schneiden,
hat der Durchschnitt E N E), N AP keine inneren Punkte in OP.

(3) Die lokale Endlichkeit, der Familie (F) . folgt aus Lemma 28.
(4) Die Familie (F) . ist lokal endlich in 9P, also gilt

JClmt F, = C1| JInt F, = 0P. u

gEf gef
Der Beweis des Satzes 26 ergibt sich nun aus bereits bewiesenen Lemmata und Pro-
positionen wie folgt

BEWEIS.
(1) Nach der Proposition 7 ist OP invariantNunteer‘.
(2) Nach Proposition 29 ist ¥|sp : OP — G ein I'-dquivarianter Homdomorphis-
mus.
(3) Nach Proposition 30 gilt: F, ist ein Fundamentalbereich der Operation von T’
auf OP. Die Uberdeckung (F}) i von 9P ist lokal endlich.

DEFINITION. Fiir g € T sei S, := E, N 0Q,u.
ProprosIiTION 31. Fiirg € r gilt S'g = E'g N I{Igrd N }NIgr;l, also insbesondere

S;=FE:NdQ,=FE:NH,, N Hrlzl.
Es gilt ferner mit wy := tan 9y
Se:=m(S:) = {(14wi,z) € L: |w| < wq}. u

oP =|JoQ, N[\ R..

zel(u) zel(u)

ProprosIiTION 32. Es gilt

BEwEIS. Fiir den Schnitt s mit P = Gr(s) (siehe Beweis der Proposition 29) gilt
oP = Gr(s) N Gr(s) = Q. n(R. = J0Q. N[ ) Ro- =

zel(u)  zel(u)  z€l(u) zel (u)

PROPOSITION 33. Es gilt Int F; C 0Q)y,.
BEWEIS. Es reicht aus, die Behauptung fiir ¢ = € zu zeigen. Es sei
a €Int F; =Int(E; NOP) mit a ¢ dQ,.

Wegen a € 9P gilt a € 0Q), fir ein z € T'(u)\{u}. Damit schneidet jede Umgebung
von a die Menge E; N (Q,)° C E;\OP. Die Abbildung ¥ : L — G ist stetig und
die Abbildung ¥|sp : OP — G ist ein Homoomorphismus, also schneidet jede Umge-
bung von a die Menge (¥|pp) " (¥ (E:\OP)) C dP\F,. Damit hat der Punkt a keine
Umgebung in dP, die in E; N OP enthalten ist, was der Annahme a € Int(E; N OP)
widerspricht. m
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DEFINITION. Fiir eine Teilmenge N € T'(u)\{u} sei

Fy:=S5:N[\Ry = E:N0QuN( | R

zeN zeN
Es sei Fy := Ff(u)\{u}-
SATZ 8}. Es gilt Int F = Int F; = Int(E; N OP) und damit
F; = ClInt Fj.

Es gilt ferner F; C Fx und allgemeiner F; C Fy fiir jedes N C T'(u)\{u}.
BEwEls. Wegen 0¢), = 0R,, und der Proposition 32 gilt

0Qu N[ )Rz = 0QuN OR, N[ Ry C 0Qu N[ |Ra COP C[ | Ra

wel(u)\{u} wel(w)\{u} wel (u) wel (u)
und damit
Fr cEéﬂaPcEémﬂRz.
wel(u)\{u}
Aus Int(E; N dP) = Int F; folgt

Int Fy. C Int F; C Bz N[ ) R,
Nach der Proposition 33 gilt Int F; C 0Q),, es gilt also

Int Fy C Int F; C E; N 0Q, N[ | Ry = Fy.
z€l(w)\{u}

Damit gilt Int F = Int F; und folglich F; = ClInt Fy. Ferner ist F abgeschlossen, es
gilt also F; = ClInt Fr C Ff und folglich F; C Fy C Fy fiir jedes N C I'(u)\{u}. =

SATZ 35. IsNt r cokompakt, so ist F, kompakt, und es existiert eine endliche Teil-
menge N C T'(u) mit
F; = Clint ($: (| R.).

TEN

BEWEIs. F, ist kompakt: Es sei (a;);en eine Folge in Int F,. Es sei ¢ die Abbil-
dung OP-5G — I'\G. Da T'\G kompakt ist, kann man ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, daf die Folge (¢(a;)) gegen einen Limes a € T'\G konver-
giert. ¢ ist surjektiv, also existiert ein a € 9P mit ¢(a) = a und damit auch eine
Folge (h;) in T derart, da die Folge (h;a;) gegen a konvergiert. Nach Proposition 30
besitzt a eine Umgebung, die nur von endlich vielen Fundamentalbereichen getroffen
wird, also tauchen in der Folge (h;) nur endlich viele Werte auf. Damit enthalt die
Folge (h;) eine konstante Teilfolge (h;, )ien, das heifit es gibt ein h € [ mit hi, = h
fir alle £ € N. Dann konvergiert die Folge (ha;,) gegen a und damit konvergiert die
Folge (a;,) gegen h™'a und es gilt h 'a € F,.

Nach Lemma 28 und da F; kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge N C INO)
mit F;NQ, = @ fir x € I'(u)\{u} — N. Damit gilt F; = ClInt(S; N NyenRy). w
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ach Satz 26 ist das Polyeder F; kompakt, falls die Untergruppe I' cokompakt
ist. In diesem Fall existiert eine endliche Teilmenge N von I'(u)\{u} derart,
daBl F; = ClInt(Fy) gilt. Der Satz 26 gibt aber keinen Hinweis darauf,
wie man diese endliche Teilmenge findet. In diesem Kapitel werden einige Methoden
beschrieben, um so eine endliche Darstellung des Fundamentalbereichs Fj; zu erhalten.

§8. Dreiecksgruppen

Eine Dreiecksgruppe ist die Untergruppe der orientierungserhaltenden Isometrien in

der diskreten Gruppe der Isometrien der hyperbolischen Ebene, die von den Spie-

gelungen an den Seiten eines hyperbolischen Dreiecks mit den Winkeln Z, £ und *
P’ q r

mit p,q,r € N erzeugt wird. Ein hyperbolisches Dreieck mit Winkeln %, % und T exi-
stiert bekanntlich genau dann, wenn die Summe der Winkel kleiner als 7, das heift,
die rationale Zahl % + % + % kleiner als 1 ist. Die Dreiecksgruppen zu isometrischen
Dreiecken sind in der Gruppe der orientierungserhaltenden Isometrien konjugiert.

Fiir die explizite Konstruktion zeichne ich in jeder Isometrieklasse solcher hyperbo-
lischen Dreiecke ein Dreieck aus. Es sei A(p, ¢,r) das hyperbolische Dreieck in D mit
den Ecken u, v und w derart, daf} gilt

u=0, veER, wv>0 und Im(w)>0,
und mit den zugehorigen Winkeln

s
y,=—, q,=— und a,=—
p q

Daraus folgt w = |w|-e'». Die Seitenlingen £, := p(u,v), Ly := p(u, w), Ly = p(v, w)

des Dreiecks A(p,q,r) lassen sich nach der Cosinus-Regel (A4.2) aus den Winkeln
berechnen.

NOTATION. Es sei C' :=cosh?, und S :=sinh ¢,,.

Es sei T'(p,q,r)* C Isom(D) die von den Spiegelungen an den Seiten von A(p,q,r)
erzeugte Gruppe und es sei

T(p,q,7) :==T(p,q,7)" NIsom™ (D).

['(p, q,r) ist eine Untergruppe von PSU(1, 1) mit der Signatur (0;p, q,r).
DEFINITION. Die Elemente p,, p,, py € PSU(1,1) seien definiert durch

pu = pu(27/D),  poi=pu(27/Q),  pu = pu(27/T).
Die Elemente r,,r,,7, € G seien definiert durch

ry i =1y(21/p), 1y i=1,(20/q), 1w = rw(27/7).
Die Elemente 7, 7, 7 € G seien definiert durch

Ty =Ty (21)p), Ty :=17,(21/q), T := Tw(27/7).
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BEMERKUNG. Die Notation 7, wird hier sowohl fiir die Abbildung R — G als auch
fiir den speziellen Wert, dieser Abbildung, also ein Element von G, benutzt. Es wird
aber aus dem Kontext klar sein, welche der beiden Bedeutungen gemeint ist, meistens
wird es die zweite Bedeutung sein. Das Gleiche gilt fiir alle in der letzten Definition
eingefithrten Bezeichnungen.

BEMERKUNG. Es gilt r, = 7(7y), ry = 7(Fy), 1w = T(Fy).
Die Dreiecksgruppe I'(p, ¢, ) wird von den Elementen p, und p, erzeugt und besitzt
eine Prasentation

C(p,q,r) = {a,b,c|a? =0 =" = abe = 1),
wobei der Isomorphismus durch die Zuordnung a — p,, b — p, und c — p,, gestiftet
wird.
PROPOSITION 36. Es gilt 77 = 7'l = 1, = 7, TyTy = C.

BEWEIS. Nach der Proposition 17 gilt (7,(27/n))" = 7,(27) = c¢firz € Dundn € N.
In [Mi, Lemma 3.1] ist die Relation 7,7,7, = ¢ bewiesen. m

ProproSITION 37. Esgilt r? =rl =r] =r,r,r, = —e.
BEWEIS. Die Behauptung folgt wegen m(7,(t)) = r,(¢) und m(¢) = —e aus der Pro-

position 36. m

SATZ 38. Wenn die Bedingung

(%) ggT(k,p) = ggT(k,q) = ggT(k,r) =1 pgr —pg—qr—rp=0modk

erfiillt ist, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Untergruppe von G der Stufe k mit
Bild T'(p, q,7) in PSU(1, 1). Diese Untergruppe von G bezeichne ich mit T'(p, q,r)*. Ist
die Bedingung (x) erfiillt, und sind n, und n, ganze Zahlen mit

png, +1=qn, +1 =0 mod k£,

so bilden die Elemente 7,c™, 7,¢" und c* ein Erzeugendensystem von T'(p,q,7)*. Ist
die Bedingung (*) nicht erfiillt, so gibt es keine Untergruppe von G der Stufe k mit
Bild T'(p, q,r) in PSU(1,1).

Es gilt insbesondere:

Ist g =r =3, k% 0mod 3 und p = 3 mod k, so ist die Bedingung (x) erfiillt. Die
Untergruppe I'(p, 3, 3)* wird von den Elementen 7,c", 7,¢c" und c* erzeugt, wobei n die
eindeutig bestimmte ganze Zahl mit 3n +1 =0 mod k und 0 < n < k ist.

Ist g = 3, r = 2, k ungerade, k % 0 mod 3 und p = 6 mod k, so ist die Bedingung (*)
erfiillt. Die Untergruppe I'(p, 3, 2)* wird von den Elementen 7,c", 7,c¢*" und c* erzeugt,
wobei n die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit 6n+1 =0 mod k und 0 < n < k ist.

Ist ¢ = 4, r = 2, k ungerade und p = 4 mod k, so ist die Bedingung (x) erfiillt. Die
Untergruppe I'(p, 4, 2)* wird von den Elementen 7,c", 7,¢c" und c* erzeugt, wobei n die
eindeutig bestimmte ganze Zahl mit 4n+1 =0 mod k und 0 < n < k ist.

BEWEIS. Der Beweis der ersten Behauptung ergibt sich aus der Proposition 36 und
dem Beweis von [P, Satz 7].



8. Dreiecksgruppen

Esseiq=r =3, k% 0 mod 3 und p = 3 mod k, dann gilt
pgr —pq—qr —rp=3p—9 =0 mod £,

die Bedingung (x) ist also erfiillt. Es sei n die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit
0<n<kund 3n+1=0 mod k. Es sei n, :=n und n, := n. Es gilt ¢gn, + 1 =
3n+1=0 mod k. Wegen p=3 mod k gilt pn,+1=pn+1=3n+1=0 mod k.
Damit bilden die Elemente 7,c¢", 7,c" und ¢* ein Erzeugendensystem von I'(p, 3, 3)*.

Es sei ¢ = 3, r = 2, k ungerade, £ # 0 mod 3 und p = 6 mod k, dann gilt
pgr —pg—qr—rp=p—6=0 mod k,

die Bedingung (x) ist also erfiillt. Es sei n die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit
0<n<kund 6n+1=0 mod k. Es sei n, :=n und n, := 2n. Es gilt qn, + 1 =
6n+1=0 mod k. Wegen p=6 mod k gilt pn,+1=pn+1=6n+1=0 mod k.

Damit bilden die Elemente 7,c", 7,c?® und c¢* ein Erzeugendensystem von I'(p, 3, 2)~.

Es sei ¢ = 4, r = 2, k ungerade und p = 4 mod k, dann gilt
pqr —pq —qr —rp=2p—8 =0 mod £k,

die Bedingung (x) ist also erfiillt. Es sei n die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit
0<n<kund 4n+1 =0 mod k. Es sei n, := n und n, := n. Es gilt ¢gn, + 1 =
4n+1 =0 mod k. Wegen p =4 mod k gilt pn, + 1 =pn+1=4n+1=0 mod k.
Damit bilden die Elemente 7,c", 7,c® und c¢* ein Erzeugendensystem von T'(p, 4,2)".

ProprosiTION 39. Es gilt

ry = (e/7,0),

™ . . ™ .. . T
ry = (cos — + i cosh ¢, sin —, —isinh £, sin —),

q q q
™ . . T LT . T
Ty = (cos - + icosh /,, sin . —ie'» sinh £, sin ;)

Es gilt also
ro = (€7/7,0), 1, = (cos T 4o sinz, —iB)

und fiir j € Z
ri = (e™/P.0), 7 = (cos " 4 iCsin ﬂ, —iS - sin ﬂ)
q q
mit C := cosh/,, S :=sinh/, und B := sinh /, - sin %. Es gilt insbesondere

rg_l = (—cos T + ¢C'sin E, —iB).
q q

BEWEIS. Die Formeln fiir r, = r,(27/p), r, = 7,(27/q), 7 = 7 (27/r) und r) =

(21§ /D), 73 = 1,(277 /q) folgen aus der Definition wegen u = 0, v = |v], w = |w]|-e'»
und ¢, = p(0,v), £, = p(0,w). =
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ABBILDUNG 2. Die Pflasterung der hyperbolischen Ebene D fiir I'(5, 3, 3)*.

§9. Die Koronen einer Dreiecksgruppe

Die Bahn des hyperbolischen Dreiecks A(p,q,r) unter der Operation der Gruppe
[(p,q,r)* ergibt eine Pflasterung der hyperbolischen Ebene D mit Dreiecken. Die
nachfolgende Abbildung zeigt einen Ausschnitt dieser Pflasterung fiir die volle Drei-
ecksgruppe I'(5, 3, 3)*.

Es sei I := T'(p, ¢, ). Die (abgeschlossene) Dirichletzelle von x € D ist
D(z):={yeD:Vzelz py,x)<ply,2)}

Die Dirichletzelle von x € I'(u) kann auch als die Vereinigung aller den Punkt z
enthaltenden Bilder von A(p,q,r) unter den Elementen von T'(p,q,r)* beschrieben
werden.

Ich betrachte nun die Bahn der Ecke u = 0 des Dreiecks A(p, ¢, r) unter der Opera-
tion von I'(p, ¢, r) und zeichne gewisse Teilmengen darin aus. Die Eckenkorona &, von
r € I'(u) besteht aus allen Punkten in I'(u)\{z}, deren Dirichletzellen mindestens
einen Punkt mit der Dirichletzelle von x gemeinsam haben, wahrend die Kantenko-
rona K, von x € I'(u) aus allen Punkten in I'(u)\{z} besteht, deren Dirichletzellen
mindestens eine Kante mit der Dirichletzelle von x gemeinsam haben. Es sei £ := &,

und K :=C,. Es gilt
E={rmu|0<m<p 1<t <qtU{z), |0<m<p 1<t <r}

und
_ / /
K= {xO,la <oy Tp_11, xO,l) s 71‘;1)71,1}

mit ¥ = (p)'ph)(u) und @y, == (pi'ph, ) (u) fiir m, t € Z.



§9. Die Koronen einer Dreiecksgruppe

PROPOSITION 0. Es gilt T4 1 = ¥7,, und Ty11 = ¥y, . Im Falle r = 2 gilt
Tm,g—1 = Tm+1,1-

BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus pi~' = p;! = p,p, und pi=' = p-! = p,p,. Die
zweite Aussage folgt aus 2,01 = 77, = ), | = Tmy1,1. W

ProprosiTION 41. Fiir alle x € K gilt mit B = sinh /,, sin 7
B
VB24+1

BEWEIS. Es sei © € {g,1,%04-1} C K. Aus der Kosinus-Regel (A4.4) fiir das gleich-
schenklige Dreieck mit den Ecken u, v und x folgt

coshp(u,r) =2B* +1 und |z|=

cosh p(u, z) = 2sinh? ¢, sin’ T i1=2B*+1.
q

Die anderen Elemente der Kantenkorona entstehen aus x¢; bzw. 24 ,—1 durch Drehung
um u, haben also den gleichen (hyperbolischen) Abstand von u = 0. Aus dem hy-
perbolischen Abstand p(u,r) = 2B?+ 1 berechnet sich der euklidische Abstand nach
der Formel (A6.1) wie folgt

- cosh p(u,r) — 1 B
x| = = .
cosh p(u,x) + 1 BZ+1 -

ProprosiTION A2. Fiir alle m € Z gilt

2
cosh p(Tm,1, Timyg-1) = 2 sinh? ¢, sin? ] +1,
q

2
cosh p(Tm g1, Tmy1,1) = 2 sinh? ¢,, sin? il +1,
r

sinh /, sin 27"

. . ’
sinh? ¢, sin? % +1

|1‘m,1 — Tmyg—1| =

sinh /,, sin 27"

sinh? ¢,, sin? o+ 1

|1‘m,q—1 - Tm+1,1| =

Es gilt ferner

|xm,1 - xm,q—1| _ |xm,q—1 - $m+1,1|
cos% cos = '

BEWEIS. Aus der Kosinus-Regel (A4.4) fiir das gleichschenklige Dreieck mit den
Ecken v, z,,,1 und z,, —1 folgt

2
COSh p(Em 1, T g 1) = 28inh® £, sin> = 4 1.
q

Wegen p(u, 1) = p(u,xmq—1) berechnet sich der euklidische Abstand nach der
Formel (A6.4) wie folgt

V/2(cosh p(zm 1, Trmg—1) — 1) _ sinh £, sin %
cosh p(u, Tpm,1) + 1 sinh? ¢, sin? rias 1

|‘/L‘m:1 - l‘m,q—1| =

23
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Analog berechnet man
~ ~ .12 .9 2T
cosh p(Tpmg—1, Tms11) = cosh p(Zp1, Timp—1) = 2sinh” {,, sin® — + 1
r

und )
sinh £,, sin =%
sinh? ¢,, sin? ~+1

Aus der Sinus-Regel (A4.1) fiir das hyperbolische Dreieck A(p, ¢, ) folgt

|xm,q71 - xm+1,1| - |j‘m,1 - jf‘m,rfl| -

. . T . . T
sinh ¢, sin — = sinh /,, sin —

q r
und damit
. - . e
|Tm1 — g1l . 2sinh 7, sin ¢ 2sinh /,, sin ~ . |Tm.g—1 — Tm11 .
coS % sinh? ¢, sin? % +1  sinh?¢, sin® T+1 cos 7

§10. Die Durchschnitte E; N E,

PROPOSITION 43. Es sei ¢ = (a,b) € G mit b # 0 und damit |a|*> = 1 + |b* > 1.
Im Falle Re(a) > —1 ist die Menge E, N E, zusammenhéngend. Im Falle Re(a) < —1
besteht die Menge E, N E, aus zwei Zusammenhangskomponenten, ihr Bild unter der
Projektion (1 4 iw, z) — w ist das Komplement eines kompakten Intervalls.

BEwWEIS. Fir M C C? und w € R sei M(w) :={z € C: (1 +iw,z) € M}. Es gilt

0 <V1+w? < (E,NE,)(w)# 2,
d(0, By(w)) > V1+w? <= (E,NE,)(w) =2,
denn FE,(w) ist das Innere des Kreises mit Radius v/1 + w? und E,(w) ist eine Ge-

rade. Es spi a = ay + ias und b = by + by mit ay,as, by, by € R Die Gleichung der
Geraden E,(w) fiir w € R ist

bizi + bazo = ay + asw — 1,

also gilt

. a; + aw — 1
(0, ) = e =

Es gilt ferner wegen [b> = |a|* — 1 =a? + a3 — 1

-1
%< 1+w? < (a; +aw— 1)< (a]+ a5 —1)(1+w?)
< (1 —a})w? + 2as(a; — 1w — (a3 + 2a; — 2) < 0.

Die Diskriminante des Polynoms ist D = 8(1 — a;) - |b?, der Koeffizient bei w?
ist ¢ = 1 — a?. Es gibt also die folgenden Moglichkeiten: Im Falle a; > 1 gilt ¢ < 0,
D < 0, also ist die Ungleichung immer erfiillt, es gilt (E,NE,)(w) # @ fiir alle w € R,



§11. Die Durchschnitte ig NEs

der Durchschnitt E, N E, ist zusammenhéngend. Im Falle a; € (—1,1) gilt ¢ > 0,
D > 0, also ist (E,NE,)(w) nicht leer fiir alle w € [w;, ws] und leer sonst, wobei wy < wo
die (reellen) Wurzeln des Polynoms sind. Damit ist der Durchschnitt E, N E, zu-
sammenhangend. Im Falle a; < —1 gilt ¢ < 0, D > 0, also ist (£, N E.)(w) leer
fir alle w € [wy,ws] und nicht leer sonst, wobei w; < wy die (reellen) Wurzeln des
Polynoms sind. Damit besteht der Durchschnitt E, N E. aus zwei Zusammenhangs-
komponenten. m

§11. Die Durchschnitte I, N E;

LEMMA 4. Essei g = (a,b) € G.

Es sei Re(a) > 0, dann gibt es ein g € G mit 7(g) = § und |arg(g)| < 7/2, und es
gilt I; N E, = (I, N E;).

Es sei Re(a) < 0, dann gibt es ¢',¢" € G mit 7(¢") = 7(¢") = g, arg(g’) € (%, %)
und arg(g") € (—37“, —%). Es sei t := tan(arg(g')) = tan(arg(g")). Fiir einen Punkt
p= (14w, 2) aus I[; N E, gilt € 7(Iy N E;) im Fallew > t, es gilt § € w(I;n N Ey)

im Falle w < t, und der Fall w =t tritt nicht auf.

BeEweEs. Nach der Proposition 9 gilt 7(I, N E;) C n(I,) N 7(E;) = I; N E,. Ich
betrachte einen Punkt p = (14+iw, z) € [;NE, und den Weg s : [0,2] — L mit 5(0) = e,
5(1) = p und 5(2) = g, der aus zwei geraden Strecken von e nach p und von p nach g
besteht. Es sei s : [0,2] — L die Hochhebung des Weges 5 mit. Anfangspunkt 5(0) = é.
Nach der Proposition 5 verlauft der Weg 5 in E, U I;. (Daraus folgt w # tan(arg(g))
im Falle Re(a) < 0.) Es sei p := s(1). Es gilt n(p) = p € I;NE,, also liegt der Punkt p
in 7'(I;) N 7' (E,). Der Punkt p = s(1) ist durch den Weg s/ mit s(0) = é und
durch den Weg s|}; o) mit 5(2) verbunden, also gilt p € js(g) N Es. Das Bild des Weges s
unter der Projektion (w, z) — w ist der Weg in C, der aus den geraden Strecken von 1
nach 1+ 4w und von 1 + iw nach a besteht. Der Weg argos in R ist die Hochhebung
des Weges in S!, der als Bild des Weges 5 unter der Abbildung (w, z) ﬁ entsteht.
Es sei Re(a) > 0. Essei g € G mit 7r(g) = gund |arg(g)| < 7/2. Es gilt | arg(s(2))| < §
und damit s(2) = g, also gilt p € I N Es.

Es sei Re(a) < 0. Es sei ¢/,¢" € G mit 7(¢') = n(¢) = g, arg(g’) € (%,%)

und arg(g”) € (=3, —%). Es sei t := tan(arg(g)) = tan(arg(¢")). Im Falle w > ¢
gilt arg(s(2)) € (Z,%) und damit s(2) = ¢/, also gilt p € Iy N Es. Im Falle w < t
gilt arg(s(2)) € (—2£, —Z) und damit s(2) = ¢", also gilt p € IpyNEsn

NoOTATION. Fiir M C E, und t € R sei M[< t] := {(1 +iw,z) € M |w < t} und
M[>t] ={(1+iw,2) € M |w > t}.
3

PROPOSITION 45. Es sei g € G und ¢ := arg(yg ) € R Im Falle |p| > 73 sind die

Mengen I, N E; und (I, N E;) leer. Im Falle |p| < 3% ist 7|7, :I,NE; — n(I,N E;)

25
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ein Homoomorphismus und es gilt

m(lyNE;) = Iy N E., falls |¢| < g,
I NE 3
Iy N Es) = (Ing) N Ee)[> tany], falls p € (g, %) ,

3
(I N Es) = (Ing) N Ee)[< tan ], falls p € <_§’_g> '

BeEwEIs. Nach der Proposition 9 ist die Einschrankung von 7 auf E; ein Homdo-
morphismus auf das Bild. Aus dem Lemma 4} folgen die Aussagen iiber das Bild
von I, N Es, falls |¢| < 37/2. Ferner folgt aus dem Lemma 44, daB die Menge I; N E,
fiir jedes g € G in der Vereinigung von (I, N Ez) mit 7(h) = g und |arg(h)| < 37 /2
enthalten ist, also gilt I, N E; = @, falls |arg(g)| > 37/2.

§12. Netzabschitzung

Es sei I eine diskrete Untergruppe der Stufe £ in G.1Ich zeige durch die Approximation
der Mengen 7(Q,) durch die ihnen einbeschriebenen Zylinder eine Abschitzung fiir
die Punkte in 7(F).

NOTATION. In einem metrischen Raum X bezeichne U (z, ) den offenen und B (z,r)
den abgeschlossenen Ball mit Zentrum =z € X vom Radius r € R,..

DEFINITION. Ein s-Netz vom Radius d ist eine endliche Teilmenge der Kreislinie vom
Radius d mit Zentrum 0 in C, so daf} fiir eine Numerierung x1,..., Ty, Tpe = o1 iM
Umlaufsinn max; |x; — 2;41| = s # 0 gilt. Es gilt dann s < 2d.

DEFINITION. Es sei N C I'(u)\{u} ein s-Netz vom Radius d < 1 mit s < 2d. Es sei

2d?

= =

Es sei Ry < 1, dann folgt s < 2dv/1 — d?, also gibt es ein Yy € (0, 5) mit

S
COSI9 =
N o1 — 2
Fir ¢ € [—19N,’19N] sel
(=(0) = Ly i\/4d2(1 — d?) cos? 1) — 52,
N Ry ~ 242

BEMERKUNG. Aus Ry < 1 folgt (3(9) > % > 1. Die Funktionen /3 sind gerade.
Die Funktion (5 bzw. (}; ist monoton steigend bzw. fallend auf [0, Jy].

SATZ 46. Essei N C f‘(u) ein s-Netz vom Radiusd < 1 mit Ry < 1 und 9y > 9,4 (mit
Vg = g—;) Wegen 94 < Uy ist die Funktion Eﬁ auf [—104, V4] definiert. Es sei { (V) < 1.
Dann gilt fiir w = 1 4 i tand mit || < 94

(w,2) € m(Fn) = |z| < {x(9) - |w].



§12. Netzabschatzung

BEWEIS. Es sei xy,...,,, eine Numerierung von N mit _max |z; — z;41| = s, dabei
i=1,....m
. . . . V1-d? "
sel Ty = 1. Es gilt |x;| = d. Es sei z; = = und r = *——. Nach der Proposition 2}

gilt (w, 2) € 7(Qq, N E;) fiir z € B (2;,7) N U (0, |w|). Es sei
|w]

d:= |zil = — und 2§:= max |z; —z;| =

d i=1,....m d2

Somit bilden 2, ..., zy ein 23-Netz vom Radius d. Aus 9] < 94 < 9y folgt

1 1 2d\/1 — &2
jw| = < =

= < =
cos?d ~ cosly S

und damit § < r. Bei § < r schneiden sich die Kreise B (z;,7) und B (2;41,r) in zwei
Punkten mit Abstand zum Nullpunkt gleich

V2 =82 £Vr2 =32 = (5(09) - |w].

Damit ist der Ring {z € C : {y(9) < % < (4 (9)} in der Vereinigung der Kreise
B (z;,r) enthalten. Es gilt

(n09) < Uy () < 1< L5 (0a) < £59).

1<
Damit gilt (w, z) € Upen(Qy), falls |z| > (3 (
falls (w,z) € 7(Fy). n

Die Netzabschatzungen sollen nun auf die Kantenkorona K angewandt werden.

J) - |w|. Daraus folgt |z| < (x5 (0) - |w|,

PROPOSITION 471. Essei I' = I'(p,q,r) mit p > q > r. Es sei B = sinh/,, - sin 7. Die
Kantenkorona IC ist ein s-Netz vom Radius d mit

2Bcos™ B
s=—21 und d=—n-—.
B2+ 1 VB2 +1

Es gilt d < 1, R = tanh/, < 1, 9 = % und

1 1
G (V) = Tox + B \/c08219 — cos? g
BEWEIS. Nach Proposition 41 ist K ein s-Netz vom Radius d mit
B
VB24+1

} und d=

s = max{|:r;m,1 - xm,q—1|a |xm,q—1 — Tm41,1

Nach Proposition 42 und wegen ¢ > r gilt

cos T
q

cos T
r

|xm,1 - xm,q71| = : |xm,q71 - xm+1,1| P |xm,q71 — Tm41,1

und folglich
sinh ¢, sin 27” 2B cos %

sinhmsirﬂgﬂ O B24+1°

S = |xm,1 - xm,q71| =

Aus den Formeln fiir s und d leitet man die Formeln fiir Ry, 9 und £(9) ab.

Damit 148t sich der Satz 46 wie folgt spezialisieren:
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SATZ 48. Essei I = L(p,q,7)* mit p > q > r. Es gelte 9, < 2 und lc(¥4) < 1. Dann
gilt fiir w = 1+ itan ¥ mit |9| < Yy

(w,z) € m(Fc) = |2] <l (9) - |w|. m

§13. Anwendung der Netzabschitzung

PROPOSITION 49. Fiir z € T'(u)\{u} mit |z| > R > 0 und (w, 2) € 7(Q,) gilt

1 1—R?
PP Lt L )
R R|w|cosdy

BEWEIS. Es sei (w, z) € 7(Q,). Nach Proposition 2} gilt |z| > f(|z|) - |w| mit f(¢) :

. . . /142
i(1—cV1—1?) und ¢ := e > 1. Die Funktion f ist wegen f'(t) = t2\/11_—;
monoton steigend auf (0,1). Damit gilt |z| > f(|z]) - |w| > f(R) - |w|. =

j

Im letzten Abschnitt wurde eine Abschatzung fiir 7(Fy) bewiesen, andererseits liefert
die Proposition 49 eine Abschitzung fiir 7(Q),). Aus diesen Abschitzungen folgt unter
bestimmten Voraussetzungen, dafl die Mengen 7(Q),) mit x ¢ K U {u} keine Punkte
mit 7(Fi) und folglich auch nicht mit 7 (F;) C m(F)) gemeinsam haben, es gilt also
7(F;) = m(Fx) und damit F; = Fi.

NoTaTioN. Fiir R € (0,1) sei My := VI Fg gilt My € (0, 1).

PROPOSITION 50. Es sei N C T'(u) ein s-Netz vom Radius d < 1 mit Ry < 1
und Iy > 4. Wegen 9y < Oy ist die Funktion éﬁ auf [—104,7,] definiert. Es sei
05 (9q) > 1 und ly(94) < Mg fiir ein R > Ry. Dann gilt 7(Q,) N n(Fy) = @ fiir
alle x € T'(u) mit |z| > R.

BEwEIS. Es sei € ['(u)\{u} mit |z| > R. Es sei w = 1+ itan? mit |9] < 4. Es
gilt {(94) < Mp < 1. Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 46 erfiillt, also
gilt fiir alle (w, z) € 7(Fy)

2] < £5(0) - |w].

Nach der Proposition 49 gilt fiir alle (w, z) € 7(Q)

1 V1— R?
2|2 5 =m0 ) vl
R R|w|cosdy

Damit geniigt es zu zeigen, dafl die Funktion

s (520 5)

auf [0, J4] nicht negativ ist. Die Funktion A(4) 148t sich schreiben als

cos v 1 1
AY) = a(?) - cos Vg4 + <E B R—N>




§14. Ein kombinatorisches Kriterium

mit

o0 = (- 50) S~

Wegen

1 1 1 s?
/T = o 4d2(1 — @2 —
<RN éN(ﬁ)) costd  2d? \/d( ) cos?

gllt fur 9 € [—79[1, 79d]

o(9) > a0s) = (- 5000 ) - L
:<£;—%>+M@r%MW»2O
und damit
A0 > 22 (o 5) + Ma=600) + (5~ 72

><<%;—%>+m@rwmm»>+<%—é%>:A%—%Mmy>a.

Diese Proposition kann wie folgt auf die Kantenkorona K spezialisiert werden:

PROPOSITION 51. Es sei I' = I'(p,q,7)* mit p > q > r. Es sei weiter 95 < 7 und
(c(¥4) < Mg fiir ein R > Ry. Dann gilt 7(Q,) N 7(Fx) = @ fiir alle x € T'(u) mit
|z| > R. m

SATZ 52. Essei ' = L(p,q,7)* mit p > q > r. Es sei 94 < %. Es sei ferner R > Ry
mit T(u) NU (u, R) € KU {u} und ;. (94) < Mpg. Dann gilt F= = Fx = Fg.
BEWEIS. Es gilt /¢ (94) < Mp < 1. Nach Proposition 51 gilt 7(Q,) N 7(Fx) = &

fiir alle z € T'(u)\(K U {u}) und damit Fr = Fc. Wegen Fr C Fe C Fx folgt dann
Ff - Fg - FIC- ]

§14. Ein kombinatorisches Kriterium

In diesem Abschnitt wird eine Aussage vom Typ des Poincaré-Maskit-Satzes be-
wiesen, die ein hinreichendes Kriterium dafiir liefert, dafl eine zu einem Polyeder
homoomorphe Teilmenge einer 3-Mannigfaltigkeit ein Fundamentalbereich fiir eine
Gruppenoperation ist.

Es sei M ein Hausdorffraum und I' eine Gruppe, die durch Homéomorphismen auf M
operiert.

NoTAaTION. Fiir U,V C M sei (U, V) :={y €T :47UNV # &}.
PROPOSITION 53.
(HYucUu,vcV =TUV)crUu,v.
(2) LU, V) =T(U,V) - 77"
(3) (U UU,V)=T(UV)UuT(U,V).
(4) DU,V UV') =T(U,V)UT(U,V'). u
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PROPOSITION 54. Ist fiir eine Teilmenge F von M die Familie (yF).er eine lokal
endliche Uberdeckung von M, so ist die Familie (yP)er lokal endlich fiir jede kompakte
Teilmenge P von M.

BEWEIS. Die Familie (7F).,cr ist lokal endlich. Das bedeutet: Jeder Punkt z € M hat
eine (offene) Umgebung U, derart, dafl die Menge I'(F, U,) endlich ist. Zuerst zeige
ich, daf diese lokale Eigenschaft der Umgebungen U, sich auf kompakte Teilmengen
von M tbertragen 1afit. Da P kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge I C P, so
dal P C U,¢U, gilt. Damit ist

[(F,P) C T(F,UperUs) = Upe T(F,U,)

endlich. Da die Familie (7F),¢r eine Uberdeckung von M ist und T'(F, P) endlich ist,
gibt es eine endliche Teilmenge A von I' mit P C U,eayF. Nun zeige ich, daff auch die
Familie (yP),er lokal endlich ist. Es sei # € M und es sei U eine (offene) Umgebung
von z derart, dal die Menge I'(F,U) endlich ist. Dann ist auch die Menge T'(P,U)
endlich, denn es gilt

D(P,U) CT(UyeavF,U) = UyeaT (VF,U) = Uyea(F,U) -y ' u

Es sei M eine einfach zusammenhangende 3-Mannigfaltigkeit ohne Rand, I" eine
diskrete Gruppe, die durch Homoomorphismen eigentlich diskontinuierlich auf M
operiert. Es gebe eine Teilmenge F von M derart, da8 (7F),er eine lokal endliche
Uberdeckung von M ist.

SATZ 55. Es sei P eine Teilmenge von M mit folgenden Figenschaften:

(1) P ist zusammenhdngend, der Rand von P ist eine Mannigfaltigkeit.

(2) Es sei ein Homéomorphismus von P auf ein kompaktes Polytop in R® mit homo-
genem dreidimensionalen Fahnenkomplex gegeben. Dann ist klar, was die Menge
der Seitenflichen § bzw. die Menge der Kanten K von P ist. Es sei

C:={(f,k)eFxR:kC[f}

und 7 : € — € die Involution derart, daB fiir (g,1) :== 7(f, k) gilt fNg=Fk = 1.
(3) Es gibt eine Involution o auf € und eine Familie () ez von Elementen aus T’
mit folgenden Eigenschaften:
o Esgilt o(f, k)= (vsf,vsk) fiir jedes (f, k) € €.
e Zu jeder Seite f € § und jedem Punkt x € f° gibt es eine Umgebung U von x
mit yp(UN(P)°)N(P)° = @.
o Es gilt v,,p = 7}71 fiir jedes f € §.
e I' wird erzeugt von {vs| f € §}.
(4) Essei (f,k) € € und m die Linge des To-Orbits von (f, k). Fiiri € {1,...,m+1}
sei (fi, ki) == (7o) (f, k), vi == (v, -~ vp) ", Pi =P und h; == 7, fis1.
o FEs gilt v, = 1.
e /Zu jedem Punkt x € k° gibt es eine Umgebung U von z mit

fiir allei € {1,...,m + 1} und
UNP,NP;=UNk



§14. Ein kombinatorisches Kriterium

fiirallei,j € {1,...,m+ 1} miti < j— 1.

Es sei N := T x P/ ~ mit (0vp,x) ~ (6,vx) fiiro € T, f € F und z € f.
pr: N — M sei definiert durch pr : [(y,x)] — vx.

Dann ist pr ein Homoéomorphismus und P ein Fundamentalbereich fiir die Operation
von I auf M.

BEWEIS.

(1)
(2)

(@)

(b)

Die Familie (yP),er ist lokal endlich nach der Proposition 54.

pr ist ein lokaler Hom6omorphismus: Es sei a € M und £ = [y, z] mit pr(§) = a.
Ich zeige, daf} pr lokal um £ und a ein Homoomorphismus ist. Dazu unterscheide
ich nun einige Falle:

Der Punkt z liegt im Inneren von P: Es sei U offen mit x € U C P, dann ist
die Menge {7} x U/ ~ nach Definition von N eine offene Umgebung von &, die
unter pr zu der offenen Umgebung yvU von a homoomorph ist.

Der Punkt z liegt im Inneren einer Seitenfliche von P: Es sei U offen mit
reUCPU 7}7173, dann ist die Menge

({rxUNPYU{r;'} x 7y UNP))/ ~

eine offene Umgebung von &, die unter pr zu der offenen Umgebung yU von a
homoomorph ist.

Der Punkt z liegt im Inneren einer Kante von P: Aufgrund der Homogenitat
des Fahnenkomplexes von P gibt es ein f € § mit (f, k) € €. Dann gibt es eine
offene Umgebung U von z mit

UNP; NP1 =UnNh
fir alle s € {1,...,m(f, k) + 1} und

UnNPNP;=UNk
fir alle 4,5 € {1,...,m(f,k) + 1} mit : < j — 1. Die Menge

(Y x'UNPYU---U({ym} X 70, UNP))/ ~

ist eine offene Umgebung von &, die unter pr zu der offenen Umgebung vU
von a homoomorph ist.

Der Punkt z ist eine Ecke von P: Es sei W eine so kleine offene Kugel um a,
daf fiir kein @’ € W\{a} das Urbild pr~!({a'}) eine Ecke von N enthélt. Unter
einer Ecke von N verstehe ich dabei einen Punkt & = [y, 2'], wo 2’ eine Ecke
von P ist. Nach Definition von N ist dann, falls £ = [y",2"], auch z" stets
eine Ecke von P. Die obige Wahl ist moglich aufgrund der lokalen Endlich-
keit der Familie (7P),er und der offensichtlichen Tatsache, dafi P nur endlich
viele Ecken besitzt. (AuBlerdem folgt aus der lokalen Endlichkeit der Fami-
lie (yP)er, daB pr~'({a’}) aus nur endlich vielen Punkten besteht.) Da N
Hausdorffsch ist, kann T weiterhin so klein gewahlt werden, dafl jede Zu-
sammenhangskomponente V von pr—'(W) genau einen Punkt ¢ € pr—'({a})
enthélt. Sei V' die Zusammenhangskomponente von pr—! (W), die den Punkt &
enthélt. Dann enthélt V\{¢} nur noch Punkte ¢ = [7/,2'], so daB 2’ keine
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Ecke von P ist, also so, dafl 2’ ein innerer Punkt von P, von einer Sei-
tenflache von P oder von einer Seitenkante von P ist. Diese drei Falle wur-
den bereits behandelt. Die abbildung pr [\ : V\{&} — W\{a} ist also ein
lokaler Homéomorphismus, also ist das Bild pr(V\{{}) offen. Die Teilmen-
gen vP von M sind kompakt, der Raum M ist Hausdorffsch, also sind die
Teilmengen P abgeschlossen. Die Familie (yP),er ist lokal endlich, damit
ist das Bild pr(V\{¢}) abgeschlossen. Da W\{a} zusammenhéngend ist, folgt
pr(V\{¢}) = W\{a}. Damit ist pr |\ e : V\{{} = W\{a} eine Uberlagerung
von zusammenhingenden Riumen. Alle geschlossenen Wege in W\{a} sind
nullhomotop, werden durch pr also in nullhomotope Wege in V\{¢} hochgeho-
ben. Folglich ist diese U'berlagerung trivial, also ein Homoéomorphismus. Damit
ist auch pr |y : V — W ein Hom6omorphismus.

(3) N ist zusammenhéngend: Die Gruppe I' wird erzeugt von {v;|f € §}, also
gibt es zu jedem v € T eine Folge fi,..., f, von Seitenflachen von P mit
Y=Y eV, Bssei Py = {1} x P und Pj = {vp - ...} x P fiir
j€{1,...,n}. Dann gilt P;_1 NP; # @ fiir j € {1,...,n}. Also 148t sich jeder
Punkt von {7} x P durch einen stetigen Weg mit einem Punkt von {1} x P
verbinden.

(4) pr ist surjektiv: pr ist ein lokaler Homéomorphismus, also ist das Bild pr(N)
offen. Die Teilmengen vP von M sind kompakt, der Raum M ist Hausdorffsch,
also sind die Teilmengen P abgeschlossen. Die Familie (YP),cr ist lokal end-
lich, damit ist das Bild pr(N) = U,cryP abgeschlossen als die Vereinigung der
lokal endlichen abgeschlossenen Familie (YP),ecr. Da M zusammenhéingend ist,
folgt pr(N) = M.

(5) pr ist eine Uberlagerung, da pr ein surjektiver lokaler Homdomorphismus, die
Familie (7P)yer lokal endlich und der Raum N Hausdorffsch ist. pr ist ein Ho-
moomorphismus, da N zusammenhangend und M einfach zusammenhangend
ist.

BEMERKUNG. Mit zusétzlichen Voraussetzungen (Es wurde vorausgesetzt, dal F ein
Fundamentalbereich der Operation von I auf M ist und F C P gilt.) wurde dieser
Satz im Korollar 10.2 in [KNRS] bewiesen. Er geht auf Ludwig Balke zuriick.

BEMERKUNG. Ist F C P, und gilt P = ClInt P und F = ClInt F, so folgt P = F.
Ist andererseits P C F, ist dabei F ein Fundamentalbereich fiir die Operation von T’
auf M, und gilt P = ClInt P und F = ClInt F, so folgt auch P = F.

§15. Anwendung des kombinatorischen Kriteriums

Ich wende das Kriterium in der folgenden Situation an: M := G ist eine einfach zu-
sammenhingende dreidimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand und I =TI(pqr )

ist eine Untergruppe der Stufe k in G. Die Untergruppe I von G operiert auf M = G
eigentlich diskontinuierlich durch Homoomorphismen. Es gibt eine Teilmenge J von G
derart, dafl (7F),er eine lokal endliche Uberdeckung von G ist, namlich F = F;.
Ich gebe eine Teilmenge P C S; an, fiir die ich P = F; zeigen will. Erfiillt ¥(P) die
Voraussetzungen (1)—(6), so kann ich den Satz anwenden und es folgt, dal ¥(P) = F;
und P = F; gilt.



§15. Anwendung des kombinatorischen Kriteriums

Ich liste nun die Voraussetzungen auf und beschreibe etwas genauer, wie ich bei ihrer
Uberpriifung vorgehen werde.

Die ersten beiden Voraussetzungen werde ich mit Hilfe der genauen Beschreibung
von P nachpriifen konnen: P ist zusammenhangend und homéomorph zu einem kom-
pakten Polytop in R* mit homogenem dreidimensionalen Fahnenkomplex.

Die nachsten beiden Voraussetzungen werden mit kombinatorischen Mitteln uber-
priift. Es geniigt, diese Bedingungen fiir P statt W(P) zu iiberpriifen, da ¥|s ein
aquivarianter Homoomorphismus auf das Bild ist.

Man kann zeigen, daf§ zu jeder Seitenfliche f von P ein eindeutig bestimmtes g € r
mit f C E N E; existiert, falls die Gruppe I' keine parabolischen Elemente enthalt.
Es sei yp:= ¢!

Es gilt o(f,k) = (v f,vrk) fiir jedes (f, k) € €: Fiir jede Seitenfliche f von P
berechne ich, wie f unter v, abgebildet wird. Da die Multiplikation mit 7; eine
lineare Abbildung C? — C? ist, geniigt es, die Bilder der Ecken von f auszurechnen.
Es sei f eine Seitenflache von P, die in E'g N E; enthalten ist. Eine Ecke von f kann als
Durchschnitt Eé N E'g N E‘hl N Eh2 von vier Hyperebenen dargestellt werden. Dadurch
ergibt sich eine Darstellung des Bildes dieser Ecke unter v; = g~ ' als

(BN E,NEy NEy,) =E:NEyji N Eyry, 0 Egor,.

Sind die Bilder aller Ecken von f wieder Ecken einer Seitenfliche f’ von P in richtiger
Reihenfolge, das heifit so, dafl die Bilder der von einer Kante verbundenen FEcken
wieder durch eine Kante verbunden sind, so bildet die Multiplikation mit v, = ¢+
die Seitenfliche f bijektiv auf die Seitenfliche f’ ab und {iberfiihrt dabei die Ecken
und Kanten von f in die Ecken und Kanten von f’.

Zu jeder Seite f € § und jedem Punkt x € f° gibt es eine Umgebung U von x
mit (U N (P)°) N (P)° = @: Die Seitenfliiche f sei in E, N E; enthalten. Die durch
Multiplikation mit v; = g~' gegebene Abbildung ist orientierungstreu und tiberfiihrt
die Seite f in die in Eg—l N E; enthaltene Seite. Bei vorgegebener Orientierung des
Kantenzuges der Seite f kann man an der von der Multiplikation mit ¢! induzierten
Orientierung der Bildseite sehen, dafl es zu jedem z € f° eine Umgebung U mit
g - (UN(P)°)N(P)° = & gibt.

Es gilt "}/'Yff = 7f1 fiir jedes f € §: Die Seitenflache f sei in E enthalten, dann
gilt vy =g '. Da~sf in g~ - (E,N Es) = E, 1 N E; enthalten ist, folgt

Yr =g ) T =g=9;"

T ist erzeugt von {71 f € §}: Nach dem Satz 38 wird die Untergruppe T von fuc™,
7™ und c* erzeugt, wobei n,p + 1 und n,q + 1 durch k teilbar sind. Es geniigt, die
erzeugenden Elemente von I darzustellen. In allen in dieser Arbeit genauer betrach-
teten Fallen gilt, daB fiir eine Seite von P, ndmlich fiir den Boden b, gilt v, = rq = 7%,
und fiir eine andere Seite f von P gilt v; = (7,c™)(F,c™)? (c*). Damit gilt

= ()" = (L = ()
Fuch = (P = e = () M = ()

o = (™) ()
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Im Weiteren notiere ich die in EaﬂEbﬂEé enthaltene Kante der in EaﬂEé enthaltenen
Seitenfliche als (a;b). Diese Notation ist nicht eindeutig, die folgenden Aussagen
gelten aber fiir alle solche Kanten und Seitenflachen, falls es mehrere gibt. Nachdem
ich die Wirkung der Involution ¢ beschrieben habe, kann ich fiir jedes Paar (f, k) € €
den Kantenzyklus, also die Folge der Paare (f;,k;) := (70)""'(f, k) ausrechnen. In
allen in dieser Arbeit genauer betrachteten Fallen gehoren die Kantenzyklen zu einem
der zwei folgenden Typen:

X Der Zykel besteht aus drei konvexen Kanten, die nicht im Deckel oder Boden
enthalten sind.

2 Der Zykel besteht aus drei Kanten, von denen zwei konvex und im Deckel bzw.
Boden enthalten sind, wahrend die dritte Kante nicht konvex und nicht im Deckel
bzw. Boden enthalten ist.

Die Zyklen sehen so aus:
(a;0) 5 (aHa') = (a7 'byah)
(b;a) <>~ (bYb'a) <~ (b7la;b7h)
oder, in Kurzschreibweise,

(a;b) = (a 'bya ) — (b 50 ta).

Damit gilt v = a, 75 = aa " 'b = b und v3 = bb~ ! = e. Fiir einen Zykel vom Typ X
gilt fiir eine geniigend kleine Umgebung U eines inneren Punktes der Kante (a;b)

PNU=U,NIL,NE;)NU,
WP NU = a(ly-y NI NE)NU = (N LN E) N,
WPNU=b(I, NIy1g NE)NU = (I NI, N E) N U.
Damit sind . -
Pﬂ’ylPﬂU:(IbﬂEamEé)mU
und o -
PNyPNU=(I,NENE:)NU

gleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den in E‘a N E'é bzw. Eb N E'é enthal-
tenen Seitenflachen. Ferner ist

“WPN%PNU = NE,NE)NU =a(l,-1 N E,-1,NE;)NU

gleich dem Bild der in E, 1, N E; enthaltenen Seitenfliche von P unter der Mul-
tiplikation mit v; = a. Fiir einen Zykel vom Typ 2 gilt fiir eine geniigend kleine
Umgebung U eines inneren Punktes der Kante (a;b)

PNU=(I,UL,)NE;)NT,

mPNU = a([j[aflb ﬂjafl ﬂEg) NnNU = (f{br\lfé ﬂEa) nu,
72Pﬂ U= b(jb*1 ﬂf{b—la ﬂEé) NU = (jémf{a N Eb) NnU.



§15. Anwendung des kombinatorischen Kriteriums

Damit sind 3 ~ 3
Pﬁ’YlPﬁU: (HbﬁEaﬂEg)ﬂU

und . . .
PNywPNU=(H,NENE;)NU

gleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den in Ea N Eé bzw. E,, N Eé enthal-
tenen Seitenflachen. Ferner ist

PNywPNU = (iémEmea) NnNU = a(fa—l mEa—lmeé) nU

gleich dem Bild der in E,-1,N E: enthaltenen Seitenfliche von P unter der Multipli-
kation mit 1, = a.
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Die Serien E, Z und Q




f‘,’%&% sei | € {1,2,3} unde = T'(p,3,3)" mit p = Ik + 3 bzw. ' = T'(p,3,2)"
'io,;\)A p=1k+6bzw. ' = T'(p,4,2)* mit p = Ik + 4. Dabei entsprechen die

)

,\;‘//4')) Falle [ = 1, 2 und 3 den Serien F, 7 und Q. Fir die Konstruktion des
Fundamentalbereichs von IT" sei der Fixpunkt u = 0 der Ordnung p gewahlt.

§16. Voriiberlegungen

NOTATION. Der Koeffizient A und der Winkel « seien wie folgt definiert
A=2 a=Z%  imFalleT =T(p,3,3)"
A=1, a=Z  imFalleT =T(p,3,2)*
A=2 a=Z  imPFalleT =T(p,4,2)"

BEMERKUNG. Die Notation ist so gewahlt, um die Falle T'(p, 3,2)* und T'(p,3,3)*
einheitlich behandeln zu konnen. Der Grund dafir, dafl die Beweise fir diese zwei
Félle analog verlaufen, ist die Tatsache, dafl die Gruppe T'(p, 3, 3) eine Untergruppe
vom Index 2 in T'(2p, 3,2) ist.

ERINNERUNG. Ich trage nun die Notation fiir T' = ['(p,q,r)* aus dem Kapitel T und

den Propositionen 39 und 47 zusammen. Es gilt 94 = g—}’; und rq = (7,)F = 7, (49y).

Es gilt ferner C' = cosh ¢,,, S = sinh ¢,,, B = sinh ¢, - sin% und Ry = tanh/,.

PROPOSITION 56. In den hier zu betrachtenden Féllen gilt nach (A5)

C’:ctgz - ctg a.
q

ProprosIiTION 57. Es gilt
[-¥q=7% —3a in den Fallen I =T(p,3,3)" und T =T'(p, 3, 2)F,

[-9g=7—2a im FalleT =T(p,4,2)".

BEwEIs. Im Falle T' = I'(p, 3, 3)" gilt

mlk  w(p—3) w 3 T

=y T Ty T2y
im Falle ' = T'(p, 3, 2)* gilt
g =k _Tp=6) 7 Sm_ 71 4
2p 2p 2 P 2
im Falle T = T'(p, 4, 2)* gilt
—4 2
g, T T o 2w T

2 2p 2 p 2

ERINNERUNG. Fiir T = T(p, ¢, )" gilt ry, = 7, (27/p), 7o = 1o (27/q), T = 7(27/7).
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PRrRoPOSITION 58. FEs sei
coS %

sina

Dann gilt

ry = (€77,0), r,=(iA e —iB), 177" =(iA.e®, —iB).

v

Im Falle T = I'(p, 4,2)" gilt auferdem r2 = (iC, —iS).
BEwEIis. Nach der Proposition 39 gilt

ry = (€77,0), r,= (cosz + iCsinE, —iB), it =(- cos = + iC’sinE, —iB),

q q q q

und im Falle I = T'(p, 4, 2)* gilt 72 = (iC, —iS). Wegen C' = ctg T - ctg o folgt

T ., . m Cosy . . i
+cos — +iC'sin — = —2(£sina + icosa) = Aie™.
q q sina

Damit gilt 7, = (Aie™™, —iB) und r¢~' = (Aie’®, —iB). m

ERINNERUNG. Fiir T = T'(p, ¢, 7)* gilt

fu = Fu(zﬂ'/p)a fv = 7:,,(271'/(]), 'Fw = ’Fw(271'/7“)

und 7P = 71 = i = 7 iy, = c.

PROPOSITION 59. Im FalleT = T'(p, q,2)* gilt 7,77, = 797"
BEWEIS. Es gilt 7,7, 7,7 = (747)2 = (7, ¢)? = ¢ und damit 7,77, = 7, lc = 74 1. m

ProprosiTiON 60. Es gilt

arg(r,) = —, arg(r,) = 5 o, arg(i 1) =7 to,

T
p
und im FalleT = T\(p,4,2)" gilt auBerdem arg(72) = Z.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus den Propositionen 18 und 58. n

DEFINITION. Es sei p : L — L die Konjugation mit dem Element a := 7,(2a),
also p(g) := aga'. Die Abbildung p ist eine Isometrie von L, die Abbildung p|s ist
ein Automorphismus.

PROPOSITION 61. Fs gilt 7(p(g)) = (w, 2¢*®) und arg(p(g)) = arg(g) fiir g € L mit
7(g) = (w, z). Damit gilt p(,) = 7, und p(c) = c.
Im FalleT = T(p, 3, 3)F gilt

~—1

p? 0% (g) = ragr,t, PP =id, p(F,) =70t

p'(g) =Tugh,’, P
In den Fillen T = T'(p,3,2)* und T = T(p,4,2)k gilt

plg) = Fugiyt,  P"(g) =ragry', P =id, p(F,) =R



§16. Vortiberlegungen

BEWEIS. Es sei a := 7,(2a) und g € G mit 7(g) = (w, 2). Es gilt w(a®') = (e*®,0)
und damit,

W(ﬁ(g)) = (61'04,0) . (w,Z) . (G_m,()) — (61'04, 0) . (we—iajzez’a) — (w, Ze?z’a)_
Nach der Proposition 16 gilt

arg(p(g)) = arg(a) + arg(g) + arg(a™") = arg(a) + arg(g) — arg(a) = arg(g).

Wegen 7(7,) = (e/™?,0) und 7(c) = —e = (—1,0) gilt also p(7,) = 7, und j(c) = c.
Im ersten Fall gilt 7,(22)? = 7,(4a) = 7,(27/p) = 7, und damit p*(g) = r,g7,"
und p?*(g) = kgrsk = ragr;t. Wegen 72 = c folgt p?(g) = rPgr,? = cgc™' = g.
Im zweiten Fall gilt 7,(2a) = 7,(27/p) = 7, und damit p(g) = 7,97, ' und p*(g) =
kg kb = rqgry'. Wegen 77 = c folgt pP(g) = gr,” = cgc ' = g. Im ersten Fall
zeigt man p(7,) = 74171 durch explizite Rechnung mit Hilfe der Proposition 58. Im
zweiten Fall gilt 7,7,7, = 797" nach der Proposition 59 und damit p(r,) = 7,7,7, ' =

Sq—17-2
riITir .,

DEFINITION. Die Elemente gy, ; € G fiir m,t,j € Z seien definiert durch
~m~t ~7 —1
gmatzj = r’lrzlrf]r’ljbc :

PROPOSITION 62. Es gilt gy 1j(1) = Tpmy. m

PROPOSITION 63. Es gilt (gmt;)™" = Gp—jg—t.—m-

BEWEIS. Es gilt ()~ = (Frryre )™ = 7777 ™. Wegen 7, = 7 = c gilt
RO = PRI = g gt me
PROPOSITION 64. Nach der Proposition 59 gilt im Falle T = T'(p, ¢, 2)*

gmylaj = gm*lyqfly.]*l und gm,Q71,] = gm+1a17]+1' n

PROPOSITION 65. Im Falle T = T'(p, 3,3)* gilt p*(gmsi) = Gmr1j—1 und p(gm.i ;) =
Jm2.j—1. In den Fillen T' = T'(p,3,2)F und T' = ['(p,4,2)* gilt p(gmi;) = Gmi14i—1
und p(gm,1.,5) = Gm,g-1,-2-
BEWEIS. Nach der Proposition 61 gilt im ersten Fall p?(g) = 7,g7, ' und im zweiten
Fall p(g) = 7,97, '. Dabei gilt

FuGmiTe ' = Fu(Fribile™ it = Pl m e = g0

Wiederum nach der Proposition 61 gilt p(7,) = 7, und p(c) = ¢, ferner gilt im ersten

Fall p(7,) = 7471771 und im zweiten Fall p(7,) = 77~ 72, Damit gilt

pGm,1) = POETTTLE™) = p(F0)™p(F0) p(Fu) ple) ™" = T (7)™
und folglich _
P(Gm1g) = o (o, e = gmzj
im ersten Fall und

P(Gmg) = P (F 7)™ = G152

im zweiten Fall. m
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DEFINITION. Essei j € Z mit j = mod 2. Es sei
im Falle T = I'(p, 3,3)* : fm,] = 0" (9o 194k z+J)
im Falle T' = T'(p, 3,2)" : = 0" (9o,440152),
im Falle ' = T'(p,4,2)" : meJ = 0" (90,1 34020)s

fomy1j =P (90,2,2+k-1.#)'

Aus der Proposition 65 folgt

im Falle I' = L(p,3,3)": fmi = ﬁm(90,1,2+k-%) - ﬁm_1(90,2,1+k~%)’
im Falle f‘ = F(p, 37 2)k : fm,j = ﬁm(gg 1 4+k.ﬂ) - ﬁm71(90,2’2+k.%)7
im Falle T = ['(p, 4, 2)”c : Jom; = (go L34k l+J) — ﬁm71(90,3,1+k-%)’

fomt1,5 =P (90,2,2+k.’§)'

DEFINITION. Eine Isometrie ¢ von L ist eine Symmetrie des Fundamentalbereichs 5,
wenn (0P) = 0P und ¢(F;) = F; gilt. Dabei ist P = |J, .5, Qa-

BEMERKUNG. Fiir jede Isometrie ¢ von L gilt cp(ﬁ ) - H o(g)- Damit folgt aus der
Definition von 0P und Fg, daf} eine Isometrie ¢ von L genau dann eine Symmetrie
von Fj ist, wenn o(T) = T, ¢(gTy) = ¢(g) - Ty, fiir alle ¢ € T und ¢(&) = ¢é gilt.
Ist ¢ eine Isometrie von L und g0| & ein Automorphismus, so ist ¢ genau dann eine
Symmetrie von Fj, wenn ¢(I') = I’ und o(T,) = T, gilt.

ERINNERUNG. Die Isometrie 77 von L ist definiert als die Hochhebung der durch

n((w, 2)) = (@, 2)

gegebenen Isometrie von L mit 7(é€) = é. Es gilt arg o = — arg. Die Isometrie 7| ist
ein Automorphismus.

PROPOSITION 66. Die Isometrien p und 1 von L sind Symmetrien von Fy.

BeEwEIS. Die Isometrien p|s und 7|5 sind Automorphismen, also bleibt es zu iiber-
priifen, daf T und T, unter p und 7 invariant sind. Dabei wird T’ nach dem Satz 38
k

von 7,c™, f,c™ und c* und I‘ von rq = 1, erzeugt. Nach der Proposition 61

gilt p(7,) = u, p(c) = ¢, im Falle T' = T(p,3,3)* gilt p(7,) = 77~ '7-! und in den
Fillen T' = I'(p,3,2)* und ' = I'(p,4,2)* gilt p(7,) = 797 2. Nach der Proposi-
tion 19 gilt 7(7,) =7, ', 7(7,) =7, und 7(c) = ¢! wegen u,v ) € 0,1)CD. u
PROPOSITION 67. In den Fillen T' = ['(p,3,3)* und T = ['(p,3,2)* gilt p(fim,) =
finr1g und 7 fo;) = fi,—j. Im FalleT =T(p,4,2)" gilt p(fm,;) = finrogs 1(fo;) = for i
und 7(f1;) = f1,-5-

BeEwErs. In den Fillen T' = T'(p,3,3)* und T = T'(p, 3,2)* gilt f,.; = 7™(fo;) und
damit p(fm,) = P (fo;) = fmiry Im Falle T' = T(p,4,2)" gilt fon; = 7™ (fo;)
und foms1,; = p"(fr5)- Damit gilt p(fom,;) = 5™ (fo ) = fomsz; und p(fomsry) =
P (fo) = feems1)42,;- Im Falle T' = T'(p, 3, 3)k gilt

1(fo) = (90 1,24k ’+J) = (90,71,72719.%)62 = Jo3-1p—2-k- = Yoo 14k 150 = fi,-j-



§16. Vortiberlegungen

Im Falle T = T'(p, 3, 2)* gilt
1(fog) = 77(90,1,4+k-#) = (90,—1,—4—19-#)02 = Yo3-1p—dk-li = ook izt = F1,-5-
Im Falle T' = I'(p, 4, 2)* gilt
1(fo,5) = ﬁ(90,1,3+k-%) = 90,71,73%-%02 = Joa—1p—3—k- = Jo314k- 51 = fo—j
und

~ ~ 2
n(fi) = 77(90,2,2+k.#) = 90,—2,—2-k-C = Joa—2p-2-k = Go224k 50 = fi—j-m

BEMERKUNG. Die Gruppe (p,7) ist isomorph zur Diedergruppe der Ordnung 4p
im Falle I' = T'(p,3,3)" und zur Diedergruppe der Ordnung 2p in den Fillen I' =
T'(p,3,2)* und T = T'(p,4,2)*. Analog zu [Ba, Proposition 8] kann man zeigen, daf
die Gruppe aller Symmetrien von F; gleich der Gruppe (p,7) ist.

PROPOSITION 68. FEs gilt

im FalleT =T(p,3,3)F:  T(z, fomj|j €Z, j =1 mod 2},

foms1 17 €Z, j =1 mod 2},

~

(

(Tm,2
im FalleT =T(p,3,2)F T(xm,
imFalleT =T(p,4,2)" 1 T(@m1) = T(@m 13) = {fom; | €Z, j =1 mod 2},

(

3
I
=
8
3
L
K>
[
=
3
<.
=
m
N
.
I
=
=}
(o
(\]
br—/

~

Bewers. Ich zeige, daB T(vm1) = {fom;jlj € Z, j = | mod 2} im Falle I' =
['(p,3,3)k gilt, die anderen Aussagen zeigt man analog. Die Gruppe T = T'(p,3,3)k
wird nach dem Satz 38 von den Elementen 7,c", 7,c" und c* erzeugt, wobei 3n + 1
durch k teilbar ist. Dabei gilt

o1 =Foite = (Foc™) (Fuc™) (") "% €T

Es gilt ferner

fom—1 = 0" (fomt) = 7 foiiy ™ = (Fuc™)™ fot(Fuc™) ™ €T
Nach der Proposition 62 gilt fon, —;(u) = 1. Aus fom,—1 € [ und fom,—1(u) = T
folgt fom,—1 € T(Tm,1). Damit gilt (wegen T'(u) =T, = {r}|j € Z})

T (i) = fom—1 - T(w) = { fom—17 |7 € B} = { fom,—112; | ] € L}
:{fgm,j|j€Z, j =1 mod 2}.!

PROPOSITION 69. Es sei j € Z mit j =1 mod 2. Dann gilt arg(fm, ;) = j - ¥4 und
damit |arg(fm,;)| < 5, falls || <.

BewEis. Nach der Proposition 61 gilt arg(p(g)) = arg(g) fiir g € T. Daraus folgt

arg(fom,;) = arg(fo;) und arg(fomi1;) = arg(fi;) im Falle I' = T'(p, 4, 2)*, sowie
arg(fm,;) = arg(fo;) in den Fillen I' = T'(p, 3,3)" und I = ['(p, 3, 2)*. Ich zeige nun,
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daB arg(f,, 1) = —1- 9, gilt. Dabei benutze ich die Propositionen 16, 57 und 60. Im
Falle T' = ['(p, 3, 3)* gilt

arg(f[]’,l) = arg(fvfchl) = (g — CY) +2- 20— =— (g — 3a> = —[ -9,
Im Falle T = I'(p, 3, 2)F gilt
arg(fo,—1) = arg(Fyrc”') = (g - Oz) +4-a—m=— (— - Sa) = —1 -,

Im Falle T = T'(p, 4, 2)* gilt

Es gilt ferner arg(f, j+2) = arg(fm,jrqe) = arg(fm,;) +294. Damit gilt arg(f, ;) = j0q.
Im Falle [j| < gilt

™
()| < [a8(fmst)] =10 < .

DEFINITION. Es sei

E N Efm,j? Hm,j = Hfm,ja Im,]' = Ifm,j’
Em,j = ETI’(fmJ)? Hm7] = HTI’(fm,j)’ Ims] = Iﬂ(fmsj)’
Em,j = ETI’(fmJ)? Hm7] = HTI’(fm,j)’ Ims] = m(fm.j)*

ProrosITION 70. Nach der Proposition 40 konnen die Ecken- und Kantenkorona wie
folgt beschrieben werden:

Im FalleT =T'(p,3,3)F gilt £ =K = {21, Tm2 |0 <m < p}.

Im FalleT =T'(p,3,2)" gilt Ty = Tomi11,
E=K={xm1]|0<m<p}.

Im FalleT =T'(p,4,2)* gilt s = Tyt
E={Tm1,Tm2|0<m < p},
K={zm1|0<m<p}.n

NOTATION. Es sei ap, := fom—15 bm 1= fm—142, Cm = frn—144a und dy, 1= fr, _136. Zur

besseren Lesbarkeit schreibe ich TA,, statt fam, I A,, statt fﬂ(am) und A, statt I,
und so weiter.

NoOTATION. Es gilt
Se=m(S:) ={(1+wi,z) € L:|w| <wst

und . .
Se={g€L:m(g) €S, |arg(g)| < Ja}.



§17. Die Falle I'(p, 3,3)* und I'(p, 3,2)*

Es sei Se={(1+wi,z) € @ : |w| < wy}. Es gilt S, = S, N L. Fiir eine Teilmenge N
von T'(u)\{u} gilt

Fx=S:N() Re=E:N0QuN () Ra

TEN TEN

ES gi].t feI‘neI‘ Ff\ - Ff\(u)\{u}.

Ich skizziere jetzt den Gang der Berechnungen von F; (zur Vereinfachung der Darstel-
lung gehe ich jetzt nur auf die Falle T = I'(p, 3,3)* und T = ['(p, 3, 2)" ein). Zunichst
gebe ich ein Polyeder P C S; mit P C Fi an, beschreibe sein Bild 7(P) in S, und
gebe ein Polyeder P in S, mit n(P) = P N L an. Ich untersuche das Polyeder P,
beschreibe die kombinatorische Struktur seiner Seitenflachen und veranschauliche sie
durch Abbildungen, die schematische Darstellungen eines Ausschnitts der Oberflache
von P (ohne die Seiten, die in Ew(m) bzw. EA'W(TJI) enthalten sind) zeigen. Dann zeige
ich, da P ¢ L und damit 7(P) = PN L = P gilt. Auf ¥(P) wende ich den Satz 55
an, wie es im Abschnitt iber die Anwendung des kombinatorischen Kriteriums an-
gedeutet wurde. In allen Fallen werde ich mit Hilfe der expliziten Beschreibung der
kombinatorischen Struktur von P = 7(P) ~ P ~ ¥(P) die Voraussetzungen des Sat-
zes nachpriifen kénnen, also ist ¥(P) ein Fundamentalbereich der Operation von I
auf G. In den Féllen [ > 2 zeige ich mit Hilfe des Satzes 52, daB Fr = Fx gilt.
Dann gilt: Sowohl ¥(P) als auch ¥(F;) sind Fundamentalbereiche der Operation
von T auf G, dabei gilt ¥(P) C W(Fx) = ¥(F:), woraus ¥(P) = ¥(F:) und P = F:
folgt. In den Féllen [ = 1 untersuche ich P = 7(P) weiter, um zu zeigen, daf nicht
nur P C F, sondern auch P = Fi und damit Fr C Fx = P gilt. Dann gilt: So-
wohl W(P) als auch W(F:) sind Fundamentalbereiche der Operation von I' auf G,
dabei gilt ¥(F:) C ¥(P), woraus U(P) = U(F:) und P = F; folgt.

NOTATION. Fiir —wy < o' < w" < wyund M C L sei

MW W :={ge MnS;::7(g) = (1+wi,z), we [w,w"]}
Die Teilmengen M|w',w"] € S, N M fiir M ¢ L und M[w',w"] ¢ S, N M fiir M ¢ C?
werden analog definiert.

BEMERKUNG. Die Isometrien j bzw. 7 von L induzieren auf
SeC{1} xRxC=RxC

eine Drehung (w, 2) — (w, 2¢%®) um die w-Achse um den Winkel 2a bzw. die Abbil-
dung (w, 2) — (—w, 2).

§17. Die Fille I'(p, 3, 3)* und I'(p, 3, 2)*

Es sei I' = I'(p,3,3)" mit p = Ik + 3 bzw. I' = I'(p,3,2)" mit p = Ik + 6. Es sei

das Bild von T in PSU(1,1). Fiir die Konstruktion des Fundamentalbereichs von T
sei der Fixpunkt v = 0 der Ordnung p gewahlt.

BEMERKUNG. Es gilt a = 3= € (0, 5] im Falle I =T(p,3,3)" und o =

i z € (0,Z] im
Falle T' = T'(p, 3, 2)*.

us
p
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Es gilt £ = K. Es gilt nach der Proposition 47 mit Hilfe von (A5)

1 1
C=—.ct A= >1
V3 e 2sina ~
! 3 si D ! D ! 2 si D
— = sin « - — =cosa - — =2sina -
S " Ry " B
mit
D= S8 Sy,
cos 3o
Esgiltﬁd:g—;:%—% (O,g),alsoﬁd:%—?)afﬁrl:l,ﬁd:%—%“fﬁrl:2

und ¥y = T — o fiir [ = 3. Bs gilt \ = 1 im Falle T' = I'(p,3,2)* und A = 2 im
Falle T' = T'(p, 3, 3)*.

PROPOSITION T1. Es seil > 2, dann gilt ¥, € (0, %), also ist {,-(04) nach der Propo-
sition 4 definiert, und es gilt

le(Wg) =D - (cosa —sinay/4 cos? ¥y — 1) :

BEweis. Es gilt

1 1
le(Da) = = — 5 \/608279[1—(}082% =D- <cosa—sina\/4cos?19d— 1) .=

Ry

Es wird nun ein R > Ry mit I'(u) N U (u, R) € K U {u} benétigt, um den Satz 52
anwenden zu konnen.
PROPOSITION 72. Es gilt R > R und I'(u) N U (u, R) € K U {u} fiir
cosa 1
R:= - —.
cos2a D

BEwEIS. Fiir jedes z € T'(u)\{u} — K gilt

2
cosh p(0,x) > w —1.
sin” «v
Fiir den Fall T' = T'(p, 3,3) folgt es aus dem Lemma 11.2 und der Formel (11.6)
in [KNRS] mit Hilfe von (A1.4), wobei der Winkel «, in [KNRS] dem Winkel 2«
hier entspricht. Fiir den Fall I' = T'(p, 3,2) folgt es aus dem Lemma 6.1 und der
Formel (6.15) in [Fi] mit Hilfe von (A3.2), dabei entspricht w aus [Fi] hier 2 cos a.. Es

gilt ferner

2 cos® 2o — 2sin® v = (cos 4a + 1) + (cos 2a — 1) = cos 4a + cos 2a

= 2cos o cos 3«

und folglich

2 cos? 2 2 cos «v cos 3
Q2 =+
sin” « sin” «
Damit gilt nach der Formel (A6.1)

o] = coshp(0,7) —1 _ cosacos3a R
~coshp(0,z)+17  cos22a
fiir jedes € ['(u)\{u} — K. Es gilt ferner
1 2 1
— = Docosa-D=—.u

R cos « Ry



§17. Die Falle I'(p, 3,3)* und I'(p, 3,2)*

ERINNERUNG. Es gilt Mp = =Y~ ”}%_RZ € (0,1).
ProrosiTiON 73. FEs gilt

Ccos 2cv — Sin «

Mgr=D
cos «
BEWEIS. Die Behauptung folgt aus D = />, % = % - D und

1 1 1 \/0082 200 — €OS . cos 3o ;
_.‘/__ - =tana. =
D R? cos?

Damit 1a8t sich der Satz 52 wie folgt spezialisieren:
SATZ ). In den Féllen | > 2 gilt {,-(04) < Mg und damit Fz = F.

BEWEIS. Ich wende den Satz 52 fiir den in der Proposition 72 definierten Radius R
an. Es ist zu zeigen, dal Mg > (,-(9,) gilt. Benutzt man die Propositionen 71 und 73
und formt die Ungleichung um, so sieht man, daf

2 .
Ccos® o — coS 2« + sin «v
Vacos?d, —1>

sin v cos av

zu zeigen ist. Es gilt nach (A1.9) und (A1.10)

cos?a —cos2a +sina 1 +sina . (7r a)
= = g

sin o cos « cos « 4 2
und
g 4 2 _sinQ(%—%)'
Es ist also zu zeigen, dafl
L (T«
2 cos ¥, sin <Z — 5) >1

gilt. Im Falle [ > 2 gilt 0 < g < § — %‘“ < 7 und damit cosvy > cos(
geniigt also, die Ungleichung

T 3a T «
2 — — — | si (———)21
COS<4 2>Sm 4 2

T — %) Es

zu zeigen. Dabei gilt

5 7r3a,(7r a)_,+,(7r2>
cos 1 5 sin 173 = sin o + sin 5 «

—sina + cos2a =sina + 1 — 2sin’ «
=1+sina(l —2sina) > 1

wegen sina < 5. m

1
5
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ERINNERUNG. Fiir j € Z mit 7 =1 mod 2 gilt

im Falle f = F(p, 37 3)k : fm,] (90,1,2+k H'J) ﬁm 1(90&14&.%)?
im Falle T' = T'(p,3,2)" : fmji=p (90,1,4+k~%) " (90,2,24—1@-#)'

Es gilt insbesondere

im Falle T = ['(p, 3, 3)" : Jom,—1 = Gm,2-m>  fomi = Gm,1ip—1—m;
f2m+1,fl = Om,2,1—m; f2m+1,z = Gm,2,p—2—m>
im Falle f = F(pa 37 2)k : fm,fl = 0m14-m = 9m-1,2,3-m)

fm,l = 9m—-1,2,p—3-m = Im,1,p—2—m-
ProprosiTION 15. Es gilt

fmgra = fmgs2s  fmjrary = fmjs
Fafmi = Fmiskgrz  Ta fmg = Fm-xkj2
fn_z,llf2j = fmt347kj—(1—-27)5

fog = fmas—ts by = fmesis

und auflerdem im Falle l =2 f 1 = S22 o0 = Jride o
’ 2 2
fm—l—l,—lfm—l,—l = fm,—la
n_z,lfl = ~_?)(Jtm—l,l)an_%lH 1= ﬁ_g(fm+1,—l)f;171 >

-1 Akj+3) Akj+3) -1
m,—1+2j — P( ! (fm 1l)fm+17l+2j P( ! (fm 1,-1) m—1,—142;5"

Mit ay, = fin—1, bm = fm,—142 und ¢y, = fr_i44 gilt also

-1 -1
AmTq = bma bmrd = Cm, bmrd = Qm, CpTy = bma

Am+10m—1 = Am,

O =P (frn1) s = 0 (O )01
by =p k) (fin— ll)bm+1 =p (Ak”)(amﬂ)bﬁl—la
=0 P (fu ety = P ams) el

BEWEIS. Nach der Proposition 61 gilt 5**(g) = rygr;'. Damit gilt

Tdfm,g p (fm,yrd) (fm,g-i-?) fm+/\k,j+27
fm,a P Ak(fm,a ) ﬁ (fm,j—Q):fm—Ak,j—Q-

Nach der Proposition 63 gilt im Falle I' = T'(p, 3, 3)*
fo_,z1 = 001 p1 = 91,20 = 3,1
und im Falle T = T'(p, 3, 2)*

~1 -1
fo,l = 90,1p-2 = 92,20 = fs.1-



§17. Die Falle I'(p, 3,3)* und I'(p, 3,2)*

Damit gilt
Foias = (foura®) ™" = rhfol = rifs1 = Fainmiit2i = Frami—(-25)
und
Friaj = (0" (fo—23)) " = 0" (fousg) = P (fsiaki—(1=25)) = Fmt3+xks,—(1=2)-
Es gilt im Falle T' = I'(p, 3, 3)*
fl,—lf—l,—l = 00,2,19-1,22 = 90,4,20_1 = 900,12 = fo,—l
und im Falle T = T'(p,3,2)k
fi—if-1,-1= Go220-224 = 90,4,451 = Go,14 = fo,—1-
Damit gilt
Jmsr,—tfm—1,—1 = " (fr,—)P" (f-1,—1) = P (fr,—if=1,—1) = " (fo,~1) = fm,—1-
Es gilt ferner
/373(fm71,z)f,;}r1,_l = fmf4,lfn;_1|_1,_l = f;il,_l n;lrl,_l = (fmsr,tfm1, ) ' = f;,l_l
und
~—3 -1 _ 1 _ 1
P (fmr, ) fonr oy = o iU ifn2 1) = frus:
Es gilt ferner
Fontinj = () = fo =g fnaaf st = Pt skja2fmr
= fmf4f)\kj,ﬂ”;]f$r1,4 = fmf4f/\k:j,l(fm+1,fl7’é)_1 = fmf4f/\kj,lfn_1<1|>1,fl+2j
= /37(Akj+3)(fmfl,l)f;—ll—l,—l-;-Qj
und analog fn_z,lfl+2j = ﬁi(/\kj+3) (fm-l—l,—l) ;1,1’,“,%- L]
NoOTATION. Fiir M € C* und w € R sei M(w):={z € C: (1 +iw,2) € M}.
PrRoPOSITION 76. Nach der Proposition 58 gilt
7T(f0,j) =(A- eijﬂd, B- e*i(aﬂ'ﬁd)), 7T(f1,j) = (A- 6ij19d, B. ei(a*jﬁd))

und somit

A(cos(jq) + wsin(jidy)) — 1
B

A(cos(j04) + wsin(jig)) — 1
B

z € IA[]’]'(W) < z1cos(a+ jU4) — zesin(a + jiy) <

z € fl,j(w) < 2z cos(a — jig) + zosin(a — jU4) <

mit z; = Re(z) und 2z, = Im(z). Es gilt insbesondere

z€ Iy (w) <= zsinda + zcosda < %(A(sin?)a —wcos3a) — 1),
z € [AO’[](CU) < z1c0800 — zSina < %(A - 1),

z € Ip)(w) <= 2 sin2a — 2, c082a < é(A(sinSa + wcos3a) — 1),
zel_(w) <= zsin2a+ 2 cos2a < %(A(sin?)a —wcos3a) — 1),
z € fl,g(w) < z1co8a+ zsina < %(A - 1),

z €I (w) <= 2z sinda — 2z, cosda < %(A(sin?)a +wcos3a)—1).
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§18. Die Fille I'(k+3, 3, 3)% und I'(k+6, 3, 2)k

NotTATION. Es gilt ¥, = g—}’; = 7 — 3a und wg = tandy = ctg 3.
NoOTATION. Es gilt a,, = fim,—1, by = fin, und ¢y = fin 3.

UNGLEICHUNGEN. Nach der Proposition 16 und der Formel (A1.11) gilt mit

A cos o

D=_= > 1
B cos 3
und w = tan
A 1 1 i _19
2z € [Ay(w) <= 2z sinda + 2y cosda < B(Sina—wcosa) =5 %
A 1 1 i 19
2z € IBy(w) <= 2z sin2a — 25 c082a < B(Sina+wcosa) - D %
1
= E(A(sin?)oz +wcos 3a) — 1),
A 1 1 i _19
z € [A(w) <= 2z sin2a+ z;c082a < B(Sina—wcosa) =5 %
A 1 1 i 19
z € IB)(w) <= 2z sinda — 23 cosda < B(Sina+wcosa) = o %
1
- E(A(sin?)a +wcos3a) — 1),
. 1
z € ICy(w) <= 2 sin8a — 23 cos 8 > E(A(sin9a+wcosgoz)+1)
sin(9« + ) + 2sin acos ¥
=D. )
cos v
. 1
z € IC)(w) <= 2z sin10a — 25 cos 10a > E(A(sin9a+wc089a)+1)-

PROPOSITION 17. Es gilt 0 ¢ (HAy N HBy)(w).

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

z€ HAy(w) < zsinda + zcosda > —(sina — wcosa),

S~

z € HBy(w) <= 2z sin2a — zcos2a > —(sina + wcos ).

Aus 0 € (HAyN HBy)(w) wiirde also sin @ +w cos a < 0 und damit sina < 0 folgen. m
PROPOSITION 78. Die Winkelhalbierende des Sektors (H AgNH By)(0) geht durch den

Koordinatenursprung.
BEwEIS. Ich wende (A7.4) mit H~ = HAy(0) und H* = HBy(0) an. Die Unglei-
chungen der Halbebenen sind

z € ﬁAO(O) <= z1sinda + 2, cosda > — sinq,

Sl=3l =

zEfIBO(O) — z;8In2a — 23¢c08200 > —sSina. m
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PROPOSITION 19. Die Geraden EBy(w*), EB;(w*) und EA;(w*) mit

an o

w* = tanactg2actg 3o = wg € (0, wyq)

n2o

schneiden sich in einem Punkt.

BEwWEIS. Gleichungen:
. 1
z € EBy(w) <= 2z sin2a — 23 co82a = B(sina + wcos ),

2 € EB(w) <= 2z sinda — z,cosda = B(sina-l—wcosa),
. 1
2z € FA|(w) <= 2z sin2a + 23 co82a = B(sina — wcos ),

Ich wende (A7.2) an. Es gilt § = sin 2« # 0. Mit Hilfe der Formel (A1.12) folgt
D - A(w) = (sinb6a — sin4a) (sin o + w cos ) + sin 2a(sin a — w cos «)
= (sin 6ar — sin 4 + sin 2«v) sin a + (sin 6 — sin 4o — sin 2a)w cos «

= 4 sin a(sin o cos 2a cos 3o — w cos v sin 2asin 3av)
4s

in acos asin 2asin 3a(w* —w). »

DEFINITION. Es sei
P = () (IAn UIBp)[~wawd.
me7Z
Aus der Proposition 68 folgt P C Fic. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, dafl

7(P) = (| IAn UIB,)[~ws,wd]

meZ

gilt und 7|p : P — m(P) ein Homdomorphismus ist. Es sei

P:= () (IAn UIB,)[~wa wd).

meZ

Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P. Dafiir wende ich
die Proposition (A7.6) mit H~ = HAy, H* = HBy, f = £~ = 30, w° = 0, wt = w*
an. In den Propositionen 77, 78 und 79 wurden die Voraussetzungen der Proposition
(A7.6) iiberpriift. Ferner entsteht P[—wq, 0] aus P[0, wy] durch Anwendung der von 7
induzierten Isometrie von S,. Die Kombinatorik der Seitenflache von P ist in der
Abbildung dargestellt.

Wd
bmfl bm bm+1

w*

_— w*
Am—1 Am, am41

ABBILDUNG 3. Die Seitenfliche von P fiir [ = 1.
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Ich zeige nun, daB P C L gilt. Aus der Beschreibung von P[0,w*] sicht man, daB
es dafiir geniigt, fiir die Kanten von P zu zeigen, daf} sie in L liegen. Aus Symme-
triegriinden reicht es aus, die Kanten

(EBy N EB))[w*,wa), (EAyNEBy)[0,w*] und (EByn EA))0,w]

zu betrachten. Aus der Beschreibung von P[0, w*] ist klar, da fir w € [0,w*] der
Punkt (EAy N EBy)[0,w*] im Dreieck mit den Ecken

0, (EB_,NEA)(w), (EBynEA)(w)
liegt. Damit geniigt es zu zeigen, dafl die Kanten
(EBy N EB))[w*,wg] und (EByN EA))[0,w]

in L liegen.
PROPOSITION 80. Es gilt (EBy N EB;)(w) € L(w) fiir alle w € [0, wg].

BEWEIS. Berechnet man den Schnittpunkt z(w) der Geraden EBy(w) und EB;(w),
so sieht man, dafl mit w = tan? und 0 <9 < Vg =§ — 3, also a < a+ 9 < § — 2a,
gilt

|z(w)] 1 sin(a+9) sin(a+9) _ cos2«a
—_— = < < <1l.m
Vi+w?2 D cos v cos (v coS o

PROPOSITION 81. Es gilt (EByN EA,)(w) € L(w) fiir allew € R.

BEWEIS. Berechnet man den Schnittpunkt z(w) der Geraden EBy(w) und EA; (w),
so sieht man, dafl gilt

2 1 sina 1

1u))|_5-sin2oz<’

nw)| 1 cosa \/cosacos?;oz _ \/cos4a+cos2a
w | D cos2a cos? 20 cosda + 1

Damit gilt |z;(w)] < 1 und |23(w)| < |w]|, also folgt |2(w)| < V1+ w?. =

Aus den Propositionen 80 und 81 folgt P ¢ L und damit 7(P) = PN L = P.
PROPOSITION 82. Es gilt a,' = p2(bm), b, = p*(am), amra = bm, by’ = am,

7 om = p%(am), Taam = p(by) und

ay = p~° (bm—l)a;zil = 0 (ami1)ag -

. —1 -1
Es gilt ferner f., 3 = fimi9,-3, frn, 3 = fm—o3 und

-1 -1 -1
m,—3 — fm—lo,lfm+1,—3 = fm—S,—l m—1,-3"

BeEweErs. Es gilt p = k—}—% und folglich Ak = Ap—6. Damit gilt fr, xe; = frte-apj =
fm+6,5- Mit Hilfe dieser Uberlegung folgt die Behauptung aus der Proposition 75. m
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SATZ 83. W(P) ist ein Fundamentalbereich fiir die Operation von T' auf G.

BEwEIs. Um den Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identifikationen am Rande
von P ~ 7(P) = P unter der Operation von I" und die Kantenzyklen. Die Seiten-
identifikationen sind

. ~6(,.—1,

(ra; bm) = p°(ry 5 am),
el ~—3 .

(amard 7am—1abm—1abm7am+l) =P (bmaamaam—l-labm—l—lardabm—l)a
. ~3 . -1

(bma Td, bm—l—la Am+1, Am, bm—l) = p (ama bma bm—la Um—1,Tg am—l—l)a

dabei benutzt man die Relationen aus der Proposition 82; die dritte Seitenidentifika-
tion kann man auch als Umkehrung aus der zweiten ausrechnen. Aus den Seiteniden-
tifikationen und der Kombinatorik der Seitenflache berechnet man die Kantenzyklen

(b bng1) = 07 (b Gmeyr) /34(am; Um+1),

(b 7a) = 77 (b3 am) = 5 (rg s am).
Der erste Zykel ist vom Typ X, der zweite Zykel ist vom Typ 2. =
Es bleibt zu zeigen, dafl P = Fj; gilt. Dafiir zeige ich P = F.
PROPOSITION 8. Es gilt (HBy N ICy)(w) C Int HB, (w) fiir w < wq.

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind
z € HBy(w) <= 2 sin2a — 250820 > —(A(sin 3a + w cos 3ar) — 1),

z e IC)(w) <= 2 sin8a — 2z, co88a > —(A(sin 9o + w cos 9a) + 1),

R~~~

z€ HB(w) <= z sinda — zcosda > —(A(sin 3a + wcos 3a) — 1).

Ich wende (A7.3) an. Es gilt
01 = —sinda < 0, 0y =—sin2a <0, d3 =sinba >0,
es bleibt also zu zeigen, dafl A(w) < 0 gilt. Es gilt
01 + 03 = sin 6 — sin 4o = 2 sin a cos Ha,
09 = —sin2a = —2sinacos a,
also
A(w)-B=

= (01 + 03)(A(sin 3 + w cos 3ar) — 1) + d2(A(sin 9or + w cos 9ar) + 1)

= 2sin a(cos ba(A(sin3a + w cos 3a) — 1) — cos a(A(sin 9o + w cos 9ar) + 1))
und folglich gilt mit (A1.8)

A(w)-B

5o = A((sin 3acos 5ar — sin 9av cos ) + w(cos 3o cos Sar — cos Yo cos )
sin «

— (cos a + cos ba)
= Asin 6a(wsin 4o — cos 4ar) — 2 cos 2a cos 3

= 2 cos 3a(A sin 3a(w sin 4o — cos 4a) — cos 2qv).
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Fir w < wy gilt also

A(w)- B o A(wq) - B
4sinacos3a - 4sinacos3a

= Asin 3a(wg sin 4o — cos 4a) — cos 2a

sin o

= -sin 3a - —

1
= — 200 = — — 20 < 0.
2sin o sin 3« cos 2a 2 cos 2a "

BEMERKUNG. Aus der Proposition 8} kann man folgern, dafl eine der Zusammen-
hangskomponenten von Fj gleich P ist. Wenn man zeigen konnte, dal F; zusam-
menhangend ist und ¢ € F; gilt, so wiirde daraus bereits F; = P folgen. Da ich
es aber nicht direkt zeigen kann, wird im Folgenden Fyxx = P durch Abschitzungen
gezeigt.

PROPOSITION 85. Im Falle o < /9 gilt W(fm’ig N Eé)(w) = @ fiir +w < ctg9a. Im
Falle o < 71'/15 g]lt ([m,ij N Eé) =y flll‘] > 5.

BEwEIS. Nach der Proposition 69 gilt| arg(f +;)| = j - ¥9q. Damit gilt

3T
arg(fmis) = £304 = j:(? — ga).

Fiir o < /9 gilt | arg(fr,23)| > 7/2. Fir j > 5 und a < 7/15 gilt

3

|arg(fm,ij)| = 519d > 7

Damit folgt die Behauptung nach der Proposition 45. m

PROPOSITION 86. Fiir a < & gibt es ein w, > ctg9a mit 7(ICy, N E;)(w) # @
fiir w > w, iund w(IC,, N E;)(w) = @ fiir w < w,.

BEWEIS. Nach der Proposition 16 gilt 7(co) = 7(fos) = (A - ¥4, B - e7iot302)) Eg
gilt Acos39y = —522¢ Fiir o < % folgt mit (A1.5), daB

2sina”

sin 9«

; = (2cos2a+1) - (2cosba+1)
sin v

2(2cos%+1)-(2cosg+1):1+\/§>2

und damit A cos 39, < —1 gilt. Die Menge EC,, N E. besteht nach der Proposition 43
aus zwei Zusammenhangskomponenten, und ihre Projektion auf die w-Achse ist das
Komplement eines kompakten Intervalls. Die beiden Komponenten von EC,, N E,
sind in 7(EC,, N Es) bzw. 7(E,, .2 N E;) enthalten. Nach der Proposition 85 ist die
Menge 7(IC,, N F;)(w) leer fiir w < ctg 9. Damit gibt es ein w, > ctg 9o, so daB die
Menge 7(ICy, N Ez)(w) leer fiir w < w, und nicht leer fiir w > w, ist.

PROPOSITION 87. Im Falle o < 7/12 gilt ICy,[ctg 9o, ctg ba] = @.

BEWEIS. Es sei w = tand. Die Halbebenen IC,,(w) entstehen durch Drehung um
den Koordinatenursprung aus der Halbebene ICy(w), also hingt d(0,/C,,(w)) nicht
von m ab. Die Gleichung der Halbebene ICy(w) ist

sin(9a + ) + 2 sin a cos ¥

2 € ng(w) &= z;sin8a — z,cos8a > D
cos v
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Damit gilt

D | sin(9c« + ¥9) + 2 sin v cos V|

d(0, IC,,(tan®)) = d(0, ICy(tanv)) = o

Fir 9 € [2 — 9, 2 — 50 gilt 9o + 9 € [, 2 + 4a] und damit
sin(9a + ) + 2sinacos ¥ > cos 4a + 2 sin o sin ba
= cos4a + (cos 4o — cos 6a)
= 2cosda — cos2a(2 cosda — 1)

= (1 —cos2a)(2cosda — 1) + 1.

Fiir o < {5 gilt 2cos4a > 1 und damit sin(9a + ) 4+ 2sinacos? > 1. Es gilt also
wegen D > 1

- i 2si 1
40, 1C () = D - | sin(9a + ) + 2sin avcos | . Vit
cos v cos v

und folglich ICy,(w) = ICh(w) N L(w) = @. =

T T T T

P . Fii {— Trr

ROPOSITION 88. Fiir a € 312’ 17 18

BEWEIS. Diese ABehauptung wird durch explizite Rechnung mit Hilfe der Gleichung
der Halbebene ICj(w*) bewiesen. m

PROPOSITION 89. Im Falle o < w/12 gilt w, > ctgHa.

} gilt IC,(w*) = @ und damit w. > w*.

BEWEIs. Es gilt w, > ctg9a nach der Proposition 85. Fiir w € [ctg9a, ctg 5a] gilt
IC,,(w) = @ nach der Proposition 87 und damit (IC,, N F;)(w) = . m

PROPOSITION 90. Im Falle o < {5 gilt ctg 5a > w* und damit w. > w*.

BEwEis. Es gilt w* = tan actg2a ctg 3a und damit

w' < ctgba <=
sin v sin oy sin 2avsin 3«

tan o tan ba < tan2atan 3a <—

!

<
COS (X COS Dy cos 2a. cos 3o

cos 4o — cos 6« COS (@ — COS D
<= cos4a cosba < cos o cos bo

<
cos 4o + cos b cos o + cos Ho
cosa + cos9a < cosHa + cosTa <= cosao — cosda < cosTa — cos Yo

sin 2asin 3o < sinasin8a <= 2cos2a + 1 < 4 cos 2a cos 4o

11t

1
2cos2a+1 < 2cos2a+ 2cosba < cosba > 5.-

PROPOSITION 91. Im Falle o < w/12 gilt (HBy N HCy)(w) € Int HC, (w) fiir w > w,.

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

2 € HBy(w) <= 2z sin2a — 2, cos 2a > l(A(sin?)oz-I-u)cosi%oz) - 1),
1
B
z€ HC,(w) <= —2z sin10a + 2 cos 10a > —%(A(sin%z + wcos9ar) + 1).

B
2 € HCy(w) <= —z sin8a + 2z, cos 8o > ——(A(sin 9o + w cos 9ar) + 1),
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Ich wende (A7.3) an. Es gilt
0p =sin2a >0, d, =sin8a >0, d3 = —sinba <0,

es bleibt also zu zeigen, dafl A(w) > 0 gilt. Es gilt
01 =sin2a = 2sinacos a,
09 + d3= sin 8a — sin 6ax = 2 sin o cos 7,
also gilt

A(w)-B =
= 01 (A(sin 3 + wcos 3a) — 1) — (09 + 03) (A(sin 9o + w cos 9a) + 1)
= 2sin a(cos a(A(sin 3 + w cos 3a)) — 1) — cos Ta(A(sin 9o + w cos 9ar) + 1))

und folglich mit Hilfe von (A1.8)

A(w)-B
2@7) = A((sin3a cos o — sin 9o cos Tar) + w(cos a cos 3o — cos Tav cos )
sin «
— (cosar+ cos Tar)
= Asin 6 (wsin 10cr — cos 10cr) — 2 cos 3av cos 4o
= 2 cos 3a(Asin 3a(wsin 10 — cos 10a) — cos 4a).
Fir w > w,. > ctgba > ctgba gilt also

A(w)-B < A(ctg6a) - B
4sinacos3a ~ 4sinacos3a
= Asin 3a(ctg 6crsin 10a — cos 10a) — cos 4o

. sin 4o
= — - sin 3o - — cos 4
2sin « sin 6«
COS (¥ COS 2(¢
=—— —cosda >0

cos 3«
wegen cos a > cos 2a > cos 3a > cosda. m
PROPOSITION 92. Im Falle o < /12 ist die Menge HB,, N HCy, N ICpiq N E; leer.

BEwEIs. Nach der Proposition 89 ist die Menge ([C’mﬂ N E;)(w) leer fiir w < we.
Nach der Proposition 91 ist die Menge (HB,,NHC,, N IC,,)(w) und damit auch die
Menge (HB,, N HC,, N IC,, N E;)(w) leer fiir w > w,. =

PROPOSITION 93. Im Falle o < w/12 ist die Menge EAm+1 N [C’ N H N Hr leer.

BeEwEIs. Nach der Proposition 92 ist die Menge HBm N HC’m N IC’m+1 N Eg leer.
Wegen

by = Gmes Und QnisCmit = (Una3lomi1)Ty = Qo = Copgo
folgt daraus, dafl die Menge
b, (HB,, NHC,, N ICyp 1 N Es) = H: N H,, N ICpys N EApys

und damit auch die Menge E‘Am+1 NIC,, N H:N ﬁ[rd leer ist. m
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PROPOSITION 9). Im Falle o < w/12 ist die Menge EC,, NIAn.1 NH:N Hrd leer.
BEwWEIS. Nach der Proposition 92 ist die Menge HBO N HC’O N IC’1 N Eé leer. Wegen
n(fo;) = fi—; und 0(fi;) = fo
folgt daraus, dal die Menge
AHByNHCy,NIC,NEs)=H,_NH,_3NI_3NE;
und damit auch die Menge ﬁmﬂ,,l N ﬁmﬂ,,g N fm’,3 N Eg leer ist. Wegen
fodt3=fm-s3=Cms und fol, sfm 3= fm7-1=0m7
folgt daraus, dal die Menge
Frit —s(Hus1,o1 0 Hysr 3 N I3 NV Ey) = T Ay N ECppg N He N H,,
und damit auch die Menge EC,, N fAmH N H;N ﬁ[r leer ist. m
PROPOSITION 95. Im Falle o < /9 gilt 0 € HC,,(wy).

BEwEIS. Die Halbebenen HC,,(w) entstehen durch Drehung um den Koordinatenur-
sprung aus der Halbebene HC(w), also geniigt es, 0 € HCy(w) zu zeigen. Die Glei-
chung der Halbebene HCy(w) ist

21 sin 8 — 2z cos 8 < = (A(sin 9 + w cos 9ar) + 1).

1
B
Damit gilt
0€ HCy(w) < A(sin9a + wcos9a) +1 > 0.
Fiir w = wy = ctg 3o gilt
. . cos ba
A(sin9a + wcos9a) + 1 > A(sin9a + ctg3acos9a) + 1 = ——————
2sin asin 3o
Fir a < 12 gilt cos 6a, sin o, sin 3av > 0 und damit A(sin 9o + wq cos 9ar) + 1 > 0. Fiir

a € {9, 75> 77 folgt A(sm 9a + wcos9a) + 1 > 0 durch explizite Rechnung. u
PROPOSITION 96. Im Falle o < w/12 ist die Menge IC, NTAp NE:N Hrd leer.

BEWEIS. Aus den Propositionen 93 und 9} folgt, dafl die Mengen (FA,,1NIC,,)(w)
und (EC,,NTA,,+1)(w) fiir w € [w,, wy] leer sind. Da der Rand (beziiglich L|w,, wy]) der
Menge (IC,,NI Ay, 11)|we, wy) ist in der Vereinigung der Mengen (E A, 11 NICy,) [we, wd]
und (EC,, N ITAp41)[we, wq] enthalten und damit auch leer. Damit ist die Menge
(IC, N TA41)|we, wa] entweder leer, oder sie enthélt die Menge L|w,.,wq]. Nach der
Proposition 95 gilt 0 € HC,,(wg) und damit 0 & (IC,, N TAp 1) (we), andererseits
aber 0 € L(wg). Damit ist die Menge (IC,, N I A, 11)[we, wq] und folglich auch die
Menge (IC,, N TAn4 N E)(w) fiir w € [w,,wy] leer. Aus der Proposition 89 folgt,
daB die Menge (IC,, N E;)(w) fiir w < w, leer ist. Damit ist gezeigt, daB die Menge
fC’m N fAmH N Eé N ﬁrd leer ist. m

Um P zu beschreiben, benutzte ich die Proposition (A7.6) mit H* = Hy 4y, also
H = HAy und H* = HBy, mit 3 = 7 —Uq = 3o und mit w; = —wy, W = —w*,
w® =0, w" = w*, wy = wg an. Um Fi zu beschreiben, greife ich nun die ﬁberlegungen
aus dem Beweis der Proposition (A7.6) auf und fiihre sie weiter. Es sei 1™ (w) wie
im Beweis von (A7.6) die Differenz zwischen dem Winkel von dem von EA, N EB,
ausgehenden Strahl zum Punkt 0 mit dem Strahl Eo’il ﬂI:IO,qu und (5 —a). Im Beweis
der Proposition (A7.6) wurde gezeigt, dal ¢~ (w) + ¢ (w) > 0 fiir alle w € [—wy, wa]
gilt, und dal Yt (w*) =0 < ¢~ (w*) und ¥*(w) < 0 < Y~ (w) fiir w > w* gilt.
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PROPOSITION 97. Es gilt " (wy) = —a und damit " (w) € [—a, 0] fiir w € [W*, wy].

BEWEIS. Die Gleichungen der Geraden sind

R 1
z € EFAy(wg) <= 2z sinda + zycosda = —cosdov + ————,
D sin 3o

N 1
2 € EBy(wy) <= z18in2a — 23 co82a0 = + cos 20 - ————.
D sin 3«

Dann gilt (nach der Cramerschen Regel), daB der Schnittpunkt (EAy N EBy)(wy)
auf der vertikalen Geraden durch den Punkt 0 liegt. Dabei ist der Winkel der Gera-
den EBy(w) mit den vertikalen Geraden gleich § — 2a, also gilt ¢ (wq) = —a. =

SATZ 98. Im Falle o < 7/15 gilt F; = P.

BeEwEIs. Nach den Propositionen 88 und 90 gilt w,. > w*. Ich betrachte eine Schicht
E.(w) mit w € [we,wy] und darin den Fundamentalbereich S U T (siehe die Propo-
sition (A7.5)) fiir die Operation der Drehung um 2« um den Punkt 0 auf C. Nach
der Proposition 8} gilt (HBy N ICy)(w) C Int HB;(w). Nach der Proposition 97
gilt Yt (w) € [—a,0].

ABBILDUNG 4. Der Fundamentalbereich S U T in F,(w) mit w € [w*, wq].

Die Skizze zeigt, dal aus (IC,, N [A;11)(w) = @ folgt Fi(w) = P(w). Nach der
Proposition 96 ist die Menge I C, N I Apia N Eg N ﬁ[r , und damit auch die Menge
(IC,NIA;+1)(w) leer. Daraus folgt Fic[we, wq] = Plwe, wq]. Aus den Propositionen 85
und 86 folgt Fic[0,w.] = P[0, w]. Ferner gilt Fic[—wq, 0] = 7(Fx[0,wq]) = 7(P[0,wq]) =
P[—wq,0] und damit Fix = P. Es gilt F; C Fx = P, dabei sind ¥(F;) und U(P)
Fundamentalbereiche fiir die Operation von T auf G, also gilt P = F;. m

BEMERKUNG. Es bleibt, die Behauptung des Satzes 98 in den Fallen mit v > 7 /15 zu
verifizieren, also fiir I'(7,3,2)!, I'(4,3,3)', I'(5, 3, 3)?, sowie I'(11,3,2)°, I'(13,3,2)",
['(7,3,3)% Fiir die ersten drei Fille wurde die Behauptung des Satzes 98 in [Fi]
fiir T =T(7,3,2)", in [KNRS] fiir ' = I'(4, 3, 3)" und in [P] fiir T = T'(5, 3, 3) bereits
gezeigt.

§19. Die Fille I(2k+3, 3, 3)% und I(2k+6, 3, 2)¥

— 32 ynd wy = tand, =

T 1—sin 3a
4 2

cos3a *

NOTATION. Es gilt Jg = 3% =
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PROPOSITION 99. Es gilt 293 = § — 3a, sin2d; = cos3a, cos29y = sin3a und
sinda + wgcos3a=1.n

NoOTATION. Es gilt an, = fim,—2, b = fmo und ¢, = fino-
UNGLEICHUNGEN. Nach der Proposition 16 gilt damit

- ) A-1
2z € IBy(w) <= 2z cosa— zmsina < ——,

| oy — ™

z e IC)(w) <= 2 sin2a — 2z, co8 20 < — (A(sin 3 + w cos 3ar) — 1),
A-1

z € fBl(w) < 7210080+ zsina <

.

PROPOSITION 100. Es gilt 0 ¢ (HAy N HBy)(w) und 0 ¢ (HBy N HCy) (w).
BEWEIS. Die Ungleichung der Halbebene ist

R A—1
2z € HBy(w) <= zjcosa — zysina > 5

Aus 0 € (HAyN HBy)(w) bzw. 0 € (HBy N HC))(w) wiirde also A —1 < 0 folgen. »

PROPOSITION 101. Die Winkelhalbierende des Sektors (HBy N HCy)(wy) geht durch
den Koordinatenursprung.

BEWEIS. Ich wende (A7.4) mit H = HBy(wg) und H = HCy(wy) an. Die Unglei-
chungen der Halbebenen sind

A-1

B Y

A—-1
B

z € fIBU(wd) < 7z C08Q — ZSin v >

zefIC’g(wd) <= z;8in2a — 29 cOS 2a0 > . n

PROPOSITION 102. Fiireinw* € (0,w,) schneiden sich die Geraden EBy(w*), ECy(w*)
und EB;(w*) in einem Punkt.

BEWEIS. Gleichungen:

. A-1
z € EBy(w) < z1cosa— zsina = ——,
A . A-1
2z € EB(w) — zlcosoz—FZQSlna:T,
. 1
z € ICy(w) <= z8in2a — 25 cos 2a < E(A(sin?;a-l—wcos?)a)—l).

Ich wende (A7.1) an. Es gilt 6 = sin2a # 0 und

A(w) - B = (cos3a — cosa)(A — 1) + sin 2a(A(sin 3o + w cos 3ar) — 1)
= —2sinasin 2a(A — 1) + sin 2a(A(sin 3a + w cos 3a) — 1)
= sin 2a(A(sin 3o + wcos 3a) — 1 — 2sina(A — 1))
= sin 2a(A(sin 3o + wcos 3a) + 2sina — 2)
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Es gilt

sin 3av , (2sina — 1)2
—— +28ina—2=—~~——~
2sina 2

Asin3a 4+ 2sina — 2 = <0

und
A(sin3a + wg cos 3a) + 2sina — 2 = A+ 2sina — 2

1
:< - +2sina>—2>0.l
2sin o

BEMERKUNG. Es gilt w* = tan atan(a + 9,) - wy.

DEFINITION. Es sei

P:= ( () UAn UIBy)[~w,, 0]) U ( () UBn UICK)0, wd]> .

meEZ meZ
Aus der Proposition 68 folgt P C Fi.. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, dafl

m(P) = ( () UAn UIBy)[~w,, o]) U ( () UBn UICK)0, wd]>

me7Z meEZ

gilt und 7|p : P — 7(P) ein Homdomorphismus ist. Es sei

P = ( () (FAn U IBy)[~wa, 0]) U ( () (B, UIC,)0, wd]> :

me7Z meZ

Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P. Um P[0, w,] zu
beschreiben, wende ich (A7.6) mit

: A 3
H =H0By, H'=HC, f=7_-v3="+"
2 4 2

und mit

*

w =0, w =w" w =uwy

an. In den Propositionen 100, 101 und 102 wurden die Voraussetzungen von (A7.6)
iiberpriift. Ferner entsteht P[—wg, 0] aus P[0,w,] durch Anwendung der von 7 indu-
zierten Isometrie von S,. Betrachtet man die Schichten 7 (P)(w) genauer, so sieht
man, daf} die Seitenflichen der Stiicke P[—wy, 0] und P[0, w,] so zusammenpassen,
da8 P keine horizontalen in der Ebene {w = 0} enthaltenen Kanten hat. Die Kom-
binatorik der Seitenfliche von P ist in der Abbildung dargestellt. Nach Satz 7} gilt
(c(¥4) < Mp < 1. Nach Satz 48 folgt P C L und damit 7(P) = PN L = P.

Cm—1 Cm Cm+1

bmfl bm bm+1

Am—1 Qm Qm+1

ABBILDUNG 5. Die Seitenfliche von P fiir [ = 2.



§20. Die Falle I'(3k+3,3,3)* und I'(3k+86, 3,2)*

ProprosiTioN 103. Nach der Proposition 15 gilt

-1 -1

und ferner a,rq = by, byTa = Cm, bmrgl = U, cmrgl = by, r;lbm = U2k, r;lcm =
bm—xk» TdOm = bmirk, Tabm = Cmyae und

an! = p 2 (emor)ap sy = 0 (amar)an

bt = P (b ay = P )t = 5 )

SATZ 104. Es gilt F; = P.

BEWEIS. Ich zeige zuerst, daB ¥(P) C G ein Fundamentalbereich von I ist. Um den
Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identifikationen am Rande von P ~ 7(P) = P
unter der Operation von I’

(rd; bma Cm) = ﬁiAk(Tdil; Qm, bm)a
(am; Tgla bmfla bm) — ﬁig(cm; bma bm+17 Td)a

(bma Td; Cm, bm—l—la Am+1, ,',.El, A, bm—la Cm—l)

= ﬁ/\k+3(bm; Cms Tdy Cm—1, bmfla Qm, 7451; Qm+1, bm+1)a

(Cm; Td, bm—l—la bm) — ﬁg (am; bma bm—la r,;l)
und die Kantenzyklen

(bmiTa) = ﬁAk+3(Cm§ bm) — ﬁkk—i—ﬁ (rd_l; ),

(b Tgl) = ﬁ/\k+3(am; ) — ﬁ)\k(rd; Cm),

(bm; bm—l—l) — ﬁ/\k+2(cm; bm—l—l) — ﬁkk+4(bm; am-i—l)-

Die ersten beiden Zyklen sind vom Typ X, der dritte Zykel ist vom Typ 2. Nach
dem Satz 55 ist W(P) ein Fundamentalbereich von T'. Es bleibt zu zeigen, da$ die
Fundamentalbereiche P und F; gleich sind. Nach Satz T} gilt Fr = Fi, und aus
P = ClInt(P), P C Fx = F;y und F; = ClInt(F}) folgt P C F; und damit P = F;. m

§20. Die Fille [(3k+3, 3, 3)% und I'(3k+6, 3, 2)

NotATION. Es gilt 9, = g—]’; = ¢ — a und wy = tan dy.

cos Vg — wgsindy = % und

ProprosITION 105. Es gilt cos ¥y + wysindy =
o+ 19d = % | |

_1
cosdg’

NoTATION. Es gilt by, = fi,—1 und ¢, = fi1.
UNGLEICHUNGEN. Nach der Proposition 16 gilt

2 € IBy(w) <= 2z cos(a— ¥y) — zsin(a — ¥y) < i(A((:os Vg —wsindy) — 1),

. 1

z € IC)(w) <= z cos(a+ 04) — zesin(a +J,4) < E(A(cos Vg + wsindy) — 1),
. 1

2z € IB)(w) < 2z cos(a+ 1Yy) + zosin(a + 94) < E(A(cos ¥g — wsindy) — 1),

2 € [0 (w) <= 2z cos(a—Vy) + 2z sin(a —9y) < é(A(cos Vg + wsindy) — 1).
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PROPOSITION 106. Es gilt 0 ¢ (HBy N HCp)(w).

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

N 1
2z € HBy(w) <= z cos(a — 1Y) — zysin(a — ¥y4) > E(A(cos Uy —wsindy) — 1),
N 1
2z € HCy(w) <= 2z cos(a+U4) — zosin(a+ V) > E(A(cos Vg + wsindy) — 1).
Aus 0 € (HByNHC))(w) wiirde also A(cos Jy+wsin dy)—1 < 0 und damit A cosdy < 1
folgen. Dabei gilt A costy = 204 ZC;SH(Z; / /69)) >1.n

PROPOSITION 107. Die Winkelhalbierende des Sektors (HBy N HCy)(0) geht durch
den Koordinatenursprung.

BEwEIs. Ich wende (A7.4) mit H~ = HB,(0) und H* = HCy(0) an. Die Unglei-
chungen der Halbebenen sind

1

z € HBy(0) <= z cos(a—1y) — zpsin(a — 94) > —(Acosiy — 1),

|~ W

z € HCy(0) <= 2z cos(a+Vy) — zpsin(a+9y) > =(Acosty—1). m

PROPOSITION 108. Die Geraden ECy(wq), EBi(wqs) und EC(wy) schneiden sich in
einem Punkt.

BEwEIs. Gleichungen:

A ) A —cos?
2z € ECy(wg) <= 2z cos(a+10y) — zosin(a+ 9y) = Wwdd’
) Acos 29y — v
2z € EBy(wy) <= 2z cos(a+1y) + zsin(a + ¥y) = COSB CdOS 19208 -
€ B0y (0 — ) + 25 5in(a — 9) A — cos iy
21 cos(a — 2o sin(a — = -
z 1(wd 1 d 2 d BcosYy,

Ich wende (A7.2) an. Es gilt

A - Bcostyg = (sin(2a + 294) — sin 2094) (A — cos ¥y) — sin 2a( A cos 29, — cos 9y)
= 2sin a(cos(a + 204)(A — cos ¥y) — cos (A cos 20, — cosVy)).

Es gilt ferner

cos(a + 294)(A — cos¥y) — cos a(A cos 204 — cos V)
= (cos v — cos(a + 204)) cos ¥y + A(cos(a + 2094) — cos v cos 214)

= 2sin(a + 9y) sin ¥y cos ¥y — Asin asin 209,

= sin 29, - (sin(a +1Jq) — %) =0.m
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DEFINITION. Es sei
P = () UBy UICy)[~wi,wd.
meZ
Aus der Proposition 68 folgt P C Fic. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, dafl

7(P) = () UBnUICy)[—w4 wd]

meZ

gilt und 7|p : P — m(P) ein Homdomorphismus ist. Es sei

Pi= () By UICy)[~wi,wd.

meZ

Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P. Dafiir wende ich
(A7.6) mit H- = HB,, H* = HC,, 8 = 5 —Vg=3+aund mit w™ = —wy, w° =0,
wT = wg an. In den Propositionen 106, 107 und 108 wurden die Voraussetzungen
von (A7.6) iiberpriift. Ferner entsteht P[—wq,0] aus P[0, wy] durch Anwendung der
von 7j induzierten Isometrie von S,. Die Kombinatorik der Seitenfliche von P ist
in der Abbildung dargestellt. Nach Satz 7} gilt (,-(J4) < Mg < 1. Nach Satz 48
folgt P C L und damit 7(P) = PN L = P.

Cm—1 Cm Cm+1

bm—l bm bm+1

ABBILDUNG 6. Die Seitenfliiche von P fiir [ = 3.

PROPOSITION 109. Nach der Proposition 15 gilt b,! = Cm—(its), €' = bmtk+3)s

1

1 _
bmrd = Cm, CmTy = bm; Tq Cm =— bm—/\k; rdbm = Cm+ Xk und

Ak+3) (b

b;zl = ﬁ_( m+1)cr711—1' n

SATz 110. Es gilt F; = P.

BEWEIS. Ich zeige zuerst, daB ¥(P) C G ein Fundamentalbereich von I ist. Um den
Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identifikationen am Rande von P >~ 7(P) = P
unter der Operation von I’

(a3 €m) — /T)\k (7’;13 bm),

(bm; rd_la Cm—1, Cm) = ﬁ_(/\k+3)(

. ~\k+3
(Cma Tdy b1, bm) = p

Cm; bma bm—l—l; Td),
. —1
(bma Cm,Cm—1, rd )

und die Kantenzyklen

(em;ra) > P2 (s b) = PPN (170 b,),

(Cm; bm+1) = ﬁ/\k+2 (Cm; bm+1) = ﬁZ()\k+2) (Cm; bm+1)'
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Der erste Zykel ist vom Typ X, der zweite Zykel ist vom Typ 2. Nach dem Satz 55
ist U(P) ein Fundamentalbereich von T'. Es bleibt zu zeigen, daf die Fundamen-
talbereiche P und F; gleich sind. Nach Satz 7} gilt Fr = Fi. Aus P = ClInt(P),
P C Fx = F;z und F; = ClInt(F3) folgt P C F; und damit P = F;. m

§21. Die Fille [(p, 4, 2)¥

Es sei T' = I'(p,4,2)F mit p = Ik + 4, und T sei das Bild von T' in PSU(1,1). Fiir die
Konstruktion des Fundamentalbereichs von I sei der Fixpunkt v = 0 der Ordnung p
gewahlt.

Es gilt o =7 € (0, g} Es gilt nach der Proposition 47 mit Hilfe von (A5)
1
C=ctga>1, A=——>1,
& V2sina
i D ! D L 2 si D

— =sina- — =cosa - — =+/2sina-

S " Ry " B
mit D= —— > 1. Bs gilt da = 5> = 5 — 3 € (0,5), also ¥y = § — 2a fir | = 1,

ﬁdzg—aﬁirl:2und19d:%—%°‘fiirl:3.

PropPOSITION 111. Es sei [ > 2, dann gilt ¥, € (0,%), also ist (,-(04) nach der
Proposition 41 definiert, und es gilt

le(¥q) =D - (cosa —sinay/2cos? 9y — 1) =D- (cosa — sin ay/cos 219d) :

BEweis. Es gilt

1 1
e (0q) = e B . \/cos219d —cos?T=D. (cosa— sin ay/2 cos? 9y — 1)

q

und 2cos?¥y; — 1 =cos29,. n
PROPOSITION 112. Im Falle | > 2 gilt {,-(V4) < 1.
BEWEIS. Im Falle [ > 2 gilt 2¢9; < § — 2a und folglich cos 21, > sin 2a. Dabei gilt

cos o — sin aV/sin 2o < Vcos 2a

< cosa < sin aVsin 2a + Vcos 2a
< 0 < sin®asin2a — sin? a + 2 sin aV/sin 2a cos 2«
< Vsina(l — sin 2a) < 2V2 cos a cos 2a.

Es gilt stets v/sina(1 — sin2a) < 1 und fiir o < £ gilt 2v/2 cos acos 2o > V2>1.n
ERINNERUNG. Fiir j € Z mit 7 =1 mod 2 gilt

Jomj = Im13+k- 2 —m = Im—1,3,04 k-1 — > fomi15 = Im,2,24k- L
Es gilt insbesondere
f2m,—l = Om,1,3—m = 9m—1,3,2—m f2m,l = 9m,1,p—1-m = Im—13,p—2—m>

f2m+1,—l= Im,2,2—m, f2m—|—1,l: Im2,p—2—m-



§21. Die Falle I'(p, 4,2)*

ProroOSITION 113. Es gilt
JmgTa = fmjs2,  fmjieryg' = fmyjs
Pafmj =P (fmj+2)s Td fmg =0 "(fmj2),
Frut2i = P72 (fin-a2),
f;,z = 0" (fm,-1); fﬁ,fz = 02 (fma)-
Fiir p = 2k + 4 gilt auflerdem

Fon = "5 (fin) = 52 (fmo).

Es gilt ferner
f2m+2,7lf2m,fl = f2m+1,7l;

f2m+3,—lf2m,—l - f2m+2,—la

fom+2,—1 fom—1,—1 = fom,—i
und damit

fz_ni,fz =0 (fam—r l)f2m+2 = _Q(me—Q,l)fZ_nakl,fl
=p 2(f2m+1 —l)me 2,—1 — _2(f2m+2,—l)f2_77171,7l
—(
“(

Fomi10) Fom 20 = 072 (Fomt20) Fomm 100

Jom+2, —l)f2m -1 = 72(f2mal)f27ni+2,—l’

-1 ~
f2m+1,—l =P

Fomie2; = P~ (fomori-0) oo, 1 = P~ (fomesim2) Fomar, 1
_ 5 (kj+2) (ki +2) m
=p (fom+1, —l)fgm o —112j = P (f2m+2’*l)f2m—1’—l+2j
= 5~ ) (fomsri-29) fom—20 = 7~ (fomszi=2) o1

-1 _ ~—(kj+2) -1 —
f2m+1,71+2j =P (ki (f2m+2,—l)f2m,fl+2j -

Mit a,, = fm,—l; bm = fm,—l+2 und ¢, = fm,—l+4 gilt

-1 -1 -1
aAmTq = bm; bmrd = Cm, CmTqd = dma med = Qm, CmTy = bma med = Cm,

™SI (fomi—2) fomiai

A2m+202m = A2m+1, A2m+302m = A2m+2, A2m+202m—1 = A2m

und I .

Aom = (fom—1 l)a’2m+2 =p (f2m*2,l)a2m+1
= ﬁ ?(a2ms1) a5y = P (G2my2)azm_y
=5 (fom+1.4) fom 20 =P (f2m+2,l)f2_n171,la

a2_n11+1 =p (02m+2)02m =p (me,l)a2_rr1L+27

~(k+2)

b5n11 = ﬁf(kﬂ)(me 10— 2)%73#2 =p (f?m—?,l—Q)a;nlerl

=5 " azmi1)bgm o = p " (a2ms2) oy
=5 " (fompr 2)f2m 01 =P e )(f2m+2,l72)f27ni_1,la
b;n11+1 - /3 (a2m+2) = /T( +2) (f2m,l*2)a;7}z+27
Com = D (fo, L1—4) 8oy = P ~(+D) (fam—2,1-4)Aom i1
= /3 (2k+2) (azm+1)02m 2 = ﬁ_(2k+ )(a2m+2)62_n11—1
= ﬁ (2k+2) (f2m+1,l—4)f2m,2,z = ﬁ_(2k+2)(f2m+2,l—4)f2_n1,1,la
C;T:l-i— ~(2k+2) (a2m+2)65n11 = ﬁ7(2k+2)(f2m,l74)a27nlz+2-
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BEWEIS. Nach der Proposition 61 gilt 5*(g) = r4g7;". Damit gilt

Tdfm,j = ﬁk(fm,j'rd) = ﬁk(fm,j—l—Q)a
rglfm,j = ﬁik(fm,jrdil) = ﬁik(fm,jfZ)-

Nach der Proposition 63 gilt

fo_,z1 = Goap_1 = 91,30 = fa,—1 = P (fo-1),
fl_,zl = 9&%,p_2 = G220 = f5,-1 = p*(f1,-1)-

Damit gilt

Somy = (0" (fo)) " = 0" (fo,) = P™(0*(fom1)) = P2(5™ (fo.-1)) = 7 (fam,—1),
Sompry = (" (F10) = p"(f1)) = 0™ (P°(fr,=0) = (0" (f1,=1)) = 0 (foms1,1),

es gilt also fn’%ll = p*(fm,_1). Daraus folgt

fn_’zll 2 — = (fmaryg’ ) t= Téfﬁll = TgﬁQ(fm,—l) = ﬁQ(Tgfm,—l)
= P20 (frn-1v27)) = P72 (fon-1025)-

Es gilt ferner

-1
f2m+2,—lf2m,—l = m,3,1-m9Im—1,32—m = Im,6,2—mC = Gm,2,2—m = f2m+1,—la
-1
f2m+3,—lf2m,—l = Om+1,2,1-m9Im-1,32—-m = Im+1,52-mC = m+1,1,2-m = f2m+2,—z,

—1
f2m+2,flf2m71,fl = Om,3,1-m9Ym-1,23-m = Im,53-mC = Gm,1,3—m = f2m,fl-
Aus fomio—1fom,—1 = fom+1,—1 folgt

-1
f2m - f2m+1 7[f2m+2 -l — p (f2m+1,l)f2mf2,l7

Fomit, 1 = Fom iFomio, 1 = 0 (fomi) foma, 1
Aus fom,—ifom—2,-1 = fom—1,—1 folgt
Som1 = fom=2<tfom—1 1 = P> (fomt2,-1) fom—1._1-
Aus fomys,—1fom,—1 = fom+o,—1 folgt
fz_r,i,fz = f{n1+2,,lf2m+3,—l = 5_2(f2m+2,l)f2_n171,1-
Aus fomi1,—1fom—2,—1 = fom,—1 folgt

-1 -1 -1 ~—2 -1
f2m,—l = f2m—2,—lf2m+1,—l =P (f2m—2,l)f2m+1,—za

Somat,—1 = Fom—2,~tfom _i-
Aus fomyo i fom—1,—1 = fom,—1 folgt
f2m,—l f2m 1 —lf2m+2 72(f2m*1,l)f27771+2,—l'
Aus form —ifom—3,—1 = fom—2,—1 folgt

f;rr},,—l = f2m73,7lf2;;_2’_l-
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Aus f2_n1,fl = ﬁ72(f2m71,l)f2_771+2,71 folgt
' = rdijf;ni,—l - r;]ﬁ72(f2mfl,l)f2;;+2’_l

-1
fom—11-2j) Fomyo. 1-

fgni,—l+2j = (fam,-173)~
— ﬁ—(k9+2)(

Aus f;ni,—l = ﬁ_Q(f2m+1,—z)f§ni_2,_l folgt analog

Fom i1 = ﬁf(kjﬁ)(f2m+1,fzf2j)f§ni_2,—l
und damit
Fomy—i42; = ﬁ_(kj+2)(f2m+1,—l—2j)f§ni—2,—z = ﬁ_(ij’Q)(f2m+1,_ﬂ“,;j)f{ni_2,_l
= ﬁf(kjﬁ)(f2m+1,fz)7”,;jf{ni_2,_l =5 " (fomir, 1) (fom-z, ) !
= ﬁi(ijrZ)(f2m+1,—l)f;ni—2,—l+2j'

Die anderen Formeln fiir f{ni’_l 1o; und for +1,-112; folgen analog aus den entsprechen-
den Formeln fiir f2_771,7l und f2_n1+1,7z- [
ERINNERUNG. Fir M C C? und w € Rist M(w) ={2€ C: (1 +iw,z) € M}.
ProprosiTiON 114. Nach der Proposition 58 gilt

T(fog) = (A%, B (0ti00)

(fiy) = (C -’87,

ﬂ-(fZ’j) — (A . eijﬂd, B- ei(a*jﬁd))
und somit
A(cos(jV04) + wsin(jiy)) — 1

z € IAO’]‘(LU) <= zicos(a+ jiUy) — zesin(a + jiy) <

B )
. ' B
z € I j(w) <= z c08(jY4) — z28in(jy) < C(cos(jaq) +g}s1n(]q9d)) |
/ A(cos(jv in(jg)) — 1
z € I j(w) <= 2z cos(a — jig) + zosin(a — jig) < (cos(jVa) -I-;sm(] 2))

mit 2, = Re(z) und 2z, = Im(z). Es gilt insbesondere

z€ Iy (w) <= zsin3a+ zcos3a < %(A(sin 200 — wcos2a) — 1),
z € Ipo(w) <= zcosa— zmsina < %(A - 1),

z € Ip(w) <= zsina— zcosa < %(A(sin 200+ weos2a) — 1),
zel_(w) <= zsin2a+ zcos2a < %(C’(sin2a —wcos2a) — 1),
z € [Al’[](W) — 7z < %(C’ - 1),

z €I (w) <= 2 sin2a — 2, c082a < %(C’(sin2a + wcos2a) — 1).
zel,_(w) <= zsina+ zcosa < %(A(sin 200 — wcos2a) — 1),

z € [AQ’[](CU) < z1co8+ zsina < %(A - 1),

z € I)(w) <= 2 sin3a — 2, co83a < %(A(sin 20+ wcos2a) —1). n
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§22. Fall [(k+4, &, 2)

NotaTIiON. Es gilt ¥, = 72’—5 = 5 — 2a und wg = tanvy = ctg2a.
NOTATION. Es sei v := cosa — % Wegen o € (0, %) gilt v > 0. Es gilt
cos2a =2cos’a —1=2y(y+Vv2) und V2cosa =yv2+ 1.
Es gilt ferner
Asin20 —1=~v2 und Csin2a—1 = cos2a = 2y(y + V2).

1
sin 2«

__cosda
sin 2a

ProrosITION 115. Es gilt sin 2a+wy cos 2 = und sin 2a—wy cos 2a =

NoTATION. Es sei

2 2

v

2y 2y
Wo = " .
sin o

= — C()Q D —
sin 2o’ tan a cos 2ar”

w3 = w* =

PROPOSITION 116. Es gilt 0 < wy < we < w3 = w* < wy.
BEWEIS. Mit v = cosa — %, cos 2a = 2v(y + v/2) und V2 cosa = yv/2 + 1 folgt

wisino = 72\/5 Wy sin v = 7<7\/§+1)

1 = — 2 = ——
W2 +1 W2 + 2

. . : Y(vV2 4 2)

w*sina = vy wgsinog = ———=
W2+1

Die behauptete Ungleichungskette ist somit Aquivalent zu der (fiir v > 0 offensichtli-
chen) Ungleichungskette

T2 W2 41 V2 + 2
< <l <—F——.n
W2+1 /242 W24+ 1

NoOTATION. Es gilt a,, = fim,—1, b = fin, und ¢y = fin 3.

UNGLEICHUNGEN.
z e TAy(w) < 2 sin3a + 2, cos 3o < %(A(sinQa —wcos2a) — 1),
z € IBy(w) <= zsina— zcosa < %(A(sinZoz + wecos2a) — 1),
z € IC)(w) <= 2z sinba — 2z, cos b > %(A(sinGa + wcosba) + 1),
ze T4y (w) <= zsina+ zcosa < %(A(sinZoz —wcos2a) — 1),
2 € IBy(w) <= zsin3a — zcos3a < %(A(sinZoz + wcos2a) — 1),
ze T4 (w) < 2 sin2a+ 2, cos 20 < %(C(sin%z —wcos2a) — 1),
z € IB)(w) < zsin2a — 2 cos2a < %(C(sinZoz + wcos2a) — 1),
2 e IC)(w) <= 2z sin6o — 2z, cos 6o > %(C(sinGa + wcosba) + 1).
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PROPOSITION 117. Es gilt 0 ¢ (H Ay N HBy)(w).

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind
1
B
B (A(sin 20 + w cos 2ar) — 1).

z € HAy(w) <= zsin3a+ 2 cos3a > —(A(sin 2a — wcos 2a) — 1),
1

z € I:IBO(w) = z;Sina — 2308 v >

Aus 0 € (HAyNHBy)(w) wiirde also A(sin 2a£w cos 2a)—1 < 0 und damit A sin 2a—
1 < 0 folgen. Dabei gilt Asin2a —1=+v/2cosa—1>0.n

PROPOSITION 118. Die Winkelhalbierende des Sektors (HAy N HBy)(0) geht durch
den Koordinatenursprung.

BEWEIS. Ich wende (A7.4) mit H~ = HAy(0) und H* = HB,(0) an. Die Unglei-
chungen der Halbebenen sind

R Asin2a — 1
z € HAg(0) <= 2z sin3a + 25 cos 3 > %,
N Asin2a — 1
z € HBy(0) <— leiI’lOt—ZQCOSOt>SlnTa.I

PROPOSITION 119. Die Geraden EBy(w*), EAy(w*) und EBy(w*) schneiden sich in
einem Punkt.

BEWEIS. Die Gleichungen der Geraden sind
z € EBy(w) <= 2z sina — zcosa = %(A(sin%z + wcos2a) — 1),
2 € EBy(w) <= 2 sin3a — 2 cos3a = %(A(sin 200+ wcos2a) — 1),
z€TAy(w) < zsina+ zcosa = é(A(sin%z —wcos2a) — 1).

Ich wende (A7.2) an. Es gilt 6 = sin2a # 0 und

A(w)-B =
= (sin4a — sin 2a) (A(sin 2o + w cos 2a) — 1)
+ sin 2a(A(sin 2a0 — w cos 2ar) — 1)
= sin4a(Asin 2o — 1) + (sin 4o — 2 sin 2a)) Aw cos 2«
= sin4a((Asin2a — 1) + (cos 2a — 1) Aw)
= sin4a((Asin2a — 1) — 2sin® 0vAw) = V2sinasinda - (w* — w). w

DEFINITION. Es sei
P':= () (IAsm U IBsy,)[—wg, wy]-
me7Z
Aus der Proposition 68 folgt P’ C Fi. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt,
daf} w(P') durch die gleichen Operationen wie P’ aus I,,, ; statt fm,j gebildet wird und
|p : P! = m(P') ein Homéomorphismus ist. Es sei P’ durch die gleichen Operationen
wie P’ aus I, ; statt I, ; gebildet.
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Wy

b2m—2 b2m b2m—|—2
w*
_w*

a2m—2 A2m A2m+2

ABBILDUNG 7. Die Seitenfliche von P’ fiir [ = 1.

Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P’. Dafiir wende
ich die Proposition (A7.6) mit H~ = HAy, H* = HBy, # = & — 93 = 2o und
mit w; = —wy, w = —w*, Ww° =0, w" = w*, wy = wy an. In den Propositionen 117,
118 und 119 wurden die Voraussetzungen der Proposition (A7.6) tiberpriift. Die
Kombinatorik der Seitenfliche von P’ ist in der Abbildung dargestellt.

Ich zeige nun, dafl P cL gilt. Dafiir geniigt es zu zeigen, dafl die Kanten von P
in L liegen. Aus der Beschreibung von P[0, w*] unter Ausnutzung der Symmetrie ist
klar, daf} es ausreicht, die Kanten

(EBy N EBy)[w*,wa], (EAyNEBy)[0,w*] und (EByN EA,)[0,w]

zu betrachten. Es ist ferner klar, daB fiir w € [0, w*] der Punkt (EA, N EBy)[0,w*] im
Dreieck mit den Ecken 0,(EB_y N EAp)(w), (EBy N EAy)(w) liegt. Damit geniigt es
zu zeigen, dafl die Kanten (EBy N EBs)[w*,wy] und (EBy N EFAy)[0,w*] in L liegen.
PROPOSITION 120. Es gilt (EBy N EB,)(w) € L(w) fiir alle w € [0, wy).

BEWEIS. Berechnet man den Schnittpunkt z(w) der Geraden EBy(w) und EB,(w),

so sieht man, dafl mit w = tan¥ und 0 < 9 < Jg = § —2q, also 2a < 2a+9 < 7, gilt

lz(w)]  |Asin(2a 4 9) — cos V| o |A—sin2a| |1 —+v2sinasin2aq]
V1 + w? Bcosa = Becosa cosay/cos2a

Wegen v/2cosa > 1 gilt sin 2o = 2sina cos a > v/2sina und damit

|1 — v/2sin asin 2a o |1 — 2sin? af cos 2a Veos 2a <1
= = . n

< —
oS o/ cos 2« cos av/cos 2« CcoS v/ cos 2« cos «

PROPOSITION 121. Fiir den Schnittpunkt 2'(w) der Geraden E By(w) und EAy(w) gilt

Asin2a—1 . Acos2«a
= W —.
Bsin o Bcosa

?(w)

BEWEIS. Aus den Gleichungen

Asin2a—1  Acos2«a

z € EBy(w) <= z sina — zcosa = B + B w
. . Asin2a0 —1  Acos2«
2 € FAy(w) <= z1sina+ zcosa = B — B -w

148t sich 2'(w) leicht ausrechnen. m



§22. Fall T'(k+4,4,2)*

PROPOSITION 122. Es gilt (EBy N EAy)(w) € L(w) fiir alle w € R.
BEWEIS. Fiir den Schnittpunkt z(w) der Geraden EBy(w) und EA,(w) gilt

|z1(w)| <04 <1 fiiroz:%,

Asin2a—1  2cosa—+vV2 2-—+2 . T
= T e T Ve S e L S
29 (w) _\/cos2a<1
w Cos (v

Damit gilt |z1(w)| < 1 und |23(w)| < |w], also folgt |z(w)] < V14 w?.

Aus den Propositionen 120 und 122 folgt P' ¢ L und damit n(P') = P'NL = P'.
Ich untersuche jetzt die Lage von P’ relativ zu Halbraumen I Agpmy1 und I By, um
mit Hilfe dieser Halbraume aus P’ eine Teilmenge P C P’ zu konstruieren, so dafl
U (P) ein Fundamentalbereich ist.

PROPOSITION 123. Es gibt ein wy € (w*,wy) derart, daB sich die Geraden EBy(wy),
EB(w;) und EBy(w,) in einem Punkt schneiden. Es gilt (IBy N IB,)(w) C 1By (w)
fiir w < wy und (IByNIB,)(w) C Int I B, (w) fiir w < wy. Es gilt ferner z*(w) ¢ 1B, (w)
fiir w > w, fiir den Schnittpunkt z*(w) der Geraden EBy(w) und EB,(w).

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

. 1
2 € IBy(w) <= —zsina+ z3cosa > —E(A(sin2a+wcos 2a) — 1),

. 1
2 € IBy(w) <= —zsin3a+ 25cos3a > —E(A(sin2a + wcos2a) — 1),
. 1
z € IB(w) <= —zsin2a + 23 c082a > —E(C’(sin2a +wcos2a) —1).
Ich wende (A7.3) an. Es gilt
01 =0y = —sina <0, d3 =sin2a > 0.

Es ist also zu zeigen, dafl A(w*) < 0 und A(wy) > 0 gilt. Es gilt
A(w) - S = 2sinav2(A(sin 2a 4 w cos 2a) — 1) — sin 20(C(sin 20 + w cos 2ar) — 1)
= 2(1 — cos® a) (sin 2a + w cos 2a)) — 2sin (V2 — cos )
= 2sin a(sin a(sin 20 + w cos 2a) — (V2 — cos ar)).
Mit v = cos a—% gilt A(w*)-S = —2v2sinay? < 0 und A(wg)-S = 2tana-y% > 0. w
ProprosiTION 12}. Es gilt

A —sin 2« 1 — v/2sin asin 2a
Bsin2a  Ssinasin2a

d(0, E‘Bg(wd)) =

BEwEIS. Es gilt

. A —sin 2«

2z € EFBy(wy) <= z1sina — zpco800 = —————,
Bsin 2«

Av2sina =1 und 1 — /2sinasin2a > 0. »

69
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ProrosiTioN 125. Es gilt

d(0, EB; (wq)) =

C —sin2a  cosa — sin a sin 2«

Ssin2a S'sin arsin 2«x
BEweis. Es gilt
C —sin 2«

2 € EB, (Wg) <= z18in2a — 29 cos 20 = - ,
S sin 2«

C =ctga und cosa — sinasin2a > 0. »
PROPOSITION 126. Es gilt d(0, EBy(wy)) - cos o < d(0, EBy (wy)).

BEWEIS. Nach den Propositionen 12} und 125 ist die behauptete Ungleichung aqui-
valent zu
cos @ — V2 cos asin asin 2o < cos o — sin avsin 20,

also zu V/2cosa > 1. m

PROPOSITION 127. Fiirw € [wy, wy] ist die Schicht Npey, I By (w) das konvexe Polygon
mit den Ecken (EB,,, N EB,,;1)(w) und den Kanten in EB,,(w), genauer gilt:

(EBy N EBy)(w), (EBy N EB,)(w),..., (EBy_1 N EBy)(w)
sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(EBpm_1NEB,)(w) und (EB, N EBny1)(w)
ist in der Geraden EB,,(w) enthalten.
BEWEIS. Die Schicht (P')(w) = Njez IBy;(w) ist das regelmifige konvexe p-Eck
mit den Ecken (E By, N EBypyi2)(w) und den Kanten in E By, (w), genauer gilt:
(EBy N EBy)(w), (EBy N EBy)(w),..., (EBy_o N EBy)(w)
sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(EBam_3 N EByp)(w) und  (EByy, N EByps)(w)
ist inA der Geraden E By, (wz enthalten. Der Inkreisradius dieses Polygons ist gleich
d(0, EBy(wq)). Die Gerade EB;(w) ist orthogonal zu der Winkelhalbierenden des zu

der Ecke (EBy N EB,)(w) gehorigen Winkels des Polygons N;ez IByj(w). Nach der
Proposition 126 gilt

d(0, EBy(wq)) cosa < d(0, EBy (wy)).
Damit liegen die Schnittpunkte (EB_; N EBy)(wq) und (E‘]:?Q N EBg)(wd) in 1B (wy).
Nach der Proposition 123 liegt der Schnittpunkt (EBy N EBsy)(wy) in HB;(wg). Die

Punkte R . . R
(EB_1 N EBO)(LU4) = (EB_Q N EBo)(W4),

(EBy N EBs)(wy) = (EBy N EBy)(wy)
und  (EBy N EBy)(w,)
sind Ecken des reguliren Polygons (N;ez IBy;)(ws). Wiederum nach der Proposi-
tion 123 gilt
(Njez I By;)(ws) C (IBy N IBy)(ws) C 1By (wy).
Damit gilt:
Der Durchschnitt des PolygonsA(ﬂjEZ IBy;)(w) mit der Halbebene H By, (w) ist
das Dreieck (IBsg,, N 1By, o N HByyi1)(w), solche Dreiecke fiir m € {0,...,p—1}
schneiden sich nicht. Daraus ergibt sich die Beschreibung von (Njcz IBj)(w). =
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PROPOSITION 128. Fiir den Schnittpunkt z"(w) der Geraden EA,(w) und EB(w)
gilt
(W) = Csin2g -1 . C
S sin 2« S
BEWEIS. Aus den Gleichungen
Csin20 —1  C'cos2a

z € EAl(w) <= z;8in2a + 29 cos2a =

S S w
. Csin2a—1 Ccos?2
z € EBl(w) < 2z;8in2a — 2z, cos 2a = SlnSa + C(;;S o W

148t sich 2”(w) leicht ausrechnen. m

PROPOSITION 129. Fiir den Schnittpunkt z*(w) der Geraden EBy(w) und EBs(w)
gilt
1

Bcosa

BEWEIS. Aus den Gleichungen der Geraden EBy(w) und EB,(w) folgt

2 (w) = —ie - (A(sin 2 + w cos 2a) — 1).

2i (w) sina — 25 (w) cosa = 2z} (w) sin 3o — 23 (w) cos 3a = X (w)
mit X (w) := §(A(sin 2a + w cos 2a) — 1). Daraus 148t sich z*(w) leicht ausrechnen

cos @ — coS 3 sin 2«

(W)= sin 2« (w) = COS (v w),
sin v — sin 3« cos 2«
X = X = — - X (w).
2 (w) sin 2« (w) COS & (w) "

PROPOSITION 130. Die Geraden EBy(w,), FAi(w;) und EBy(w) schneiden sich in
einem Punkt.
BEWEIS. In der Proposition 128 wurde der Schnittpunkt
Sw) = Csin2a — 1 i 9
S'sin 2ar S

der Geraden FA;(w) und EBj(w) berechnet. Ich setze 2"(w) in die Gleichung
1
z18ina — 2o cos v = E(A(sin 200+ wcos2a) — 1)

der Geraden EBj(w) ein und erhalte dann mit S = /2 - B
Csin2a —1
sin 2«
Wegen C' = ctg o, Av/2sina =1,y = cos a—%, Asin2a—1 = yy/2 und C'sin 2a—1 =
27v(7 + v2) folgt

sina + Ccosa - w = V2(Asin 20 — 1) + AvV2 cos 20 - w.

cos? o — cos 2a

B 2v(v +V2)
- Ww=2y— ————=.
sin o 2cosa
Wegen cos 2a = cos? o — sin? o und 2 cosa = 2y + /2 folgt

, 5 2cosa — (v +V/2) 22
sino -w = . =
Y 2cos o 2cos o

und damit
272 272
W= — = — =wi. n
2sin o cos «v sin 2«
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PROPOSITION 131. Die Geraden EBy(w,), EAy(wy) und EB;(w,) schneiden sich in
einem Punkt.

BEWEIS. In der Proposition 121 wurde der Schnittpunkt

Asin2a—1  Acos2a 2cosa—+V2 . cos 2«
= —w- = — W -

!
2w h = - _m
() Bsina Bcosa Ssin o S'sin v cos o

der Geraden EBy(w) und EA,(w) ausgerechnet. Ich setze 2/ (w) in die Gleichung

(C(sin2a + wcos2a) — 1)

| —

21 8In 200 — 29 cOS 200 =

der Geraden EB,(w) ein und erhalte dann

2 — V2 2
MSiDQQ—F _ T 0820w = (C'sin2a — 1) + Ccos 2a - w.
sin «v sin «v cos «

Wegen C' = ctga und C'sin 2a — 1 = cos 2« folgt

2
_osee (cos? o — cos 200) - w = 2 cos (2 cos o — V/2) — cos 2.
sin « cos «

Wegen cos 2o = cos® o — sin o, 7 = cosar — %, cos2a = 2y(y + v/2) und 2cosa =
2v + /2 folgt
cos 2asin «v

w=27(27 + V2) — 29(y + V2) = 242
Cos v

Damit gilt
272
W= ———— =wy. n
tan a cos 2«

LEMMA 132. Es gilt

0<Asin2o¢—1<C’sin2o¢—1<2 Asin2a — 1
cosq - —— ——.
B S B

BewEkis. Wegen S = /2B, Asin2a — 1 = 72, Csin2a — 1 = 2y(y + v2) und
2cosa = 2y 4+ V2 mit v = cosa — % > 0 ist die behauptete Ungleichungskette

aquivalent zu
0<y<y(y+V2) <y(2y+V2).n

LEMMA 133. Es gilt
Acos2a (C

— < .
Bcosa S

BEWEIS. Wegen S = V2B, AV2sina = 1, Csina = cos « ist die behauptete Un-

gleichung aquivalent zu % < cos . Dabei gilt cos 2a = cos? a — sin® o < cos® . m
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PROPOSITION 18}. Fiir die Spitzen 2'(w) bzw. 2"(w) der Sektoren (IBy N IAy)(w)
bzw. (HA, N HB,)(w) gilt
Z(w) € Int HA, (w) und 2" (w) € Tnt I Ay(w) fiir
2'(w) € Int HB, (w) fiir w < wy und 2'(w) ¢ HB
2"(w) € Int I By(w) fiir w < w; und 2"(w) ¢ IB

2 0,
1( ) fiir w > wo,
By(w) fiir w > wy.

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

. 1
2 € IBy(w) <= zsina — zycosa < = (A(sin 2a + w cos 2a) — 1),

—

zeTAy(w) <= zsina+ zcosa < —(A(sin 20 — wcos 20) — 1),

B
z€ HA (w) <= 2 sin2a+ 2 cos2a > —=(C(sin 2a — wcos 2a) — 1),

0|~ W0~

z€ HB(w) <= 2z sin2a — zcos2a > —(C(sin 2a + wcos 2a) — 1).

Nach den Propositionen 121 und 128 gilt

() Asin2a—1 . Acos2«a () Csin2a—1 . C
dJw)="r— — - —— . M) = ————— — - —.
Bsina Bcecosa’ S sin 2«

S
Es sei w > 0. Nach den Lemmata 132 und 133 gilt 0 < 2} (w) < 2] (w) und 25 (w) <
zh(w) < 0 und folglich

21 (w) sin 2a + 25 (w) cos 2a > 21 (w) sin 2a + 24 (W) cos 2a,

2/ (w)sina + 25 (w) cosa < z1(w) sina + 25 (w) cos a.

Aus 2"(w) € EAy(w) und 2/ (w) € EAy(w) folgt damit 2 (w) € Int HA, (w) und 2"(w) €
Int T As(w). Fiir w = 0 gilt 0 < 21(0) < 21(0) und 25(0) = 25,(0) = 0 und folglich

21(0) sin 20 — 25(0) cos 2« > 2 (0) sin 2« — 25(0) cos 2a,

2/ (0) sinar — 25(0) cos v < 21(0) sin v — 25(0) cos cv.

Aus 2”(0) € EB,(0) und 2/(0) € EBy(0) folgt damit 2/(0) € Int HB;(0) und 2”(0) €
Int 7 By(0). Nach der Proposition 131 gilt 2/(w;) € EB;(w;). Aus 2/(0) € Int HBl(O),
7' (wy) € EB;(w;) und wy > 0 folgt 2/ (w) € Int HB; (w ) fiir w < ws und 2'(w) ¢ HBl(w)
fiir w > wy. Nach der Proposition 130 gilt 2" (w;) € EBy(w;). Aus 2’ (0) € Int IBO(O),
Z"(w1) € EBy(wy) und wy > 0 folgt 2" (w) € Int I By(w) fiir w < wy und 2" (w) &€ I By(w)
firw>w;. »

PROPOSITION 135. Nach der Proposition 13} gilt fiir die Spitzen z'(w) bzw. 2"(w)
der Sektoren (IBy N IAy)(w) bzw. (HA, N HBy)(w)

2 (w) € (HA, N HB,)(w) fiir w € [0,w,)],

Z'(w) € Int(HA; N HBy)(w) fiir w € [0,w,),

2"(w) € (IBy N TAy)(w) fiir w € [0,w],

2"(w) € Int(IBy N IAy)(w) fiir w € [0,w;).
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PROPOSITION 136. Fiir den Schnittpunkt 2" (w) der Geraden EAy(w) und EBy(w)

gilt
Asin2a — 1 A ,
" - IV R 1o
Slw) = ( B sin 2« " B) c

BEWEIS. Die Gleichungen der Geraden sind
. 1
2z € EAy(w) <= zsin3a+ 23 co83a = E(A(sin 200 — wcos 2a) — 1),
. 1
2 € EBy(w) <= z;sina — zpcosa = E(A(sin 20+ wcos2a) — 1).

Die Drehung ¢ + (e von C iiberfiihrt den Schnittpunkt z”(w) in den Schnittpunkt
der Geraden mit den Gleichungen

Asin2a—1  Acos2«a

21 8In 200 — 29 cOS 200 = 5 + B w
. Asin2a —1  Acos2a
21 81n 2a0 + 29 €cos 2c0 = 5 — 5 - w.

Aus diesen Gleichungen 148t sich leicht ausrechnen

) Asin2a — 1
mn io _ i
? (w)e ~ Bsin2a et

SIS
u

PROPOSITION 137. Fiir den Schnittpunkt 2"(w) der Geraden EA,(w) und EB,(w)
und den Schnittpunkt 2" (w) der Geraden EAqy(w) und EBy(w) gilt |2"(w)] < |2"(w)]
fiir w € [0, w].

BEWEIS. Nach der Proposition 136 gilt

|Z’/l(w)|2 = % . <(A Sin 20 — 1)2

+ A% W)
sin? 2 )

Nach der Proposition 128 gilt

12" (w)|* = 1 ) <(C sin 200 — 1)?

52 +02'w2>'

sin? 2«

Es sei f(w) := |2"(w)]? — |2"(w)[%. Wegen - = &, 2 — 242 = «a=l _ _1 ypd

B2 — §2» sin? o

(C'sin2a — 1)% — 2(Asin 20 — 1)% = 492 (v + V2)? — 49°
=47°(y* +2v27 + 1)

gilt
1
flw) = e’ (472(72 +2v2y + 1) — w?sin® 2a) )
Fiir w € [0,w] mit w; = 22— gilt
1 472(2V/27 + 1)
> :7-(422 2/2 1—44): > 0.
fw) = f(w) 52 sin? 2a O+ \/_7+ ) Y 52 sin? 2av .
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PROPOSITION 188. Fiir w € [0,w;] liegt der Schnittpunkt 2" (w) der Geraden E A, (w)
und EB;(w) auflerhalb des regelméBigen p-Ecks mit den Ecken 2" (w)e?i® 0 < j < p,
wobei "' (w) der Schnittpunkt der Geraden EAy(w) und EBy(w) ist.

BEWEIS. Nach der Proposition 137 liegt der Punkt z”(w) sogar aulerhalb des dem
Polygon umbeschriebenen Kreises. n

PROPOSITION 139. Der Schnittpunkt 2"(w) der Geraden EAy(w) und EBy(w) liegt
in Int I A, (w) fiir w > 0.

BEWwEIS. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichung der Halbebene sind
. 1
2z € EAy(w) <= 2z sin3a + 25 cos3a = E(A(sin 200 — wcos 2a) — 1),
. 1
z € EBy(w) <= zsina — zpcosa = E(A(sin%z + wcos2a) — 1),

. 1
2z € [A)(w) <= zsin2a+ 23 cos2a < E(C’(sin2a—wc032a) —1).

Ich wende (A7.1) an. Es gilt 6 = —sin4a < 0. Es ist also zu zeigen, dafi A(w) < 0
fiir w > 0 gilt. Es gilt wegen S = /2B
A(w) - S =v2sin 3a(A(sin 20 — wcos 2a) — 1)
— sin4a(C(sin 2o — w cos 2ar) — 1)
—V2sin a(A(sin 2« + w cos 2a) — 1)
und wegen C'sina = cosa und Ay/2sina =1
A(w) - Ssin v =(sin 3 — sin 4o cos a) (sin 20 — w cos 2a)
— sin a(sin 2a + w cos 2a)
+ sin a(sin 4o + V/2(sin @ — sin 3a)).

Wegen sin 3 = sin(4a — «) = sinda cos o — sin a cos 4ay, sin 4o = 4 sin a cos v cos 2«
und sin a — sin 3a = —2 sin a cos 2« folgt

A(w) - S = 4sinacos 2ay — cos da(sin 2a — w cos 2a) — (sin 2 + w cos 2a).

Wegen
cos 4a(sin 2a — w cos 2a) + (sin 2a + w cos 2«)
= sin 2a(cos 4da + 1) + w cos 2a(1 — cos 4a)
= sin 2a - 2 cos” 20 + w cos 2a - 2sin? 2
= 4 sin v cos v cos 2 (w sin 2a + cos 2«)
folgt

A(w) - S = 4sinacos 2a(y — cos a(wsin 2« + cos 2a)).

Fir w > 0 gilt also mit v = cosa — % wegen

V2cosa=v2y+1 und cos2a = 2y(y + V2),

daf
Aw)-S o A(0)- S

. ~ .
4 sin o cos 2« 4sin o cos 2«

=7 = V2y(v +V2)(V2y + 1)

= (29" +3vV2y + 1)
negativ ist. m
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PROPOSITION 140. Der Schnittpunkt (EAy N EBy)(w:) liegt in Int I By (w:).

BeEwEIs. Nach der Proposition 130 schneiden sich die Geraden EBy(w;), EA;(w;)
und EBj(w) in einem Punkt. Nach der Proposition 135 liegt die Spitze 2'(w;) des
Sektors (IBO N IAQ)(wl) in Int(HA1 N HBl)(wl). Damit gllt

Z(w) € nt(EBy N HA)(wy) = Int(EBy N HBy)(w:),
Int(EBy N TA1)(wy) = Int(EBy N IBy)(w).
Nach der Proposition 139 liegt der Schnittpunkt 2"(w;) der Geraden EAy(w;) und
EBy(w) in Int 1A (w;) und damit auch in Int I B;(w;). =
PROPOSITION 141. Der Schnittpunkt (EAy N EB,)(w*) liegt in Int 1By (w*).

BEWEIS. Der Punkt (EA,NEBy)(w*) = (EB_sNEB,)(w*) ist eine Ecke des Polygons

N IBym(w*). Nach der Proposition 123 gilt
MmEZ

(Njez IByj)(w*) € (IBy N IBy)(w*) C IBy(w*). m

PROPOSITION 142. Der Schnittpunkt (EAy N EBy)(w) liegt in Int I By (w) fiir alle w
aus dem Intervall [wy, w*].

BeEwEIs. Nach den Propositionen 140 und 141 gilt die Behauptung fiir w = w; und
fiir w = w*, also auch fiir alle w € [wy,w*].

PROPOSITION 143. Der Schnittpunkt (EA, N EBy)(0) liegt in Int 1B;(0).
BEWwEIS. Die Ungleichung der Halbebene 7B;(0) ist
C'sin2a —1

5 :

Fiir den Schnittpunkt ¢ = 2”(0)e%® der Geraden EA,(0) und EB,(0) gilt nach der
Proposition 136

z € fBl(O) <= 2;sin2a — 29 cos2a <

Asin2a —1
B sin 2«

i

<— — Z///(O)e%a —
Damit gilt nach dem Lemma 132

Asin2a — 1 - Csin2a —1
Bsin 2« S sin 2«

G <[l=

und (5 > 0.

Also gilt
Csin2a —1
S

(1sin2a — (3 cos2a <

und damit ¢ € Int 7B;(0).
PROPOSITION 144. Der Schnittpunkt (EAy N EB,)(w*) liegt in Int 1By (w*).

BeEwEIS. Nach der Proposition 119 schneiden sich die Geraden EBy(w*), EAy(w*)
und EBy(w*) in einem Punkt. Nach der Proposition 123 ist (/By N IBy)(w*) in
Int I By (w*) enthalten. Damit gilt

(EAy N EBy)(w*) = (EBy N EBy)(w*) € (IByNIB,)(w*) C Int IB;(w*). m
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PROPOSITION 145. Der Schnittpunkt (EAy N EB,)(w) liegt in Int I B, (w) fiir alle w
aus dem Intervall [0, w"].

BEwEIs. Nach den Propositionen 143 und 14} gilt die Behauptung fiir w = 0 und
fiir w = w*, also auch fiir alle w € [0,w*].

PROPOSITION 146. Fiir w € [0,w;] ist die Schicht

ﬂ (jAQm U fBQm)(W) - U (fBQm N Int [:[A2m+1 N Int [:[BZm+1 N fA2m+2)(w)

mEZL meZ

das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (EA,, N EBy)(w) und (EBy, N EAp)(w)
und den Kanten in EA,,(w) und EB,,(w), genauer gilt:

(EAO N EBO)(W), (EBO N E’Al)(w), (EAl N EBl)(w),
(EBy N EAy)(w), ..., (EBy_ 1 N EA)(w)

sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(EBpyNEAL)(w) und (EA, N EB,)w)

ist in der Geraden EA,,(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(EA, NEBy)(w) und (EBnNEAy,) (W)

ist in der Geraden EB,,(w) enthalten.

Fiir w € [wy,ws] ist die Schicht

() (TA2 UIByy)(w) — | (IBom NInt HByyy iy N T Az ) (w)

MEZL meZ

das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (EAQm N EBgm)(w), (EBQm N EBgmH)(w)
und (F By 1NE Agpmio)(w) und den Kanten in E By, (w), F Boyy1(w) und E Aoy, o (w),
genauer gilt:

(EAO N EBO)(W), (EBO N EBl)(w), (EBl N EAQ)(L()),
(EAy N EBy)(w), ..., (EBy 1 N EAy)(w)

sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(EAgm N EByy)(w) und  (EBayy, N EBopyy)(w)
ist in der Geraden EBay,(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(EBym N EBomy1)(w) und  (EBopyt N EAgpys)(w)
ist in der Geraden E’Bgm+1 (w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken

(EBgm+1 N EA2m+2)(u)) und (EA2m+2 N EBQm+2)(LU)
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ist in der Geraden E Ay, (w) enthalten.
BEWEIS. Die Schicht
m(P")(w) = (] (A2 U IByy)(w)
mez
fir v € [0,w"] ist das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (EAsm N EByy,)(w) und
(EByy, N EAgpye)(w) und den Kanten in EAyy,(w) und E By, (w), genauer gilt:
(EAy N EBy)(w), (EBy N EAy)(w), (EA; N EBy) (w),
(EBy N EA)(w), ..., (EBoy_y N EAg)(w)
sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(EBym—s N EAyy)(w) und  (EAs, N EBoy)(w)
ist in der Geraden EAQm(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(EAym N EByp)(w) und  (EBgm N EAgp o) (w)
ist in der Geraden E B, (w) enthalten.

Ich bezeichne die Spitze des Sektors (IBy N IA,)(w) durch 2'(w), die Spitze des
Sektors (HA; N HBy)(w) durch 2”(w) und die Spitze des Sektors (HAy N HBy)(w)
durch 2" (w).
Die Schicht . .

7(P)(w) = () (I Azm U I Bom) (w)

meEZ
fiir w € [0,w*] kann auch beschrieben werden als die Vereinigung des regelméfigen
p-Ecks II(w) mit den Ecken 2" (w), 2" (w)e?®, ..., 2" (w)e®~2 mit den p Dreiecken,

die unter der Anwendung der Drehung ¢ — (e*® aus dem Dreieck A(w) mit den

Ecken 2" (w), 2" (w)e*@, 2’ (w) entstehen.

Es sei w € [0,w;]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks A(w) und des Sek-
tors (HA; N HBy)(w) mit Spitze im Punkte 2”(w). Nach der Proposition 135 liegt
der Punkt 2”(w) im Sektor (IB, N IA;)(w), nach der Proposition 138 liegt der
Punkt 2”(w) auBerhalb des regelméBigen p-Ecks II(w), also liegt die Spitze 2”(w)
des Sektors (HA; N HB;)(w) im Dreieck A(w). Nach den Propositionen 135, 139
und 145

Z(w) € (HA NHB))(w), 2"(w),2"(w)e?™ ¢ (HA; N HBy)(w)

Damit ist der Durchschnitt des Sektors (HA;NH B;)(w) mit dem Dreieck A(w) gleich
dem Viereck (IByN HA; N HB; N 1A)(w) mit den Ecken 2'(w), (EBy N EA;)(w),
Z"(w) und (EB, N EAy)(w).

Es sei w € [wy,ws]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks A(w) und der Halb-
ebene HB;(w). Nach den Propositionen 134, 142 und 145 gilt

Z'(w) € Int HBy(w), 2"(w), 2" (w)e*® ¢ HB;(w).

Damit ist der Durchschnitt der Halbebene H B, (w) mit dem Dreieck A(w) gleich dem
Dreieck (/By N HB; N 1A;)(w) mit den Ecken

2 (W), (EByNEB))(w) und (EB;NEA)(w). s
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DEFINITION. Es sei P = P[—wgy,wy] und

P[0,w] = P'[0,w1] — | ) IBom N HA3, , WHBS, ;N T As45)[0, w)]
MEZL

() (IAsm U IB,y,)

meZ

= - - - - [07 wl];
— J UBom MHAS,, N HBS, i N T Agpnys)
meZ
P[wl, wg] = P'[wl, wg] — U (fBgm N ﬁB;erl N fA2m+2)[w1, u)g]
meZ

() (IAsm U IB,y,)

meZ
= [wla w2]7

~ J UBem N HB3,, N1 Ay,10)
me7Z
P[WQ,LU?,] = ﬂ (jA2mUjBZm)[w27w3]a
me7Z
Plws,wy] = ﬂ jB2m[w37w4]:
meZ
Plwy,wq] = ﬂ By [wy, wal,

meZ

Pl—wyq, 0] = n(P[0, wq]).

Es gilt 7(P) C n(P') = P’ C L. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, daB =(P)
durch die gleichen Operationen wie P aus I, ; und H,, ; statt fm j und lfIm j gebildet
wird und 7[p : P — 7(P) ein HomGomorphismus ist. Es sei P durch die gleichen
Operationen wie P aus Im]- und Hmj statt Imj und Hm] gebildet. Aus P’ = 7 (P')
folgt m(P) = P. Aus der Beschreibung von P’ und den Propositionen 127 und 146
ergibt sich eine Bescheibung von P. Betrachtet man die Schichten 7(P)(w) genauer,
so sieht man, dafl die Seitenflichen der Stiicke P[—wy, 0], P[0,w:], Plw;,wi11] mit
i € {1,2,3} und Plw,,wy| so zusammenpassen, dal P keine horizontalen in den
Ebenen {w = 0} bzw. {w = w;} mit i € {1,2,3,4} enthaltenen Kanten hat. Die
Kombinatorik der Seitenfliche von P ist in der Abbildung dargestellt, wobei a, fiir
ungerades n zu den beiden unteren Dreiecken und b,, zu den beiden oberen Dreiecken
gehort.

b2m—3 b2m— 1 b2m+1 b2m+3

b2m72 b2m b2m+2

A2m—2

Aom—3 A2m—1 A2m+1  A2m4+3

ABBILDUNG 8. Die Seitenfliche von P fir [ = 1.
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PROPOSITION 147. Nach der Proposition 113 gilt a;' = p~2(by), by, = p*(am),
amTd = by bnTy" = @y 73 by = p*(am), Taam = p~*(by) und

Qgm = P (Aom+2)0om_1 = P (Q2m11) Ay
—

ﬁ (bgm 1)@27711+ (me—Q)a;nlerla

a2_n11+1 =5 (me)CLQ_m—i-Q = (a2 12) Ao @
SATZ 148. W(P) ist ein Fundamentalbereich fiir die Operation von T' auf G.

BEWEIS. Um den Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identifikationen am Rande
von P unter der Operation von I'

(743 b )’_>P (Td ),
(CLQm; Td y Ao2m—1, A2m—2, me—Q, Ao2m—1, me—1, b2m—2, me, A2m+2, 02m+1) —
ﬁ_Q(me; U2m, A2m+25 @2m+15 D2mi 15 G2mt2, D2my2, bomy1, Td, Dom—1, b2m—2),
(azms1375 " Gomy Goma2) > P> (Dame1; G2m1, Qomr2, bom),
(@2m115 b2mt1, Qo 2, Dam) = p 2 (b2mt15 7ds Dam Dam y2)
(Dabe1 glbt es JGWG]IS zwel verschiedene Kanten, die in EAQm N EBQm 2N E bzw.
EB,,, N EA2m+2 N E enthalten sind) und die Kantenzyklen
(G2m; Gam—1) = P~ (2mi bam—2) — p (D213 bom),
(@2m; Gam—2) = P (2mr15bam) — 07 (bam bom—1),
(a2m; bam—1) > §~ " (bam; bam—2) = P (G215 G2m),
(Gm; Td_l) = 5_2 (G b)) — ﬁ_4(7"d; bim).-
Die ersten drei Zykel sind vom Typ R, der vierte Zykel ist vom Typ 2. m

BEMERKUNG. Es bleibt zu zeigen, dafi P = F; gilt. Dafiir sollte man zeigen, dafl
F¢ C P gilt. Ich kann zeigen, dafl fiir w < wy

(HBy N ICy)(w) C Tnt HBy(w) und (HB, NIC))(w) C Tnt HB,(w)

gilt. Daraus kann man folgern, dafl eine der Zusammenhangskomponenten von Fg
gleich P ist. Ist F; zusammenhangend und gilt € € Fj, so folgt daraus direkt F; = P.

§23. Fall FQQk+4, 4, 2)%

NoTtaTION. Es gilt 9, = 72T_z]: =T —aund

1 —cos29,
=tandy = ————.
Wi altva sin 2’(9,1
PropPOSITION 149. FEs gilt sin 2a 4+ wycos 2a = 1. Wegen 29, = 5 — 2« gilt

sin29; = cos2a¢  und cos 29, = sin 2q.
Damit folgt wg = =522 Nach (A1.9) gilt

Tcos2a
coso — sino = \/Esinﬁd, sina + cosa = \/§cosz9d
und
sin2a =1 — 2sin® 9, = 2cos? 9, — 1.
Nach (A1.10) gilt C' = ctgq = 15020 — _cos20y

cos 219 1—sin29, " u




§23. Fall I'(2k+4, 4,2)

NOTATION. Es gilt ay, = fim,—2, by = fimo und ¢, = fin 0.

UNGLEICHUNGEN.

. , 1

2z € IBy(w) <= z1cosa— zpsina < E(A - 1),
. 1

2z € ICh)(w) <= z1sina — zpcosa < E(A(sin2a+wcos 2a) — 1),
. 1

2 € IBy(w) <= z1cosa+ zsina < E(A —1),
. 1

z € ICy(w) <= 2z sin3a — 25 €08 3 < E(A(sin2a+wcos 2a) — 1),
. 1

2z € 1B (w) <= 2 < E(C - 1),
. 1

z € IC)(w) <= 2z sin2a — 25 €08 20 < E(C’(sin2a+wcos2a) - 1),

PROPOSITION 150. Es gilt 0 ¢ (HAy N HBy)(w) und 0 ¢ (HBy N HCy)(w).

BEWEIS. Die Ungleichung der Halbebene ist

R A—1
2z € HBy(w) <= zjcosa — zsina > 5

Aus 0 € (HAyN HBy)(w) bzw. 0 € (HBy N HCy)(w) wiirde also A — 1 < 0 folgen. u
PROPOSITION 151. Die Winkelhalbierende des Sektors (HBy N HCy)(wq) geht durch

den Koordinatenursprung.

BEwEIS. Ich wende (A7.4) mit H~ = HBy(w,) und H* = HCy(wy) an. Die Unglei-

chungen der Halbebenen sind

z € fIBO(wd) = 2080 — zSIn > —5

z € [:IC[)(Wd) & z;sina — 29 co8s v >

PROPOSITION 152. Die Geraden EBy(w*), ECy(w*) und EBy(w*) mit

., 1—costy

v
w =w" = -tana:tanatan?d-wde(o,wd)

cos Yy

schneiden sich in einem Punkt.

BeEwEIs. Die Gleichungen der Geraden sind

z € EBO(w) = z1C0800 — ZHsinw = ——,

z € E’Bg(w) < 710080+ Zo8inoy = ———,

A(sin 2a + w cos 2a) — 1

zEECO(w) & z;sina — 2 cosa = 5
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Ich wende (A7.2) an. Es gilt 6 = sin2a > 0 und
A(w) - B = (cos2a —1)(A — 1) + sin 2a(A(sin 2« + w cos 2a) — 1)
= -2 sina(sin a(A —1) — cos a(A(sin 2a + w cos 2a) — 1))

Es gilt ferner
sina(A — 1) — cos a(A(sin 2a + w cos 2a) — 1)
= A(sin (1 — 2 cos® @) — w cos a cos 2a) + (cos & — sin @)
= —Acos2a(sina + wcosa) + v/2sin ¥,
= cosacos2aA - (W' — w)
mit Y
2sin?d
W= —tana + o Ud
A cos acos 2a

Wegen % = V/2sina und cos 2o = sin 204 gilt

V2sin 9y _ 2sinasindg  2sindgtana tana

Acosacos2a  cosasin2d; 2sindgcosd; cosiy

und damit

. 1 — cos vy 1 — cosdy d
w'=tana ———— =tana- ———— - tand; = tan o - tan — - wy. m
cos Vg sin Yy 2

DEFINITION. Es sei

P = ( () (A2 U IBoy)[~wa, 0]) U ( () (IBam U ICs)[0, wd]> .

meZ meZ

Aus der Proposition 68 folgt P’ C Fx. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt,
daB8 7(P') durch die gleichen Operationen wie P’ aus I, ; statt I, ; gebildet wird und
7|pr : P' — 7(P') ein Homéomorphismus ist. Es sei P’ durch die gleichen Operationen
wie P’ aus I, j statt I, j gebildet.

Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von ]5’ Um P[0, wy) zu
beschreiben, wende ich (A7.6) mit H~ = HBy,, Ht = HCy, 3=Z -9, =T T+ aund
mit w; = 0, w~ = w*, w° = wy an. In den Propositionen 150, 151 und 102 wurden
die Voraussetzungen von (A7.6) iiberpriift. Ferner entsteht ]5’ [—wq, 0] aus P'[0, wq]
durch Anwendung der von 7 induzierten Isometrie von S,. Die Kombinatorik der
Seitenfliche von P’ ist in der Abblldung dargestellt. Nach der Proposition 112 gilt
((¥4) < 1. Nach Satz 48 folgt P’ C L und damit 7(P') = P'NL = P'. Ich untersuche
jetzt die Lage von P’ relativ zu Halbraumen [ A2m+17 I By und T Comi1, UM mit
Hilfe dieser Halbraume aus P’ eine Teilmenge P C P’ zu konstruieren, so daf§ ¥(P)
ein Fundamentalbereich ist.

PROPOSITION 153. Fiir den Schnittpunkt z(w) der Geraden EBy(w) und EB,(w) gilt

A—-1
Bceosa’

2(w) =



§23. Fall I'(2k+4, 4,2)

Com—2 Com Com+2

b2m72 b2m b2m+2

A2m—2 A2m A2m+2

ABBILDUNG 9. Die Seitenfliche von P’ fiir [ = 2.

BEWEIS. Aus den Gleichungen

. A—-1
z € EBy(w) <= z1cosa — zsina = 5
- . A-1
2 € EBy(w) <= zjcosa+ zsina = 5
1aBt sich z(w) leicht ausrechnen. m
NOTATION. Es sei w, := tan %d. Es gilt
; 9 1 —cosidy sin Yy
Wy = tan — = =
2 2 sin Yy 1+ cos vy
und
. cos %
cos 204 + wo sin 29, = -— = 2costy — 1.
cos -4

2
PROPOSITION 154. Es gilt 0 < w; = w* < ws < wgy. m

PROPOSITION 155. Es sei 2/(w) der Schnittpunkt der Geraden ECy(w) und EB,(w).

Dann gilt
1
zp(w) = §(2 sin? 04 - wy — w - C'sin 20),

die Funktion 2z} (w) ist streng monoton wachsend, die Funktion z}(w) ist streng monoton
fallend, es gilt (1 < z}(w) fiir ( € (ICy N IBy)(w). Es gilt ferner

(C —1) +i(2sin® ¥y — C sin 20g)ws

24-1) i,
S ’ '

Y(wg) =——— "¢

S

2 (wy) =

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

zeIC)(w) <= zsina — zcosa < X(w),
Y

(w)

z € fBg(w) & 210080+ z9sina <

mit
A(sin2a +wceos2a) — 1 A(cos 209y + wsin29y) — 1
X(w):= =
B B
und A1
Y(w) = ——>0.
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Damit gilt
Z'(w) = (X(w)sina+ Y(w)cosa) +i (Y(w)sina — X (w) cosa),

die Funktion z}(w) = X (w)sina + Y (w) cos o ist monoton wachsend und es gilt

= %((A — 1)sina — (A(cos 2094 + wsin 29,) — 1) cos o)
= %((cos a — sin o) — A((cos a cos 2094 — sin @) 4+ w cos asin 219,)).
Wegen
sina = cos(g — a) = cos(a + 21,) = cos acos 20,4 — sin asin 2094,
coso — sino = \/Esinﬁd und S =+V2B
gilt

1
2y (w) = §(2 sin ¥y — AvV/2sin 20,4(sin o + w cos av)).

Wegen sin a + wcos a = sin a1l + wC) und Av2sina = 1 gilt

2 (w) = %(2sinz9d — in204(1 + wC)).

Wegen 2 sin 9y — sin 204 = 2sind4(1 — cos ¥y) = 2sin® Iy - wy gilt
/ L.y .
zo(w) = 5(2 sin” ¥y - wy — w - C'sin 20,).

Fiir ¢ € (ICy N IB,)(w) gilt

¢ = (¢ sina — (G eosa) sina + (¢ cosa + (o sin ) cos a
< X(w)sina+ Y(w)cosa = 2{ (w).

Fiir w = wy gilt cos 294 + ws sin 293 = 2cos ¥y — 1 und damit

A(cos 204 + wysin2dy) —1  A(2costg—1) — 1

X(ws) = B B
Wegen
(C —1)sina = cosa — sin a,
sina + cos @ = V2 cos Uy,
AV2sina=1 und S =+2B
gilt

21 (wy) = X (wp) sina + Y (wy) cos a
_ 2Acos¥gsina + A(cosa —sina) — (sina + cos a)
B B
_ 2cos¥y+ (C—1) —2cosdy  C—1
B S s
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Es gilt ferner
2 Sil’l2 19d — sin 219dC
S

Fiir w = wy gilt cos 29, + wysin 29, = 1 und damit

2y (wa) = Wa-

A(cos 205 + wgsin29,;) —1 A -1
X(wa) = ( : Bd 2 - 5 = Y(wa).

Es gilt also

Z(wq)  (sina+cosa)+i (sina — cosa)

A—1" B
V2(costy —isindyg) V2 —ivy
e —

2
B B S

—ida g

&

PROPOSITION 156. Fiir den Schnittpunkt 2"(w) der Geraden EB,(w) und EC,(w)
gilt
(C—1) +i(wg — Cw)

" _
Es gilt auflerdem
C-1 .
" — L o—ig
2 (wa) S cos vy ©

BEWEIS. Aus den Gleichungen der Geraden

. -1
z € EB)(w) <— n=—g

3 C i 2 2 _1
ZEECl(C()) <= z;8in 20 — 29 cos 20 = (Sll’l a4+ w cos a)

S

folgt 2{(w) = 5 (C' — 1) und wegen 1 — sin 20 = w, cos 2

2y (w) - S cos2a = 2/ (w) - Ssin2a — (C(sin 2a + w cos 2a) — 1)
= (wg — Cw) cos 2a.
Es gilt ferner

2" (wa) = (€= 1) F ilws = O = -1 (1 —dwg) = ¢-1 e Wa

S S

BEMERKUNG. Die Drehung ¢ — (et von C iiberfiihrt die Geraden EB;(w) und
EC;(w) in die Geraden mit den Gleichungen
C-1

21 8in(¥g + 2a0) + 29 cos(Vg + 2a) = —

C(sin2a 4+ wcos 2a) — 1

21 sin(0q + 2a) — 25 cos(Vg + 2a) = 5
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PROPOSITION 157. Fiir den Schnittpunkt 2"(w) der Geraden EBy(w) und ECy(w)
gilt
(A—1) +i(wg — Aw)

ZHI(UJ) — = _6—ia‘
Es gilt ferner
A—1 A-1 ,
me,ow\ d " — . —z7r/4‘
S Bcosa und 2" (wq) Bcos, ¢
BEwEIS. Die Gleichungen der Geraden sind
- ) A-1
z € EBy(w) <= z1cosa — zsina = —5
- A(sin 2 200) — 1
2z € FCy(w) <= 2z sina — 2zycosa = (sin oz-l—;cos @) )

Die Drehung ¢ + (e™ von C iiberfiithrt den Schnittpunkt z”(w) in den Schnittpunkt
der Geraden mit den Gleichungen

A-1 ) A(sin 2a + w cos 2a) — 1

71 = ———, 218In2a — 25 co82a = .

B B

Aus diesen Gleichungen folgt analog zum Beweis der Proposition 156

(A—1)+i(wg — Aw)

le/(w) — = . 672'(1
nnd A—1 A—-1
" — — L= |, i — . —i7r/4‘
& (wa) (B cos Vg4 ¢ > ¢ B cosi, ¢

Nach der Proposition 152 ist der Schnittpunkt der Geraden EBy(w*) und ECy(w*)
gleich dem Schnittpunkt der Geraden EBj(w*) und EBy(w*), also gilt nach der Pro-
position 153

A—1
n * —
Z(w) Bcecosa’

PROPOSITION 158. Fiir die Spitze '(w) des Sektors (ICy N IBy)(w) gilt
7 (w) € Int I By (w) fiir w < w,
' (wy) € EB;(w;) und
Z(w) € Int HBy(w) fiir w > w,.
Es gilt
(ICy N IB,)(w) C IBy(w) fiir w < wo,
(ICy N IB,)(w) C Int I B (w) fiir w < ws.

BEWwEIS. Die Gleichung der Halbebene 1B (w) ist

< Z(C—1).
21 S(C )

Die Behauptung folgt nun aus der Proposition 155. m
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LEMMA 159. Es gilt
0 < A-1 - C-1
B IS COS .

BEWEIS. Wegen S = /2B, % = \/2sin und C' = ctga ist die behauptete Unglei-
chungskette aquivalent zu

0<1—+v2sina < (cosa —sina) - cosa.
Dabei gilt wegen (A1.14)
(cosa — sina) - cosa = cos” o — sin a cos o

— 1 —sina(sina+cosa) >1—v2sina. »

PROPOSITION 160. Es gilt IByNIB, C Int I By, also ist die Menge 1By NIB, N HB,
Ieer.

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind
2 € fBO(w) < 2080 — Zysina < 5

. A
2z € IBy(w) <= zcosa+ zysina < ——,
C-1
S

z € fBl(w) < 2z <

Aus ¢ € (IByNIB,)(w) folgt nach dem Lemma 159

G < A—1 <C—1
'S Beosa S

also gilt ¢ € Int [B;(w). m

ProprosiTIiON 161. Es gilt

Z'(wy) € (EByNInt HCY)(wy) und 2" (ws) € Int(ICy N HBy)(ws).

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

A(sin 2« + wcos 2a) — 1
B Y

z € fCo(w) & z;sina — 29 cosa <

~ A-1
2z € HBy(w) <= zjcosa+ zmsina > ——,

B
C—-1
S Y

z € fICl(w) <= 281020 — 25 oS 200 >

z€IB(w) < 7 <

C(sin2a + wcos2a) — 1
3 :

Nach der Proposition 158 gilt 2/(w;) € EBj(ws), woraus
C-1

2 (wg) = —5— = 2/ (w2)

S
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folgt. Wegen
cos 219, 1 —2sin% 9y,

1 —sin 219d 1 —sin 29,

C=
gilt
wa(C(1 —sin20y) + 2sin® Jy) —wy  ws — wy
S I
Es gilt also 2] (wq) = 2] (w2) und zj(wy) < 25 (ws) und folglich

< 0.

2y (wy) — 25 (wa) =

21 (we) sin 2ar — 2 (wy) cos 2a > 27 (we) sin 2ar — 24 (wy) cos 2«
2/ (wa) sina — 2 (wy) cos v < 2 (wy) sinav — 25 (we) cos
2/ (wa) cos v + 2§ (wy) sinar > 2 (wy) cos ar + 2h(we) sin av.

Aus 2" (wy) € EC)(wp) und 2/ (ws) € (EC,NEB,)(ws) folgt damit 2’ (w,) € Int HC, (w5)
und 2" (wq) € Int(ICy N HBy)(ws). m

ProprosiTION 162. Es gilt

Z(wg) € Int(HB, N HCY)(wg) und 2" (wq) € Int(ICy N IBy)(wy).

BEWEIS. Nach den Propositionen 155 und 156 gilt

2(A-1 ; -1 ,
Z’(wd) — ( ) _e—m?d und z"(wd) — Sc(los 9 _e—m?d_

S
Damit liegen die Punkte 2/(wq) und 2”(wy) auf dem Strahl R, -e~¢. Aus den Unglei-

chungen sicht man leicht, da$ der Koordinatenursprung in den Halbebenen 7Cj (wa),

IBy(wq), 1B (wg) und IC;(wy) enthalten ist. Fiir ¢ € Ry - e %4 gilt also
CentICy(wy) <= ¢ eIntIBy(wy) <= [¢] < | (wd)l,
Cent HC (wg) <= (et HB(wy) < |¢] > |2"(wq)l.

Nach der Proposition 158 gilt 2/(wg) € Int HB(wg) und damit |2/ (wg)| > |2 (wa)l,
also gilt 2" (wy) € Int(ICy N IBy)(wy) und 2'(wy) € Int(HCy, N HBy)(wq)- w

PROPOSITION 163. Es gibt ein w3 € (wq,wy) derart, daf fiir die Spitze z"(w) des
Sektors (IBy N ICY)(w) gilt:

2"(w) € Int HB,(w) fiir w < w,

Z”(u}3) S EBQ(U}?,),

2" (w) € Int I By(w) fiir w > ws.
BeEwEIs. Nach den Propositionen 161 und 162 gilt 2"(w) € Int HBy(w) fiir w = w,
und 2" (w) € Int I By(w) fiir w = wy. m
PROPOSITION 164. Fiir die Spitzen 2'(w) bzw. 2"(w) der Sektoren (ICy N IB,)(w)
bzw. (HBy N HCY)(w) gilt:

Z(w) € Int HCy (w) und 2"(w) € Int IC,(w) fii iir w € [wa, wal,

2'(w) € Int HBy(w) fiir w > woy undz( ) & HB,(w) fiir w < w,,

2"(w) € Int I By(w) fiir w > w3 und 2" (w) & [ By(w) fiir w < ws.
BEWEIS. Es gilt 2/(w) € Int HC)(w) und 2”(w) € Int ICy(w) nach den Propositio-

nen 161 und 162 fiir w = wy und fiir w = wy, also auch fiir alle w € [wy, wy]. Die
Behauptungen iiber IB; und I B, folgen aus den Propositionen 158 und 163. =
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PROPOSITION 165. Aus der Proposition 16} folgt fiir die Spitzen z'(w) bzw. 2"(w)
der Sektoren (ICy N IBy)(w) bzw. (HB; N HCY)(w)

Z(w) € (HBy N HCY)(w) fiir w € [we, wyl,

Z'(w) € Int(HBy N HCY)(w) fiir w € (wa, wy],

2"(w) € (ICy N IBy)(w) fiir w € w3, wyl,

2"(w) € Int(ICy N IBy)(w) fiir w € (w3, wy]. m
PROPOSITION 166. Fiir den Schnittpunkt 2"(w) der Geraden EB,(w) und EC,(w)
und den Schnittpunkt 2" (w) der Geraden EBy(w) und ECy(w) gilt |2" (w)| < [2"(w)]
fiir w € [0, wg].
BEwEIis. Nach der Proposition 157 gilt
(A—1)? + (wg — Aw)?

B? '

2" () =

Nach der Proposition 156 gilt

" 2 _ (C - 1)2 + (wd - Cw)2
()P = - .

Es sei f(w) := [2"(w)|* — |2"(w)]>. Wegen S? = 2B? gilt
fw)-S?=(C-1)?-2(A—-1)*+ (wg — Cw)? — 2(wy — Aw)?

Der Koeffizient bei w? ist

2

-1
c?ooar="C0" " _

sin® o
also ist die Funktion f(w) konkav. Damit geniigt es, f(0) > 0 und f(wg) > 0 zu
zeigen. Dabei gilt

f(0)-5% =(C=1)=2(4A-1)* - wi,
flwa) - 8% = (1 +wA)((C —1)% - 2(A - 1)?).

Wegen
(C'—1)?2=2(4 - 1)) -sin’a = (cosa — sina)? — (1 — V2sina)?
1
= 2v2sina(l — ﬁ(sina + cos )
= 2v/2sina(1 — cos 1)
gilt

fwg) - S%sina = 2v2(1 + wg?) (1 — cos ¥g) > 0,
f(0)-S%sina = 2v/2(1 — cos ) — wg?sina.
Es gilt p = 2k + 4, wobei k eine ungerade natiirliche Zahl ist, damit gilt p € {6,10}
oder p > 14. Die explizite Rechnung zeigt, dal 21/2(1—cos¥q) —w,? sina > 0 fiir p = 6
und p = 10 gilt. Fiir p > 14 gilt
2v/2(1 — cos¥y) > 2V2- [1 — cos (% - %)] > 0,4
und

. . T ., 7
wg? sina = tan? Y, sin a < tan? 1 sin Ta <0,3. =
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PROPOSITION 167. Fiir w € [ws,w,] liegt der Schnittpunkt z"(w) der Geraden EB; (w)
und EC,(w) auBerhalb des regelméafligen p-Ecks mit den Ecken 2" (w)e?/® 0 < j < p,
wobei 2" (w) der Schnittpunkt der Geraden E'By(w) und ECy(w) ist.

BEWEIS. Nach der Proposition 166 liegt der Punkt 2”(w) sogar auBerhalb des dem
Polygon umbeschriebenen Kreises. m

PROPOSITION 168. Der Schnittpunkt (EByN EC,)(w) liegt in Int I By (w) fiir w > w*.
BEwEIs. Die Ungleichung der Halbebene 1B, (w) ist
C-1

R

Fiir den Schnittpunkt ¢(w) der Geraden EBy(w) und ECy(w) gilt nach der Proposi-
tion 157

z € fBl(w) — 2z <

(A—1)cosa+wgsina — w - Asina A-1

Cl(w) = B ) Cl(W*)

Fiir w > w* gilt also nach dem Lemma 159
. A—-1 C—-1
G(w) < G(w)

~ Beosa < S
und damit ¢(w) € Int IB;(w). =
PROPOSITION 169. Der Schnittpunkt (EB, N EC,)(w) liegt in Int IC) (w) fiir w < wy.
BEWEIS. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichung der Halbebene sind

] — A—-1
z € EBy(w) 21 Co8Q+ 2y sih v = —5

D A 1 2 2 _1
2z € FCy(w) <= 2z sin3a — 25 cos 3o = (sin Ot-l-c;cog ) |

[ C ] 2 2 _1
z € IC)(w) <= 2z 8in2a — 23 c08 20 < (sin a+c§cos ) |

Ich wende (A7.1) an. Es gilt § = —cos2a < 0. Es ist also zu zeigen, dafi A(w) < 0
fiir w < wy gilt. Wegen S = /2B gilt

A(w) - S = V2cos a A(sin 2a + w cos 2ar) — 1)
— cos 2a(C(sin 20 + w cos 2ar) — 1)
—V2sina(A - 1).
Wegen C'sina = cosa und Av/2sina = 1 gilt
A(w) - Ssina = cos a1l — cos 2a)(sin 2a + w cos 2ar)
— sin o 4 sin a(cos 200 — V/2(cos o — sin ).
Wegen cos 2o = 1 — 2sin & und 2sin a cos a = sin 2« folgt
A(w) - S = sin 2a(sin 20 + w cos 2a) — 2sin’ a — v/2(cos a — sin ).
Fir w < wy gilt also wegen sin 2a + wy cos 2a = 1
A(w)- S < Awg) - S = sin2a — 2sin® o — V2(cosa — sin a)
= V2(V2sina — 1)(cosa — sina) < 0. w
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PROPOSITION 170. Der Schnittpunkt (EBy N ECy)(w) liegt in Int I B, (w) fiir alle w
aus dem Intervall [w*, wy)

BEWEIS. Nach der Proposition 158 gilt (ICyNIB,)(w) C Int I B, (w) fiir w < ws. Fiir
w € [w*, wy gilt

(EB, N EC,)(w) € (ICoNIBy)(w) C Int IB;(w). m

PROPOSITION 171. Der Schnittpunkt (EBQ N ECQ)(w3) liegt in Int IB, (w3).

BeEwEIs. Nach der Proposition 163 schneiden sich die Geraden EBy(ws), EBj(ws)
und EC)(w;) in einem Punkt. Nach der Proposition 165 liegt die Spitze 2'(ws) des
Sektors (ICy N IBy)(ws) in Int(HB; N HCY)(w3). Damit gilt

#(w3) € Int(EBy, N HB)(ws) = Int(EBy N HC,)(ws),
Int(EBy N IBy)(ws) = Int(EB, N ICY)(ws).
Nach der Proposition 169 gilt ¢ € Int IC)(w;) fiir den Schnittpunkt ¢ der Geraden
EBQ(U}3) und ECQ((Ug), es fOlgt also C € Int IBl (u}3). [ |

PROPOSITION 172. Der Schnittpunkt (EBy N ECy)(w) liegt in Int I B, (w) fiir alle w
aus dem Intervall [w*, ws].

BEWEIS. Nach den Propositionen 170 und 171 gilt die Behauptung fiir w € [w*, w>)
und fiir w = ws, also auch fiir alle w € [w*, ws3]. =

PROPOSITION 173. Fliir w € |ws,wy] ist die Schicht

m (fBQm U ngm)(w) - U (fCQm N Int IA{CQm+1 N Int ﬁB2m+1 N jB2m+2)(w)

me7Z meEZ

das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (EB,, N EC,,)(w) und (EC,, N EBpy1)(w)
und den Kanten in EB,,(w) und EC,,(w), genauer gilt:

(EBO N ECO)(W), (ECO N EBl)(w), (EBl N E’Cl)(w),
(EC, N EBy)(w),. .., (FCy_1 N EBy)(w)

sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(EC,_1NEB,)(w) und (EB,NEC,)w)

ist in der Geraden EBm(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(EB,, N EC,)(w) und (EC, NEBu)w)

ist in der Geraden EC,,(w) enthalten.

Fiir w € |we,ws] ist die Schicht

ﬂ (jBQm U fCQm)(w) — U (fCQm N Int [’AICQm+1 N fBQm+2)(w)

meZ meZ

91
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das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (EBsm N ECoy)(w), (ECm N ECyy41)(w)
und (ECyy,1+1NE Boyy2)(w) und den Kanten in ECy,,(w), ECoy 1 (w) und E Bap ya(w),
genauer gilt:

(EBy N ECy)(w), (ECy N EC,)(w), (EC; N EBy)(w),
(EBy N ECY) (w),. .., (FCy_1 N EBy)(w)

sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(EBym N ECyy)(w) und  (ECo, N ECoymi)(w)
ist in der Geraden ECy,, (w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(ECom N EComi1)(w) und  (ECymir N EBapio)(w)
ist in der Geraden E02m+1 (w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(E02m+1 N E’Bgm+2)(w) und (EB2m+2 N E'Cgm+2)(w)

ist in der Geraden EBoy,(w) enthalten.
BEWEIS. Die Schicht
m(P")(w) = () (I Bam U ICo)(w)

meZ

fiir w € [0,w*] ist das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (EBs, N EC,,)(w)
und (FCy, N EByyys)(w) und den Kanten in E By, (w) und ECy,,(w), genauer gilt:
(EBy N ECy)(w), (ECy N EBy)(w), (BB, N ECy)(w),
(ECy N EBy)(w),. .., (ECy_yN EBy)(w)

sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(ECom_5 N EByy)(w) und  (EByy, N ECs,)(w)

ist in der Geraden E B, (w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(EBym N ECy,)(w) und  (ECs, N EBopys)(w)

ist in der Geraden EC,,, (w) enthalten.

Ich bezeichne die Spitze des Sektors (ICy N IB,)(w) durch 2'(w), die Spitze des
Sektors (HB; N HC})(w) durch z”(w) und die Spitze des Sektors (H By N HCy)(w)
durch 2" (w).

Die Schicht A A
7(P")(w) = () (Bam U ICom)(w)

me7Z

fiir w € [w*, wy] kann auch beschrieben werden als die Vereinigung des regelméfigen
p-Ecks II(w) mit den Ecken 2" (w), 2" (w)e?®, ..., 2" (w)e®~2 mit den p Dreiecken,
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die unter der Anwendung der Drehung ¢ ~— (e*® aus dem Dreieck A(w) mit den

Ecken 2" (w), 2" (w)e?®, 2’ (w) entstehen.

Es sei w € |ws,wy]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks A(w) und des
Sektors (HB; N HCY)(w) mit Spitze im Punkte 2”(w). Nach der Proposition 165
liegt der Punkt z"(w) im Sektor (ICy N IBy)(w), nach der Proposition 167 liegt der
Punkt 2"(w) auflerhalb des regelméafiigen p-Ecks IT(w), also liegt die Spitze 2"(w) des
Sektors (HB;NHC)(w) im Dreieck A(w). Nach den Propositionen 165, 168 und 169
gilt X X . X A
Z(w) € (HBiNHC))(w), 2"(w),2"(w)e*™ ¢ (HB,N HC)(w).

Damit ist der Durchschnitt des Sektors (HB;NHC})(w) mit dem Dreieck A(w) gleich
dem Viereck (ICo N HB; N HCy N IBy)(w) mit den Ecken

2 (W), (EC,NEB)(w), 2'(w), (EC;NEB,)(w).

Es sei w € [wq,ws]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks A(w) und der Halb-
ebene HBj(w). Nach den Propositionen 164, 168 und 172 gilt
Z(w) € Int HBy(w), 2"(w), 2" (w)e*® ¢ HB;(w).

Damit ist der Durchschnitt der Halbebene H B, (w) mit dem Dreieck A(w) gleich dem
Dreieck (/Co N HBy N IBy)(w) mit den Ecken

(W), (BECyNEB)(w), (EB NEB)(w).
DEFINITION. Es sei P = P[—wg,wq] und

P[0,wi] = () IBom[0,w],

me7Z

Plwy, wq] = m (fB2m UiCZm)[wlauJZ]a

meZ
P[CUQ, u)3] = P,[WQ, u)g] - U (INCQm N IN{B;m—I—l N jB2m+2)[w2, CU3]
meEZ
() (IBoy UICsy,)
meZ
= ~ ~ - [w27 w3]7
- UComn B3, N IByyso)
meZ
P[u)g, wd] = P,[W3, wd] - U (iCQm N IN{B;m—I—l N gC§m+1 N jB2m+2)[w3, wd]
me7Z

() (IBam U IC)
meZ
= - . - - w3, wa],
- J UCom N HB;,,, N HCS,,. N IBoyyo)

meZ

P[—wg4, 0] = n(P[0,wy)).

Es gilt 7(P) C n(P') = P' ¢ L. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, dafl 7(P)
durch die gleichen Operationen wie P aus I, ; und H,, ; statt I,,, ; und H,, ; gebildet
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wird und 7[p : P — 7(P) ein HomGomorphismus ist. Es sei P durch die gleichen
Operationen wie P aus Imj und Hm]- statt Im]- und ng gebildet. Aus P’ = 7(P")
folgt m(P) = P. Aus der Beschreibung von P’ und der Proposition 173 ergibt sich

eine Bescheibung von P.

Betrachtet man die Schichten 7 (P)(w) genauer, so sieht man, daf§ die Seitenflachen
der Stiicke P[—wyg, 0], P[0,w;], Plw;,wit1] mit i € {1,2} und Plws,wy] so zusam-
menpassen, dafl P keine horizontalen in den Ebenen {w = 0} bzw. {w = w;} mit
i € {1,2,3} enthaltenen Kanten hat. Die Kombinatorik der Seitenfliche von P ist in
der Abbildung dargestellt.

bom—3 bom—1 bom41 bom+3
Com—3 Com—2 Com—1 Com Com+1 Com+2 Com+3

me72 b2m me+2

A2m—3 Aom—2 Ao2m—1 Qom A2m+1 2m+2 A2m+3
bom—3 bom—1 b2m+1 b2m+3

ABBILDUNG 10. Die Seitenflache von P fir [ = 2.

ProprosiTiON 17). Nach der Proposition 113 gilt

1 -1 _
Qpp = Cm—a, by =bmyp, € = Amia,

amTd = bma bmrd = Cm,
—1 -1
by = Qm, CmTy; = b,
—1 -1
Tq bm =0m—2k, T4 Cm = bmf2ka

Tdm = bmiok, Tabm = Cmiok

und . . B )
a’gm =p ( =p (a2m+1)a27m72
= ﬁ_Q(CQm 1)a2m+2 P~ (CQm—Q)CLQ_nle
( -2
2

a2n11+1 =p CQm)a2m+ =p (a2m+2)a2n117
bom— 1)a2m+2 = P (me—Q)a2_7‘r1L+1
a2m+2) 2m 1= prt? (a2m+1)b2_n11—27

byh = 5
— ﬁk—l—?

~k+2

N N

b27711+1 =p me)a2m+2 = P (a2m+2)b;7}z' n
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SATz 175. W(P) ist ein Fundamentalbereich fiir die Operation von I auf G.

BEWEIS. Um den Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identifikationen am Rande
von P unter der Operation von I

(rd; b, Cm) —> ﬁ*k(rgl; Uy Om ) s

(aom; 7“;1, bom—1, bam—2, bam) = 02 (Com; bams boms2, bomt1, Td),

(me; T’d_l, A2m, bam—2, Com—2, bom—1, Cam—1,Td, Com, me+2, A2m+2, me+1, Cl2m+1) —
ﬁk+2(b2m; A2m, T‘d_l, Ao2m+1, b2m+1, A2m+2, b2m+2; Com» Tds C2m—1, Dam—1, Com—2, b2m—2)7

(Com: Ty bams 15 bamr2, bam) = 5° (@2ms; bams bam—2, bom—1,77 "),

(a2m1; 7“;1, bam, bam+1) = P~ 2 (Cams1; bam1s bamr2, Ta),

(b2m+1; Td_l, ao2m+1, bom, a2m+2) = ﬁk+2(b2m+1; a2m+1, Td_l, A2m+2, b2m)a

(b2mt15 Tdy Comt1, Dam2s Com) — ﬁk+2(b2m+1; Comt15Tds Cams Domt2),

(Com+13 Tdy Dam2, bomy1) ﬁQ(CLQm-H; bom+1, bam, 7“51)

und die Kantenzyklen

(@2m3 bam—1) > p " (bams Com—2) = P (bame1; bom),
(2m; bam-—2) = p > (bam1; C2m) > P (bam; bam 1),
(a2m+1, bom) — p (me, Com—1) k+2(b2m; bom—2),
(amirg") = 572 (bms em) = 5" (143 bm),

(bma rg') = 9 (ams bn) = B8 (ras ).
Die ersten drei Zykel sind vom Typ X, die letzten zwei Zykel sind vom Typ 2.

BEMERKUNG. Es bleibt zu zeigen, dal P = Fj; gilt. Dafiir sollte man zeigen, dafl
Fe C P gilt.

§24. Fall F(3k-+4, &4, 2)k

NotATION. Es gilt ¥4 = p =5 %‘“ und wg = tandy. Es sei ¢ :=a +Ug = £ + 3.
Es gilt

T . sin 3¢ = cos a,

a =3¢ — — und damit .

2 08 3¢ = —sina.

Daraus folgt
1
A=——— und C = —tan3o.
V2 cos 3¢ ¢

Es gilt ferner ¥4 = ¢ —a = 5 — 2¢ und wyg = ctg 2¢. Es gilt
sin(3¢ — 2a) = cos

m
3¢ — 200 = — — d damit
¢~ 2 g — @ UG dami cos(3¢ — 2a) = sin .

ProrosiTIiON 176. Es gilt

T T T T 2T 47
- < << =<200< =< 30p< —<4p < < — < 8p < 2.
6 P T3 WSS g <do<Tm<p<8<2m

FEs gilt sin 2¢ + wq cos 2¢ = sin12¢ und sin 2¢ — w,; €os 2¢ = ——Z?ﬁ;;f .
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V2-1

< ¢ <m/dgilt 0 <y < ¥=—. Es

W3 =W =

NOTATION. Es sei vy := LQ — sin ¢. Wegen 7/6
gilt cos2¢ = 1 — 2sin? ¢ = 2v(v/2 — 7) und V2sin¢ = 1 — 1V/2.
NOTATION. Es sei
2y _ 2¥’tan¢
sin 2¢’ cos2¢p

cos ¢’

PropPOSITION 177. Es gilt 0 < wy < we < w3 = w* < wy.

BEWEIS. Mit v =

% — sin ¢, cos 2¢ = 27(v/2 — v) und v/2sin ¢ = 1 — y/2 folgt

wroosd = V2 s = 1L 1V2)
! 1— V2 ? 2 — /2
w*cosp =y wdcosqﬁzv(lz:ij\/_\/f)

Die behauptete Ungleichungskette ist somit aquivalent zu der Ungleichungskette

0< 1j\fﬁ< ;:1g<1<%.
Fiir v € (0, \/52’1) sind diese Ungleichungen erfiillt. m
NoTATION. Es gilt
am = fm,—37 b = fm,—l, Cm = fm,l, Ay, = fm,3-
UNGLEICHUNGEN.
z e TAy(w) <= 2 co89¢p — 2,80 9¢ < —%(A(sin6d> —wcos6¢) + 1),
z € IBy(w) <= —z cosbop+ 2,5in5¢ < %(A(sin 2¢ — wcos2¢) — 1),
z € IC)(w) <= 2z co8¢ — 2,8 ¢ < %(A(sin2¢+wcos2¢) - 1),
2 € IDy(w) <= 2 c083¢ + 2 sin3¢ > %(A(sin6¢ + wcos6g) + 1),
z € TAy(w) <= 2 cos3¢ — 2,5 3¢ > %(A(sin6d> —wcos6¢p) + 1),
2 € IBy(w) <= 2 cos¢+ zsin ¢ < %(A(sin%ﬁ —wcos2¢) — 1),
2 € 10y (w) <= —2 085 — 2 8in 5 < é(A(sin 2¢ + wcos2¢) — 1),
z € IDy(w) <= 2z ¢cos9¢ + zsin9¢ < —%(A(sin6d> + wcosb6¢) + 1),

z € IB(w) <= 2 sin2¢+ 25 c082¢ <
2 e IC)(w) <= 2 8in2¢ — 2 cos2¢ <

z€ID(w) <= 2 sin6¢ + 2z cosb¢ >

(C(sin2¢ — wcos2¢) — 1),

(C(sin2¢ + wcos 2¢) — 1),

| =W —~n|—

(C(sin6gp — wcos6p) + 1).
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LEMMA 178. Es gilt

0 < C —sin2¢ - _Acos4¢‘+ sin2q§_
S Bsin ¢

BeEweErs. Es gilt C' —sin2¢ > 1 — sin2¢ > 0 und

C —sin2¢ - _Acos4q5-|—sin2¢

S Bsin ¢

(C' —sin 2¢) sin ¢ < —v/2(A cos 4¢ + sin 2¢)
sin ¢ sin 3¢ + sin ¢ sin 2¢ cos 3¢ < V/2sin 2¢ cos 3¢ — cos 4¢
08 ¢ cos 3¢ < sin 2¢ cos 3¢(v/2 — sin @)
2sin ¢(V2 —sinp) < 1
—(V2sing —1)2< 0. m

reeet

PROPOSITION 179. Bs gilt 0 ¢ (HByNHCy)(w) und 0 & (HByN H Dy)(w) fiir w < wy.
BEWEIS. Die Ungleichung der Halbebene ist

1

2 € HBy(w) <= —z cosbp+ 2, 8in5¢ > E(A(sin 20 — wcos2¢) — 1).

Fiir w < wy gilt

Acosdep + sin2¢ -

0
sin 2¢

A(sin2¢ —wcos2¢) — 1 > A(sin2¢ —wgcos2¢) — 1 =

nach dem Lemma 178 und damit 0 ¢ HBy(w). =

PROPOSITION 180. Die Winkelhalbierende des Sektors (HBy N HCy)(0) geht durch
den Koordinatenursprung.

BEwEIS. Ich wende (A7.4) mit H~ = HBy(0) und H* = HCy(0) an. Die Ungleich-
ungen der Halbebenen sind

N 1

2 € HBy(0) <= —zco85¢ + z98inb¢p > E(Asin2¢— 1),
N 1

z € HCy(0) <= 2z1co8¢ — 298in¢ > E(Asianﬁ— 1). =

PROPOSITION 181. Die Geraden EC,(w*), EDy(w*) und EBy(w*) schneiden sich in
einem Punkt. Es gilt

(EDy N EBy)(w) € Int ICy(w) fiir w < w*,
(EDyN EBy)(w) C Int HCy(w) fiir w > w*.

BEWEIS. Die Gleichungen der Geraden sind
. 1
z € EDg(w) <= 21¢€083¢ + z28in3¢ = E(A(sin 66 + wcos6¢) + 1),
2 € EBy(w) <= 2 ¢0o8¢+ 2 8in ¢ = —(A(sin2¢ — w cos 2¢) — 1),

2z € IC)(w) <= 2z cosp— zsin¢d < —(A(sin2¢ + w cos 2¢) — 1).

S|~ 3~
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Ich wende (A7.1) an. Es gilt § = —sin2¢ < 0. Es ist also zu zeigen, dal A(w*) =0,
A(w) <0 fiir w < w* und A(w) > 0 fiir w > w* gilt. Es gilt
A(w) - B =sin4¢(A(sin2¢ — wcos2¢) — 1)
— Asin 2¢((sin 2¢ + w cos 2¢) + (sin6¢ + w cos 6¢))
=Asin 2¢(sin4¢ — (sin2¢ + sin6¢)) — sin4¢

— w - A(sin 4¢ cos 2¢ + sin 2¢(cos 2¢ + cos 6¢)).

Wegen sin 2¢ + sin 6¢ = 2sin4¢ cos 2¢ und cos 2¢ + cos 6¢ = 2 cos 2¢ cos 4¢ folgt
A(w)- B
sin 4¢

Wegen Av/2cos3¢ = —1 und cos 3¢ = cos ¢(2 cos 24 — 1) gilt

A(cos2¢ + cosd¢p) = A - 2cos ¢ cos3p = —V/2cos ¢

= Asin2¢(1 —2cos2¢) — 1 —w - A(cos 2¢ + cos 4¢).

und
Asin2¢(1 — 2cos2¢) = A-2sin¢cosp(1 — 2 cos 2¢)

= —2Asin ¢ cos 3¢ = V/2sin ¢.
Daraus folgt

M =V2singp—1+w-V2cos¢p = —V2cos p(w* —w). m
sin4¢

PROPOSITION 182. Die Winkelhalbierende des Sektors (HBy N HDy)(w,) geht durch

den Koordinatenursprung.

BEWEIS. Ich wende (A7.4) mit H~ = HBy(wy) und H* = HDy(w,) an. Die Un-
gleichungen der Halbebenen sind

N et s i
z € HBy(wg) <= 2100850 — 28in5¢ < Cozzrjzzn ¢,
N Geosimze
2 € HDo(ws) <= 2 o536 + z5sin3¢ < 040+ 520
Bsin2¢

PrRoPOSITION 183. Es gilt
(1) (EByN EDy)(wy) C Tnt ICy(wy),
(2) (ECyN EDy)(wg) C Int IC (wy),
(3) (EByN ECy)(wy) C Int IC) (wy),
(4) (EDo N EB,)(wg) C Int HCY (wy),
(5) (EByN EC,)(wa) C Int TCH(wy).

BEWEIS. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichungen der Halbebenen sind

2 € EBO(wd) < 210850 — z38inHp = — X,
zEfCo(wd) < 21€08¢0 — z8in¢ <Y,

z € EDo(wd) <= 2100830+ z38in3¢p = — X,
zEEBQ(wd) <= 21C08¢P+ zo8ingp = X,

z € E'Cg(wd) <= 210850 + z38inHp = =Y,
zefCl(wd) < 218In2¢ — 2 c0820 < 7
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it
o Acosdgp + sin2¢ Y_A—sin2¢ O —sin2¢
Bsin2¢ ~ Bsin2¢ ' ~ Ssin2¢
Nach dem Lemma 178 gilt X > Zsin¢ > 0. Die Drehung 7(¢) = ¢ - ie”%¢ von C
iiberfithrt diese Geraden und Halbebenen in die Geraden und Halbebenen mit den
folgenden Gleichungen und Ungleichungen

X=-

2 € 7(EBy(wa)) 218In7¢ + zpco8Tp = — X,
z18in 3¢ + 22 c08 3¢ < Y,
218N ¢ — 25co8¢ = X,
z18In¢ + 29 co8 ¢ = X,
218N 3¢ — z5c083¢p =Y,

21<Z.

z € T(fCO(wd))
z € 7(EDy(wq))
2 € T(EBy(wy))
2 e 7(ECs(wyg))

zem(IC) (wy))

[

(1) Ich zeige 7((EBy N EDy)(wq)) C 7(Int ICy(wy)). Aus z € 7((EBy N EDy)(wa))
folgt —z1sin7¢ — 25 c087¢p = 21 8in @ — 25 cos = X und damit

z1(sin ¢ — sin 7¢) — 29(cos ¢ + cos 7¢) = 2.X.
Wegen sin ¢ —sin 7¢p = —2sin 3¢ cos 4¢ und cos ¢p+cos 7¢ = 2 cos 3¢ cos 4¢ folgt
(21 8in 3¢ + 25 cos 3¢) cosd¢p = —X.

Andererseits gilt z € 7(Int ICy(wy)) <= 21 5in3¢ + 2, cos 3¢ < V. BEs bleibt
also,
X +Ycosdp <0

zu zeigen. Dabei gilt
—(X +Y cosdp)Bsin2¢p = (Acos 4o + sin2¢) — (A — sin 2¢) cos 4¢
= sin 2¢(1 + cos 4¢) > 0.
(2) Ich zeige 7((ECy N EDy)(wq)) € 7(Int IC) (wy)). Aus z € 7((ECy N EDy)(wa))
folgt 2z, sin 3¢ + 29 cos3¢p =Y und 2z, sin ¢ — 25 cos = X und damit
z18in4¢p = X cos 3¢ + Y cos ¢.
Andererseits gilt z € 7(Int IC} (wg)) <= 2 < Z. Es bleibt also,
Xcos3¢p+Ycosp < Zsindep
zu zeigen. Dabei gilt Z - Ssin 2¢ = C' — sin 2¢. Wegen
cos ¢ = cos(4d¢p — 3¢) = cos 3¢ cos 4¢ + sin 3¢ sin 4o,
cos ¢ + cos 3¢ = 2 cos ¢ cos 2¢
gilt
(X cos 3¢ + Y cos ¢)Bsin 2¢
= —(Acos4¢ + sin2¢) cos 3¢ + (A — sin 2¢) cos ¢
= A(cos ¢ — cos 4¢ cos 3¢p) — sin 2¢(cos ¢ + cos 3¢)
= Asin3¢sin4d¢ — 2 cos ¢ cos 2¢ sin 2¢
= sin4¢(Asin 3¢ — cos ¢).
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Wegen S = /2B ist X cos 3¢ + Y cos ¢ < Zsin4¢ dquivalent zu
V2(Asin 3¢ — cos ¢) < C' — sin 2¢.

Wegen Av/2sin3¢ = —tan3¢ = C ist diese Ungleichung #quivalent zu der
Ungleichung ﬁ cos ¢ > sin 2¢ und damit zu V2sing < 1.
Ich zeige T((EB2NECy)(wg)) C 7(Int IC (wy)). Die Spiegelung an der z;-Achse

A

iiberfiihrt den Punkt 7((EBy N ECy)(wy)) in den Punkt 7((ECy N EDy)(wa))
und die Halbebene 7(Int /Ci(wy)) in sich. Es wurde bereits gezeigt, dal der
Punkt 7((ECy N EDy)(wg)) im Inneren der Halbebene 7(IC(wy)) liegt, also
liegt der Punkt 7((EBy N ECy)(wy)) im Inneren der Halbebene 7(1C (wy)).
Ich zeige 7((EDy N EBy)(wg)) C 7(Int HC(wy)). Die Ungleichung der Halb-
ebene 7(Int HC(wy)) ist 21 > Z. Aus z € 7((EDy N EBy)(wy)) folgt

Z18IN¢@ — 29c08¢p = 218N+ 25cosp = X
und damit z; sin ¢ = X. Es bleibt also,

X > Zsing

zu zeigen, was nach dem Lemma 178 gilt.
Ich zeige 7((EBy N ECy)(wg)) C T(Int ICH(wq)). Die Gleichungen der Geraden
und die Ungleichung der Halbebene sind

2 € T(EBy(wg)) <= zsing + zcosd = X,
z € T(ECy(wg)) <= 2 8in3¢ — z,c083p =Y,
z € T(ng(wd)) < z8in3¢ + zpco83¢p < Y.

Ich wende (A7.1) an. Es gilt § = —sin4¢ < 0. Es ist also zu zeigen, dafl A <0
gilt. Es gilt
A = X sin6¢ — Y (sin4¢ — sin 2¢).

Wegen sin 4¢ — sin 2¢ = 2 sin ¢ cos 3¢ und sin 6¢ = 2 sin 3¢ cos 3¢ gilt
A =2cos3¢(X sin3¢p — Y sin ¢).
Es gilt
(X sin 3¢ — Y sin ¢) Bsin 2¢ =
= —(Acos4¢p + sin2¢) sin3¢ — (A — sin 2¢) sin ¢
= —A(sin ¢ + sin 3¢ cos 4¢) — sin 2¢(sin 3¢ — sin ¢).
Wegen
sin ¢ = sin(4¢ — 3¢) = sin4¢ cos 3¢ — sin 3¢ cos 49,
sin 3¢ — sin ¢ = 2sin ¢ cos 2¢
gilt
(X sin3¢ — Y sin ¢) Bsin 2¢p = — sin 4¢( A cos 3¢ + sin ¢)
= -sin4¢
mit v = % — sin ¢. Damit gilt
A - Bsin2¢ =2cos3¢sind¢ -y <0.m
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PROPOSITION 18}. Es gilt (EBy N EDy)(0) C Int IB,(0).
BEwWEIS. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichung der Halbebene sind
. 1
2z € EBy(0) <= z cosbp — zsinbep = _E(A sin2¢ — 1),
. 1
2z € EDy(0) <= z1c083¢ + 298in3¢ = E(A sin6¢ + 1),
. 1
2 € IB5(0) <= 21 c08¢+ z28in¢ < E(Asianﬁ —1).
Ich wende (A7.1) an. Es gilt 6 = sin8¢ < 0. Es ist also zu zeigen, dafl A < 0 gilt. Es
gilt wegen sin 2¢ + sin 8¢ = 2sin 5¢ cos 3¢ und sin 6¢ = 2 sin 3¢ cos 3¢
A-B = (sin2¢ + sin8¢)(Asin2¢ — 1) — sin 6¢(Asin6¢ + 1)
= 208 3¢(sin 5¢p(Asin2¢ — 1) — sin 3¢(Asin6¢ + 1))
= 2A cos 3¢(sin 2¢ sin 5¢ — sin 3¢ sin 6¢) + 2 sin a(sin 3¢ + sin 5¢).
Wegen Av/2cos3¢ = —1, sin 3¢ + sin 5¢ = 2sin 4¢ cos ¢ und
sin 2¢ sin b — sin 3¢ sin 6¢ = — sin ¢ sin 8¢
nach (A1.8) folgt

A - B =/2sin ¢sin 8¢ + 4sin 4¢ cos ¢ sin «
= 21/25in 4¢(sin ¢ cos 4p + V2 cos ¢ sin av).
Es gilt

2
sin ¢ cos 4¢ + V2 cos g sina < sin%cos% +\/§cos%sina

_ \/g (sina—%\/é)

Es gilt p = 3k + 4, wobei k eine ungerade natiirliche Zahl ist, damit gilt entweder
p € {7,10,13} oder p > 16. Fiir p > 16 gilt sina < sin {§ < 2\1/6 und damit A < 0.
Fiir p € {7,10,13} folgt A < 0 durch explizite Rechnung. m

PROPOSITION 185. Es gilt (IBy N IDy)(w) C Int ICy(w) fiir alle w € R. Die Ge-
rade ECy(w) ist orthogonal zu der (gemeinsamen) winkelhalbierenden Geraden der
Sektoren (IBy N IDy)(w) und (HBy N HDy)(w).

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

2 € IBy(w) <= 7 cosbo — z,sinbp > —
1
B
(A(sin2¢ + wcos 2¢) — 1).

(A(sin2¢ — wcos 2¢) — 1),

S|~

z € IDy(w) <= 2 cos3¢p + zsin 3¢

—~

A(sin 6¢ + w cos 6¢) + 1),

|~ V

zeIC)(w) <= 2 cosp— zsing <

Es sei z € (IBy N IDy)(w), dann gilt

21(c0os 3¢ + cos 5¢) — z5(sin 5 — sin 3¢)
< A((sin6¢ — sin 2¢)) + w(cos 2¢ + cos 6¢)) + 2
B

=
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Wegen cos 3¢+cos b = 2 cos ¢ cos 4¢, sin H¢p —sin 3¢ = 2sin ¢ cos 4¢, sin 6¢ —sin 2¢ =
2sin 2¢ cos 4¢, cos 2¢ 4 cos 6¢ = 2 cos 2¢ cos 4¢ und cos4¢p < 0 gilt

A(sin 2¢ 4+ w cos 2¢) + Cosl4¢
B

A(sin 2¢ + wcos 2¢) — 1
< B .

21 COS ¢ — 298N ¢ <

Diese Rechnung zeigt ferner, dafl die Geraden mit den Gleichungen z; cos ¢— 2z, sin ¢ =
const orthogonal zu der (gemeinsamen) winkelhalbierenden Geraden der Sektoren
(IByNIDy)(w) und (HBy N HDg)(w) ist, also auch die Gerade FCpy(w). m

DEFINITION. Es sei P’ = P'[—wgq, wq],

P'[O,w*] = m (fBgm U ngm)[O,w*],
meZ
P'[w*, wd] = m (fBgm U jCQm U ngm)[w*, wd]

meZ

und P'[—wy, 0] := n(P'[0,wy]). Aus der Proposition 68 folgt P’ C Fi. Aus den Pro-
positionen 45 und 69 folgt, da§ 7(P’) durch die gleichen Operationen wie P’ aus I, ;
statt I, ; gebildet wird und 7|p : P’ — 7(P') ein Hombomorphismus ist. Es sei P’
durch die gleichen Operationen wie P’ aus fm,j statt fm,j gebildet.

Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P'.

Um P'[0,w*] zu beschreiben, wende ich (A7.6) mit H~ = HB,, H = HC,, 8 =
5—Ug=7%+ %0‘ und mit w° = 0 an. In den Propositionen 179 und 180 wurden die
Voraussetzungen von (A7.6) iiberpriift. Nach der Proposition 183 liegt der Punkt
(EBy N ECY)(wy) im Inneren der Halbebene 1Cy(w,), also gilt wh > wq.

Um f”[w*,wd] zu beschreiben, wende ich zuerst (A7.6) mit H~ = HB,, H = HD,,
B=5-20s=7%+ 4?0‘ und mit w® = w,; an. In den Propositionen 179 und 182 wurden
die Voraussetzungen der Proposition (A7.6) iiberpriift. Nach der Proposition 184
gilt (EBy N EDy)(0) C Int IB,(0) und damit w~ < 0. Nach der Proposition 185
gilt (IBy N IDy)(w) C Int ICy(w) fiir alle w € R, also ist die Strecke zwischen den
Punkten (EBy,N ECy)(w) und (EDy N ECy)(w) gleich (EC, N (HBy N HDy))(w), und
es gilt (EBy N EDy)(w) C Int ICy(w). Fiir eine Gerade E sei

do(E)(w) := d(E(w), (EBy N EDy)(w)).

Nach der Proposition 185 ist die Gerade ECy(w) orthogonal zu der winkelhalbieren-
den Geraden des Sektors (HBy N HDg)(w), also gilt

d.(ECO N EBo)(w) = d.(ECO N EDO)(W)
Aus (A7.6) folgt
do(ED_y N EBy)(wq) = do(EBy N EDy)(wy)

und

d.(ED_Q N EBo)(w*) > d.(EBQ N EDO)(W*)
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Nach der Proposition 181 gilt (EDy N EBy)(wy) C Int HCy(wy). Nach der Proposi-
tion 183 gilt (EBy N EDy)(wq) C Int ICy(wy). Damit gilt fiir w = wy

d(ED_, N EBy)(w) = do(EBy N EDy) (w)
> d.(ECO N EDo)(w) = d.(ECg N EBO)(W)

Nach der Proposition 181 gilt (ECy N EDy)(w*) = (EDy N EBy)(w*) und damit

do(ED_y N EBy)(w) > du(EBy N EDy)(w)
= d.(ECy N EDy)(w)
= du(ECy N EBy)(w)

fiir w = w*. Damit gilt

(EBy N EDy)(w) C Int IC,(w),
(ED_, N EBy)(w) € HCy(w),
(ED_» N EBy)(w) € HCy(w)

fir w € [w*, wy).

Die Kombinatorik der Seitenfliche von P’ ist in der Abbildung dargestellt. Nach der
Proposition 112 gilt /,-(J4) < 1. Nach Satz 48 folgt P’ C L und damit 7(P') =
P'Nn L = P'. Ich untersuche jetzt die Lage von P’ relativ zu Halbraumen By, 1

und T Comyi1, um mit Hilfe dieser Halbraume aus P’ eine Teilmenge P C P’ zu kon-
struieren, so dal ¥(P) ein Fundamentalbereich ist.

d2m72 d2m d2m+2

Com—2 Com Com—+2

b2m72 b2m b2m+2

A2m—2 Qom A2m+2

ABBILDUNG 11. Die Seitenfliche von P’ fiir [ = 3.

PROPOSITION 186. Fiir den Schnittpunkt 2'(w) der Geraden ECy(w) und EBy(w) gilt

( )_Asin2¢—1 . Acos2¢
Z\r= Bcos ¢ " Bsing
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BEWEIS. Aus den Gleichungen

2 Asin2¢ —1 Acos?2
z € ECy(w) <= zlcos¢—z2sin¢:%+w. C(; ¢
5 Asin2¢ —1 Acos?2
ZEEBQ((,(}) < Z1COS¢+ngin¢:%_w, C(; ¢

148t sich 2'(w) leicht ausrechnen. m
PROPOSITION 187. Fiir den Schnittpunkt z"(w) der Geraden EB,(w) und EC)(w)
gilt

" )_C’sinZd)—l_, C
S S Y S

BEWEIS. Aus den Gleichungen

2 in 2 1 2
z € EB|(w) < zlsin2¢+z20052¢—% _w

EC\(w) <= = _ Csin2¢—1 2
z € ECy(w) 21 8in 2¢) z20032¢)_081% _w

148t sich 2"(w) leicht ausrechnen. m

PROPOSITION 188. Die Geraden EDq(wy), EBs(w,s) und EC)(w,) schneiden sich in
einem Punkt fiir ein wy € (w*,wy). Es gilt

(IDo N IBy)(w) C Int IC (w) fiir w < wy,
(IDy N IBy)(w) C IC) (w) fiir w < wy.

Fiir den Schnittpunkt z(w) der Geraden EDy(w) und EBy(w) gilt

Z(CU4) € EC/’}(U&L),
2(w) € Int ICY (w) fiir w < wy,
2(w) € Int HCY (w) fiir w > wy.

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

A(sin 6¢ + wcos 6¢) + 1
B Y
A(sin2¢ — wcos2¢) — 1
B Y
C(sin2¢ + wcos 2¢) — 1
3 :

2 € IDy(w) <= 2 cos3¢ + 2,80 3¢ >

z € fBg(w) = —2;C08¢ — z8in¢g > —

2 e IC)(w) <= —2z sin2¢ + 2 cos2¢ > —
Ich wende (A7.3) an. Es gilt
0y =—cosp <0, dp=—cosp<0, d3=sin2¢ > 0.
Es ist also zu zeigen, da A(w*) < 0 und A(wg) > 0 gilt. Es gilt wegen S = V2B

A(w) - S = — cos pv/2(A(sin 6¢ + w cos 6¢) + 1)
+ cos pV/2(A(sin 2¢ — w cos 2¢) — 1)
—sin 2¢(C'(sin2¢ + w cos 2¢) — 1)
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und wegen Av/2cos3¢ = —1 und C cos 3¢ = —sin 3¢ gilt

A(w) - Scos3¢
cos ¢

= (sin 6¢ + w cos 6¢) — (sin 2¢ — w cos 2¢)
+ 28in ¢ sin 3¢p(sin 2¢ + w cos 2¢)
+ 2cos 3¢(sin ¢ — V/2).
Wegen sin 6¢ — sin 2¢ = 2sin 2¢ cos 4¢ und cos 6¢ + cos 2¢ = 2 cos 2¢ cos 4¢ gilt

A(w; ;ZOSSC;S 3¢ =(cos 4¢ + sin ¢ sin 3¢) (sin 2¢ + w cos 2¢)

+ cos 3¢(sin ¢ — V/2).
Wegen cos 4¢ = cos(¢p + 3¢) = cos ¢ cos 3¢ — sin ¢ sin 3¢ gilt

Aw)- S ‘ ‘
Dcosp 8 d(sin 2¢ + w cos 2¢) + (sin ¢ — V/2).
Es gilt
sin 2¢ + w* cos 2¢ = V2(sin 2¢ cos ¢ — sin ¢ cos 2¢) + cos 26
V2 cos ¢
~ V2sin¢ + cos2¢
V2cos ¢
und damit AW 5
w™) -
= " —92y2sin¢ +cos2¢ — 2= —29% < 0.
V2cos ¢ ¢ ¢ y
Es gilt ferner sin 2¢ + wy cos 2¢ = = und damit

sin 2¢

Awg) - Stang =292 > 0. m
PROPOSITION 189. Fiir w € [wy, wy| ist die Schicht

ﬂ (jBQm U fCQm U fDQm)(w) - ﬂ (j_DQm N Int I:ICQm+1 N fBQm+2)(w)

meEZ me7Z
das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken

(EBym N ECy,) (W),  (ECy N EDyy,)(w),
(EDQm N E02m+1)(w), (E02m+1 N EB2m+2)(w)

und den Kanten ECyy,(w), EDyp(w), ECopmi1(w) und EBopyo(w), genauer gilt:

(EBO N ECO)(W), (ECO N EDo)(w), (EDO N E’Cl)(w),
(EC, N EB,)(w), (EB, N ECY) (w), (EC, N EDy)(w),
(EDy N EC3)(w), (ECs N EBy)(w), ..., (ECy_1 N EBy)(w)

sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken

(EBym N ECyy)(w) und  (ECy, N EDyy)(w)
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ist in der Geraden ECy,,(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(ECo N EDyy)(w) und  (EDayy N ECoymi)(w)
ist in der Geraden ED,,,(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(EDop N EComir)(w) und  (ECsmiq N EBopio)(w)
ist in der Geraden E02m+1 (w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(E02m+1 N E’Bgm+2)(w) und (EB2m+2 N E'Cgm+2)(w)

ist in der Geraden F By, o(w) enthalten.

BEWEIS. Es sei w € [wy,wq]. Die Schicht

7(P)(w) = () (IBam UICo UIDyy)(w)

me7Z

kann auch beschrieben werden als die Vereinigung des konvexen 2p-Ecks mit den
Ecken R X X X X X
(EBy N ECy)(w), (ECo N EDy)(w), (EBy N ECy)(w),

(ECy N EDy)(w), ..., (ECy 2N EDyy 5)(w)
mit den p Dreiecken, die unter der :Anwendung; der Drehung ¢ §62m aus dem
Dreieck A(w) mit den Ecken (ECyN EDy)(w), (EDyN EBs)(w) und (EBy;N ECy)(w)
entstehen. Das Dreieck A(w) ist enthalten im Sektor (IDy N IBs)(w). Ich betrachte
die relative Lage des Dreiecks A(w) und der Halbebene HC(w). Nach der Proposi-
tion 188 gilt
(EDU N EBQ)(LU4) C ECl ((.U4),

(IDy N IBy)(ws) C IC (wy),

also gilt (ECy N EDy)(ws), (EBy N ECy)(wq) C IC (wq). Nach der Proposition 183

gilt
(ECy N EDy)(wg) C Int ICy (wy),
(EB, N EC,)(wg) C Int IC (wy),
(EDy N EBy)(wq) C Int HC, (wy).
Damit gilt

(ECy N EDy)(w) € IC)(w),
(EBy N ECy)(w) € IC)(w),
(EDO N EBQ)(U)) C Int I:ICl (w)
fiir alle w € [wy, wq], also ist der Durchschnitt der Halbebene HC)(w) mit dem Drei-

eck A(w) gleich dem Dreieck (IDy N HCy N 1B,)(w) mit den Ecken (FDyN EBy)(w),
(EDyN EC))(w) und (EC; N EBs)(w). m
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LEMMA 190. Es gilt
\/5 — Ccos o

sin «

(1) 2A-C =

(2) 242 —C? =1,

(3) Av/2sin2¢ — C cos ¢ = sin ¢,
) Asin2¢—1 Csin2¢—1 29?2

4 : _ _2r

(4) 2sin¢ . B . 5 5 >0,7

(5) As1n2q5—1<C’s1n2q5—1 Asin2¢ — 1
B S B '

BEweis. Es gilt

(1) Es gilt 24 — C = Y2 — ctga.

sin
2

(2) Es gilt 242 — 0? = =59 — 1,

(3) Wegen Av/2cos 3¢ :SIjlaund Ccos3¢p = —sin 3¢ gilt
(AV25sin 2¢ — C cos ¢) - (— cos 3¢) = sin 2¢ — sin 3¢ cos .
Wegen sin 2¢ = sin(3¢ — ¢) = sin 3¢ cos ¢ — sin ¢ cos 3¢ folgt
AV2sin2¢ — C cos ¢ = sin ¢.
(4) Wegen S = /2B gilt
Asin2¢—1 (Csin2¢ —1
B S
_ 2/2sin¢(Asin2¢ — 1) — (C'sin2¢ — 1)
3 .

9) 0<

< 2sin¢ -

2s8in¢ -

Es gilt ferner
2v/2sin p(Asin2¢p — 1) — (C'sin2¢ — 1)
= 25in ¢(AV2sin 26 — C cos ¢) — 2v/2sin ¢ + 1
= 2sin? ¢ — 2v2sing + 1 = 292 > 0.
(5) Es bleibt,

Asin2¢p —1 (Csin2¢—1
ST B -7 3
zu zeigen. Wegen S = V2B, Av2cos3¢ = —1 und Ccos3¢ = —sin3¢ sind
diese Ungleichungen dquivalent zu
0 < sin2¢ + V2 cos 3¢ < sin 2¢ sin 3¢ + cos 3¢.
Dabei gilt

2 — V2
sin2q§+\/§cos3q§>sin%jL\/§COS—7r = u >

3 2
und mit (A1.4)

(sin 2¢ sin 3¢ + cos 3¢)) — (sin 2 + V2 cos 3¢)
= —cos 3¢(V/2 — 1) — sin 2¢(1 — sin 3¢)
> —cos36(V2 — 1) — (1 — sin 3¢)
=sina(v/2—-1) — (1 — cosa)
= sina((V2 — 1) — tan(a/2))
> sina((vV2 — 1) — tan(r/14)) > 0. =

0
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LEMMA 191. Es gilt
Csing Acos2¢  cos¢

0
S B s
und damit
Acos2¢ - g
Bsin ¢ S’

BEwWEIS. Wegen S = V2B gilt

Csing Acos2¢ 1

S B S

(C'sin ¢ — AV/2cos 2¢).

Wegen Av/2cos3¢ = —1 und C cos 3¢ = —sin 3¢ gilt
(C'sin ¢ — AV/2cos 2¢) - (— cos 3¢) = sin 3¢ sin ¢ — cos 2¢.
Wegen cos 2¢ = cos(3¢ — ¢) = cos ¢ cos 3¢ + sin ¢ sin 3¢ folgt

C'sin¢ — AV2¢0s 2¢ = cos ¢.

PROPOSITION 192. Die Geraden ECy(w;), EBi(w;) und ECy(w;) schneiden sich in
einem Punkt.

BEWEIS. In der Proposition 187 wurde der Schnittpunkt

Csin20—1 . C
_ G —

n
Flw) = S'sin 2¢ S
der Geraden EB,(w) und EC;(w) berechnet. Ich setze 2”(w) in die Gleichung

A(sin2¢ 4+ wcos2¢) — 1
B

21 COS P — 29 8inp =

der Geraden ECy(w) ein und erhalte dann

Csing Acos2¢) Asin2¢—1 Csin2¢—1
n S B )~ B 25 sin &

Nach den Lemmata 190 und 191 gilt

Asin2¢ -1 Csin2¢ -1 72 Csing Acos2¢ cos¢
B 2Ssing  Ssing’ S B S

und damit

w= 7 = 27 =w.n
singcos¢  sin2¢ -
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PROPOSITION 193. Die Geraden ECy(w,), EBy(ws;) und EC,(w,) schneiden sich in
einem Punkt.

BEWEIS. In der Proposition 186 wurde der Schnittpunkt

() Asin2¢p—1 . Acos2¢
2 (w)= ———m —iw-
Bcos ¢ Bsin ¢

der Geraden ECy(w) und EB,(w) ausgerechnet. Ich setze z'(w) in die Gleichung

C(sin2¢ + wcos2¢) — 1
S

218N 2¢ — z5c082¢ =

der Geraden EC)(w) ein und erhalte dann

C  Acos2¢

W cos 2¢ - <§ — Bsinqb) = 2sin¢

Nach den Lemmata 190 und 191 gilt
Asin2¢ —1 Csin2¢—1 29> O  Acos2¢ _ ctgo

Asin2¢ — 1 B Csin2¢ —1
B S '

2sin ¢ - r 0z -
sin ¢ B 3 S’ § Bsne S
und damit
2v2 tan ¢
Ww=—"=w.
cos 2¢ 2 &

ProprosiTIiON 194. Es gilt

(ICy N IBy)(w) C Int IC) (w) fiir w > w,
(ICyNIBy)(w) C IC(w) fiir w > ws.

Fiir den Schnittpunkt 2'(w) der Geraden ECy(w) und EBsy(w) gilt

?(wa) € ECy(w2),
Z'(w) € Int HC (w) fiir w < ws,
Z'(w) € Int IC) (w) fiir w > ws.

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind
. 1
2z € ICy(w) <= —z1 €080+ zp8in¢p > —E(A(sin 2¢ + wcos2¢) — 1),
. 1
2 € IBy(w) <= —z1co8¢ — z98in¢ > —E(A(sin 2¢ — wcos2¢) — 1),

(C(sin2¢ + wcos2¢) — 1).

| —

2 e IC) (w) <= —2z sin2¢ + 2, cos 2¢ > —
Ich wende (A7.3) an. Es gilt
0 =—cosp <0, dy=cos3p=—sina<0, Jd3=sin2¢ >0.

Nach der Proposition 193 schneiden sich die Geraden ECy(ws), EBs(ws) und EC; (ws)
in einem Punkt, also gilt A(wy) = 0. Nach der Proposition 181 schneiden sich die Ge-
raden ECy(w*), EDy(w*) und EBy(w*) in einem Punkt, es gilt also (ECoNE By)(w*) =
(EDyNEB,)(w*). Nach der Proposition 188 gilt (EDyNEB,)(w*) C Int IC; (w*), also
folgt A(w*) < 0. Es gilt 0 < wy < w* nach der Proposition 177. Damit gilt A(ws) =0,
A(w) > 0 fiir w < wy und A(w) < 0 fiir w > wy. m
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PROPOSITION 195. Fiir die Spitzen 2'(w) bzw. 2"(w) der Sektoren (ICy N IB,)(w)
bzw. (HBy N HCY)(w) gilt:

7 (w) € Int HB;(w) und 2"(w) € Int I By(w) fiir w > 0,

Z'(w) € Int HC (w) fiir w < wy und 2'(w) ¢ HCy(w) fiir w > wy,

2"(w) € Int ICy(w) fiir w < wy und 2" (w) & ICy(w) fiir w > w;.

BEWEIS. Die Ungleichungen der Halbebenen sind

z € IC)(w) <= 2z cos¢ — zy5in ¢ < —(A(SIn 26 + w cos 2¢) — 1),

2 € IBy(w) <= 2 cosd+ zsind < —(A(sin 2¢ — w cos 2¢) — 1),

B
z€ HB(w) <= 2 sin2¢+ 2 cos2¢ > —(C(sin 2¢ — w cos 2¢) — 1),

0|~ W~

z€ HC (w) <= 2 5in2¢ — 25 c082¢ > =(C(sin2¢ + w cos 2¢) — 1).

Nach den Propositionen 186 und 187 gilt

Z,(w):AsinM)—l_iw.AcosM) Z,,(w):CsinZd)—l
Bcos ¢ Bsing’ S sin 2¢

¢
<

— W -
Es sei w > 0. Nach den Lemmata 190 und 191 gilt

0<2f(w) <zj(w) und z5(w) < 25(w) <0
und folglich

21 (w) sin2¢ + 2 (w) cos2¢ > 2] (w) sin2¢ + 2 (w) cos 2¢,
2/ (w)cosp+ 2y (w)sing < zj(w)cos ¢ + 2, (w) sin ¢.

Aus 2"(w) € EB,(w) und ' (w) € EB,y(w) folgt damit
Z(w) e Int HBy(w), 2"(w) € Int IBy(w).
Fiir w =0 gilt 0 < 2{(0) < 21(0) und 25(0) = 25(0) = 0 und folglich

21(0) sin2¢ — 25(0) cos 2¢p > z{(0) sin2¢ — 25(0) cos 2¢,
2/(0)cosd — 25(0)sing < 2/(0) cos ¢ — 25(0) sin ¢.

Aus 2"(0) € EC,(0) und 2'(0) € EC,(0) folgt damit
Z(0) € Int HC,(0), 2"(0) € Int ICy(0).

Der Punkt 2'(w) liegt in Int HC)(w) fiir w = 0 und nach der Proposition 19} in
EC)(w) fiir w = wy > 0, also gilt 2'(w) € Int HC) (w) fiir w < wy und 2/ (w) ¢ HC,(w)
fiir w > wo. gilt 2" (w;) € ECy(wy). Der Punkt 2" (w) liegt in Int 7Cy(w) fiir w = 0 und
nach der Proposition 192 in ECy(w) fiir w = w;, > 0, also gilt 2" (w) € Int ICy(w) fiir
w < w und 2"(w) & ICy(w) fiir w > w;.
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PROPOSITION 196. Aus der Proposition 195 folgt fiir die Spitzen z'(w) bzw. 2"(w)
der Sektoren (ICy N IB,)(w) baw. (HB, N HC)(w)

2 (w) € (HB, N HC,)(w) fiir w € [0, ws),

Z'(w) € Int(HB, N HCY)(w) fiir w € [0,w,),

2"(w) € (ICy N IBy)(w) fiir w € [0,w],

2"(w) € Int(ICy N IBy)(w) fiir w € [0,w;). m

PROPOSITION 197. Fiir den Schnittpunkt 2" (w) der Geraden EBy(w) und ECy(w)
gilt
A Asin2¢ — 1 .
n —_ [ = ek A S (1
Sw) (B N T B 24 > ©

BEWEIS. Die Gleichungen der Geraden sind

- Asin2¢ — 1 Acos?
2z € FBy(w) <~ zlcos5¢—z231n5¢:_%+w_%¢,

Asin2¢ — 1 Acos2¢

zEECO(w) — zlcos¢—z23in¢:+T+w- 7

Die Drehung ¢ — (e*? von C iiberfiihrt den Schnittpunkt 2" (w) in den Schnittpunkt
der Geraden mit den Gleichungen

Asin2¢p — 1 Acos2¢
B YT B
Asin2¢ — 1 Acos2¢
— 75 teTgp
Aus diesen Gleichungen 148t sich leicht ausrechnen

, A Asin2¢ — 1
m el 17 et
2Mw)-e B w1 Bsin2d .

21 COS2¢ — 298IN2¢p = —

21 €08 20 + 29 81N 2¢p = +

PROPOSITION 198. Fiir den Schnittpunkt z"(w) der Geraden EB,(w) und EC,(w)
und den Schnittpunkt 2" (w) der Geraden EBy(w) und ECy(w) gilt |2"(w)| < |2"(w)]
fiir w € [0, w].

BEWEIS. Nach der Proposition 197 gilt

1 [(Asin2¢ —1)?
m 2 _ - A2 L2 .
|'Z ((.U)| B2 < sin2 2¢ + w

Nach der Proposition 187 gilt

, 1 [(Csin2¢ — 1)

Es sei f(w) := [2"(w)|* — |2"(w)]*. Wegen S? = 2B? gilt
f(w) - S%sin?2¢ = ((C'sin2¢ — 1)? — 2(Asin 2¢ — 1)?) + w?(C? — 24?) sin? 2¢.

Nach dem Lemma 190 gilt 24 — ¢ = ¥2=c0sa ypg 242 — 02 = 1. Damit gilt

(Csin2¢ —1)* — 2(Asin2¢ — 1)* = (C? — 24?)sin? 2¢ + 2(24 — C) sin2¢ — 1
\/5— COS (v

: —1—sin%2¢
SN «v

= 2sin2¢ -
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und
V2 — cosa B

f(w) - S%sin®2¢ = 25sin2¢ - -
sin o

1 — sin® 2¢ — w?sin® 24.

2

Fiir w € [0,w;] mit w; = 2

gilt
f(w)-S%sin?2¢ > f(w;) - S?sin? 2¢

V2 — cosa

- — 1 —sin?2¢ — 4y
sin «v

= 2s8in2¢ -

Es gilt p = 3k + 4, wobei k eine ungerade natiirliche Zahl ist, damit ist p entweder
aus {7,10,13}, oder es gilt p > 14. Fiir p > 14 gilt

sin o < sin(m/14),

sin 2¢ > sin(7/3) = V3/2,

cosa <1 und sin?2¢,49* < 1

und damit

V2 = cosa

f((.U1) 'S2Sin2 2¢: 231n2¢ .
Sin o«

V2-1

Z V3 /1)

— 1 —sin®2¢ — 4v*
-3>0.

Fiir p € {7,10,13} folgt f(w;) > 0 durch explizite Rechnung. u

PROPOSITION 199. Fiir w € [0, w:] liegt der Schnittpunkt 2"(w) der Geraden EB;(w)
und EC\(w) auBerhalb des regelméafligen p-Ecks mit den Ecken 2" (w)e*’® 0 < j < p,
wobei 2" (w) der Schnittpunkt der Geraden E'By(w) und ECy(w) ist.

BEWEIS. Nach der Proposition 198 liegt der Punkt 2”(w) sogar auBerhalb des dem
Polygon umbeschriebenen Kreises. m

PROPOSITION 200. Der Schnittpunkt 2" (w) der Geraden EBy(w) und ECy(w) liegt
in Int I By (w) fiir w > 0.

BEWEIS. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichung der Halbebene sind
2 € EBy(w) <= —2z c0o85¢ + 2,8in 5 = %(A(sin 20 — wcos2¢) — 1),
z€ ECy(w) <= 7 cos¢ — zsind = %(A(sianﬁ +wcos2¢) — 1),
2 € IB)(w) <= 2z 5sin2¢ + 25 c082¢ < %(C’(sin%ﬁ —wcos2¢) —1).

Ich wende (A7.1) an. Es gilt 6 = —sin4¢ < 0. Es ist also zu zeigen, dal A(w) < 0
fiir w > 0 gilt. Es gilt wegen S = /2B

A(w) - S =V2cos ¢p(A(sin 2¢ — w cos 2¢) — 1)
—sin4¢(C(sin2¢ — wcos 2¢) — 1)
+ V2 cos 3¢(A(sin 2¢ + w cos 2¢) — 1)
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und wegen C cos 3¢ = —sin 3¢ und Av/2cos3¢p = —1

A(w) - Scos 3¢ =(sin 3¢ sind¢p — cos ¢)(sin 2¢ — w cos 2¢)
— €08 3¢(sin 2¢) + w cos 2¢)
+ cos 3¢(sin 4¢ — v/2(cos ¢ + cos 3¢)).

Wegen cos ¢ = cos(4¢p — 3¢) = cos 3¢ cos 4¢ + sin 3¢ sin 4o, sin 4¢ = 4 sin ¢ cos ¢ cos 2¢
und cos ¢ + cos 3¢ = 2 cos ¢ cos 2¢ folgt

A(w) - S =4 cos ¢pcos2¢(sin ¢ — L)

\/5
— cos 4¢(sin 2¢) — w cos 2¢)
— (sin2¢ + wcos 2¢).
Wegen
cos 4¢p(sin 2¢ — w cos 2¢) + (sin 2¢ + w cos 2¢)
= 8in 2¢(cos4¢ + 1) — w cos 2¢(cos 4¢ — 1)
= sin 2¢(2 cos® 2¢) — w cos 2p(—2 sin” 2¢)
= 4 8in ¢ cos ¢ cos 2¢(w sin 2¢ + cos 2¢)
folgt

A(w) - S =4cospcos2¢((sing — %) — sin ¢(wsin 2¢ 4 cos 2¢)).

Fiir w > 0 gilt also

Aw)-S A(0)- S , 1 .

< = S 9 _
Tcos $cos 20 S Lcosdcos 20 (sin ¢ \/5) singcos2¢p < 0.m
PROPOSITION 201. Der Schnittpunkt (EBO N ECO)(wl) liegt in Int ic, (wy).

BEWEIS. Nach der Proposition 192 schneiden sich die Geraden ECy(w;), EBi(w)
und EC}(w;) in einem Punkt. Nach der Proposition 196 liegt die Spitze 2'(w;) des
Sektors (ICy N IBy)(wy) in Int(HB; N HCY)(wy). Damit gilt

Z(wy) € Int(EC, N HB;)(wy) = Int(ECy N HC) (w1),
Il’lt(ECg N fBl)(wl) = Il’lt(ECg N fCl)(wl).

Nach der Proposition 200 gilt 2" (w;) € Int IB;(w;) fiir den Schnittpunkt 2 (w;) der
Geraden EBj(w;) und ECy(wy), es folgt also 2" (w;) € Int IC}(wy). m

PROPOSITION 202. Der Schnittpunkt (EBy N ECy)(w*) liegt in Int ICy (w*).

BEWEIS. Aus der Beschreibung von 7(P')(w*) folgt, daB die Ecke (EBy N ECq)(w*)
von 7(P')(w*) im Sektor (ICy N IBs)(w*) liegt, und nach der Proposition 194 gilt
PROPOSITION 203. Der Schnittpunkt (EBy N EC,)(w) liegt in Int IC, (w) fiir alle w
aus dem Intervall [wy, w*].

BEwEIS. Nach den Propositionen 201 und 202 gilt die Behauptung fiir w = w; und
fiir w = w*, also auch fiir alle w € [wy,w*].
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PROPOSITION 204. Der Schnittpunkt (EB, N EC,)(0) liegt in Int IC(0).
BEWEIS. Die Ungleichung der Halbebene IC; (0) ist
Csin2¢ —1

3 :

Fiir den Schnittpunkt ¢ = 2”(0)e%* der Geraden EB,(0) und EC,(0) gilt nach der
Proposition 197

2 e IC)(0) <= 2z sin2¢p — 2 cos 26 <

¢ =2"(0) - o2 _ ;. AS;“?Q;; 1 . ¢i(20-3¢)
sin

Damit gilt nach dem Lemma 190 und wegen cos(2a — 3¢) = sina > 0

Asin2¢p—1 Csin2¢—1

G<lI="Fgns < Semz
Asin2¢ — 1
i A Qv —
2 B2 cos(2a — 3¢) > 0,
also gilt
in2¢ —1
(18in2¢ — (o cos2¢ < CSI%

und damit ¢ € Int 7Cy(0).
PROPOSITION 205. Der Schnittpunkt (EBy N ECy)(w*) liegt in Int IC) (w*).

BEWEIS. Aus der Beschreibung von 7(P')(w*) folgt, daB die Ecke (EB, N EC,)(w*)
von m(P")(w*) im Sektor (ICy N IBs)(w*) liegt, und nach der Proposition 19} gilt

PROPOSITION 206. Der Schnittpunkt (EB, N EC,)(w) liegt in Int ICy (w) fiir w aus
[0, w*].

BEwEIs. Nach den Propositionen 204 und 205 gilt die Behauptung fiir w = 0 und
fiir w = w*, also auch fiir alle w € [0, w*]. =

PROPOSITION 207. Fiir w € [0,w;] ist die Schicht

ﬂ (jBQm U fCQm)(W) — U (fCQm N Int [:IBZm+1 N Int ﬁ02m+1 N fBQm+2) (C())

meZ meZ

das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (EB,, N EC,,)(w) und (EC,, N EBpy1)(w)
und den Kanten in EB,,(w) und EC,,(w), genauer gilt:

(EBO N E’CO)(w), (ECO N E’Bl)(w), (EBl N EC’l)(w),
(EC, N EBy)(w),. .., (FCy_1 N EBy)(w)

sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(ECp1 N EBy)(w) und (EB, N EC,)w)
ist in der Geraden E’Bm(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken

(EB,NEC,)(w) und (ECyNEBp.)w)
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ist in der Geraden EC,,(w) enthalten.
Fiir w € [wy,ws] ist die Schicht

ﬂ (jBQm U fCQm)(w) — U (fCQm N Int [’AICQm+1 N fBQm+2)(w)

meZ meZ

das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (EBQm N EC’gm)(w), (EC’gm N E02m+1)(u))
und (ECyy,1+1NEBoy o) (w) und den Kanten in ECy,,(w), ECopy1(w) und EBop, o (w),
genauer gilt

(EBO N ECO)(W), (ECO N ECl)(w), (E'Cl N EBQ)(L()),
(EBy N ECY)(w),. .., (ECy_1 N EBy)(w)

sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(EBay N ECoy)(w) und  (ECoy N EChp 1) (w)
ist in der Geraden E’Cgm(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(ECym N EComs1)(w) und (EComit N EBomio)(w)
ist in der Geraden E’Cgm+1(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(E02m+1 N EBQm+2)(w) und (EBQm+2 N EC’Qm+2)(w)

ist in der Geraden F By, o(w) enthalten.

BEwEIS. Die Schicht

T(P)(w) = () (IBom U ICom)(w)

meZ

fiir w € [0,w*] ist das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (BB, N ECyy,)(w) und
(ECy;, N EByyie)(w) und den Kanten in E By, (w) und ECy,(w), genauer gilt:

(EBy N ECy)(w), (ECy N EBy)(w), (EBy N ECy)(w),
(ECoN EBy)(w), ..., (ECQI,_Q N EB)(w)
sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken
(ECym—2 N EBoyy)(w) und  (EBapy, N ECayp)(w)
ist in der Geraden EBQm(w) enthalten, die Kante zwischen den Ecken
(EBagy N ECo,)(w) und  (ECoy N EBamys)(w)

ist in der Geraden ECh,,(w) enthalten.

Ich bezeichne die Spitze des Sektors (ICy N IBy)(w) durch #'(w), die Spitze des
Sektors (HB; N HC})(w) durch z”(w) und die Spitze des Sektors (HBy, N HCy)(w)
durch 2" (w).
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Die Schicht . .
7(P)(w) = ) (IBam U 1Csp)(w)
meEZ
fir w € [0,w*] kann auch beschrieben werden als die Vereinigung des p-Ecks II(w)

mit den Ecken 2" (w)e??® mit den p Dreiecken, die unter der Anwendung der Drehung
¢ — Ce*® aus dem Dreieck A(w) mit den Ecken 2"(w), 2" (w)e*®, 2/ (w) entstehen.

Es sei w € [0,w;]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks A(w) und des Sek-
tors (HBy N HCy)(w) mit Spitze im Punkte z”(w). Nach der Proposition 196 liegt
der Punkt 2(w) im Sektor (ICy N IB,)(w), nach der Proposition 199 liegt der
Punkt 2”(w) auBerhalb des regelméBigen p-Ecks II(w), also liegt die Spitze z"(w)
des Sektors (HB; N HCy)(w) im Dreieck A(w). Nach den Propositionen 196, 200
und 206

Z(w) e (HB NHC)(w), 2"(w),z"(w)e¥™ ¢ (HB, N HC,)(w)

Damit ist der Durchschnitt des Sektors (H By N HC})(w) mit dem Dreieck A(w) gleich
dem Viereck (ICy N HB; N HC, N IBy)(w) mit den Ecken

2 (W), (EC,NEB)(w), Z'(w), (EC;NEB,)(w).

Es sei w € [wy,ws]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks A(w) und der Halb-
ebene HC(w). Nach den Propositionen 195, 203 und 206 gilt

Z(w) e Int HC (w), 2" (w), 2" (w)e?™ & HC,(w).

Damit ist der Durchschnitt der Halbebene HC(w) mit dem Dreieck A(w) gleich dem
Dreieck (ICyN HC, N IBs)(w) mit den Ecken

2 (W), (EC,NEC))(w) und (EC;NEB,)(w).n
DEFINITION. Es sei P = P[—wg, wq] und

P[O,wl] = P'[O,wl] — U (INCQm N IN{B;m—I—l N gC§m+1 N jBQm_l_Q)[O,U}l]
meZ

() (IBom U ICsp)

meZ

= - - - - [07 wl]a
- J UComNHB, N HCS,,. N IBopyo)
meEZ
P[wl,wg] = P'[wl,wg] — U (fCQm N FICQOm_i_l N fBQm+2)[CU1,LAJ2]
meZ
() (IBam U ICsp)
meEZ
- - - - [wla w?]a
- |J UComn HCS,,, N IBoss)

meZ

P[w2,w3] = ﬂ (jBZm U fCQm)[wQ,wg],

meZ



§24. Fall T'(3k+4,4,2)

P[wg,w4] = m (fBQm UfCQm UjDQm)[W3,W4],

meZ
P[W4, wd] = P,[W4, wd] — m (INDQm N Il’lt IN{CQm—l—l N jB2m+2)[UJ4, wd]
me7Z
ﬂ (IByp, U IChy, U TDyy,)
me7Z

— - - - [W4; wd]a
— () UD2m NHCS,,,1 N IBoyss)

meZ

P[—wg4, 0] = n(P[0,wy]).

Es gilt 7(P) C n(P') = P’ C L. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, daB =(P)
durch die gleichen Operationen wie P aus I, ; und H,, ; statt fm 4 und f[m ,j gebildet
wird und 7[p : P — 7(P) ein HomGomorphismus ist. Es sei P durch die gleichen
Operationen wie P aus ij und Hmj statt Imj und Hm] gebildet. Aus P = 7 (P')
folgt m(P) = P. Aus der Beschreibung von P’ und den Propositionen 189 und 207
ergibt sich eine Bescheibung von P.

Betrachtet man die Schichten 7(P)(w) genauer, so sieht man, dafl die Seitenflichen
der Stiicke P[—wy,0], P[0, wi], Plwj,w;r1] mit i € {1,2,3} und Plws,wy] so zu-
sammenpassen, dal P keine horizontalen in den Ebenen {w = 0} bzw. {w = w;}
mit 7 € {1,2,3,4} enthaltenen Kanten hat. Die Kombinatorik der Seitenflache von P
ist in der Abbildung dargestellt, wobei b, fiir ungerades n zu den beiden unteren
Dreiecken und ¢, zu den beiden oberen Dreiecken gehort.

Com—3 dom—2 Com—1 dom Com1 dom+2 Com+3
Com—2 Com Com+-2
me,Q bgm b2m+2
bam—3 Q2m—2 bom—1 Gom bom+1 Goms2 bam+3

ABBILDUNG 12. Die Seitenflache von P fir [ = 3.

ProprosiTioN 208. Nach der Proposition 113 gilt

-1 __ -1 _
a, = dmf4; bm - Cm—(2k:+4)a
-1 __ -1 _
AmTd = bmy  bmTd = Cmy,  CmTa = dpm,
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und

-1 -1 -1
bty = Qmy, CpTy; =bpm, dur; = cpm,

-1 -1 -1
Tq bm =0m-2k, T4 Cm = bmf2k; Tq dm = Cm—2k,

Talm = bm+2ka rdbm = Cm+2k), TaCm = dm+2k

—2

Qg = P (a2m+2)a2m L =7 (a2ms1) oo
= 7 (dom—1) a5 45 = P~ (dom—2)as,
P 2m—1)09m 42 = p~ (dopm—2 2m+1s
a5n11+1 p 2(d2m)02m+2 =/ *(a2my2)aom,
bam = 5~ (o )lomio =P (k+2)(02m—2)@2_n11+1
= 5~ * D (a9 i0)bom 1 = 55 (01 )b s,
b2_m+1 P~ (k+2)(02m)02m+2 =p (k2 )(02m+2)b2_n11- n

SATZ 209. U(P) ist ein Fundamentalbereich fiir die Operation von T' auf G.

BEWEIS. Um den Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identifikationen am Rande
von P unter der Operation von I'

(7d; by Coy di) ﬁ_k(rd_l; Uy by Cm ) s

(2mi 73" bam—1, Com—2, bom) = P *(doms Camy bam2, Come1, Ta)s

(me; T’d_l, A2m, Com—2, Dam—1, Cam—1, Com—2, dom—2, Com—1, T4, CQm) =
I

. ~2 . -1
dom’ Tds Com+1, b2m+2702m) = p (a2ma me,CQm—Q,me—lard )7

L1 ~— (k42
me+1,T’d ,CQm,CLQerz) = p (

. -1
Com; bom, Tq > bom+t1, @2m+2, bamt2, bamt1, Comt1, bom2, dom, T‘d),

)(02m+1; b2m+17 b2m+2> CQm)a

~—(k+2) (

b2m+1; Com+1, b2m+2; CQm) = p Com+15Td, dom, b2m+2)7

(
(
(
(C2m+15 Coms bams2, boma1) > P2 (Do 15 Qomey2, Com,s 7’;1);

. ~k+2 .
(02m+1a bam+2, om, Td) = p (b2m+17 Com, bam+2, C2m+1)

und die Kantenzyklen

(a2m; bam—1) + ﬁ_l(me; dom—2) — ﬁ_(k+3)(62m+1; Com),s

A2m; szfz) =0 (62m+1a d2m) — pk+1(b2m; mefl)a
bom; Com— 2) P —(k+ )(b2m+1, CQm) — Pk+1(bzm; CQm—l)a
(k+2) (Td; b?m)a

(
(
(agm; Ty ) =P (CQm; dom) = p
(bmi g ") = p (’“”)(bm;cm) = 5 2 (rgs ),
(

Com;Tq ) = P (a2m; bom) — /TZUHQ)(Td; dom)-

Die ersten drei Zykel sind vom Typ X, die letzten drei Zykel sind vom Typ 2. =

BEMERKUNG. Es bleibt zu zeigen, dal P = F; gilt. Dafiir sollte man zeigen, dafl
Fe C P gilt.

§25. Abbildungen

In diesem Abschnitt werden fiir die Fundamentalbereiche aus den Arnoldschen Se-
rien F, Z und @ die Identifikationen am Rand beschrieben und die Abbildungen der
Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serien zusammengestellt. Die ersten sechs



§25. Abbildungen

Abbildungen zeigen schematische Darstellungen eines Ausschnitts der Oberflache des
Fundamentalbereichs (ohne die in E,, bzw. E -1 enthaltenen Seiten). Die Paare der
zu identifizierenden Seitenflachen sind in diesem Schema durch gleiche Schattierung
gekennzeichnet. In dieser Weise werden die Identifikationsvorschriften fiir die in E‘O,j
enthaltenen Seiten angegeben, alle anderen Seiten sind Bilder dieser Seiten unter der
Symmetrie p.

Die weiteren Abbildungen zeigen die Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Se-
rien. Durch die Zuordnung [(1+iw, ), ¢] — (z,w) wird E; mit CxR und die Menge S;
mit der Schicht mit |w| < tan, identifiziert. Die Abbildungen stellen den Rand des
Bildpolytops in C x R ohne die obere und die untere Seite in der orthogonalen Paral-
lelprojektion dar. Ist eine Seite des Fundamentalbereichs in Em,j = Efm,j enthalten,
so wird sie mit (m, j) beschriftet.

(m_391) (mal)
(m,—1) (m+3,—1)

ABBILDUNG 13. Die Fille T'(k + 3, 3,3)* und T'(k + 6, 3, 2)*.

(m—3,2) (m,2) (m+Ak+3,0)
(ma_Q) (m+37_2)

ABBILDUNG 14. Die Fille I'(2k + 3,3, 3)* und I'(2k + 6, 3, 2)*.

(m_()‘k+3)71) (mal)

(m,—1) (m+(Xk+3),—1)

ABBILDUNG 15. Die Fille T'(3k + 3,3,3)* und I'(3k + 6, 3, 2)".

119



120 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Q

(2m—4,1) (2m,1)

(2m,—1) (2m+4,-1)
(2m—3,1) (2m+1,1)
(2m+1,-1) (2m+5,-1)

ABBILDUNG 16. Der Fall T'(k + 4,4, 2)F.

(2m—4,2) (2m,2)
Y ka k MPJ
(2m,— (2m+4,—2)
(2m-3,2) (2m+1,0) (2m+1,2) (2m+1+4p,0)
(2m+1,—-2) (2m+1,0)  (2m+5,—2) (2m+1+p,0)

ABBILDUNG 17. Der Fall T'(2k + 4, 4, 2)*.



§25. Abbildungen

(2m—(2k+4),1) (2m—4,3) (2m,1)  (2m,3)
(2m,—3) (2m,—1 (2m+4,-3) (2m+(2k+4),
(2m+1,1) (2m+1+4(2k+4),
(2mt1— (2k+4),—1) (2m+1,—1)

ABBILDUNG 18. Der Fall T'(3k + 4, 4, 2)*.
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K9 N N

E12 E13 E14
I(7,3,2) (5, 4,2) I'(4,3,3)
E18 E19 EZO
I'(5,3,3)2 I'(7,4,2)3 I'(11,3,2)°
E24 E25 E26
T(13,3,2)" T(9,4,2)° I(7,3,3)"
Egg E31 E32
I'(8,3,3) I'(11,4,2)7 I'(17,3,2)"

ABBILDUNG 19. Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serie E.



Zn Z12
T'(8,3,2) T'(6,4,2)
NN\
AL Z18
I(7,3,3)2 T'(10,4,2)?
Z93 o4
T'(20,3,2)7 T'(14,4,2)
/l\k\\\\\\ \\\\\\\\
r(15. 53y r(1s 4,2y

§25. Abbildungen

AT
I'(16,3,2)°
1

1
A Z 7=

225
I'(11,3,3)*

W/ N/ e

A

ABBILDUNG 20. Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serie Z.
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”I

33333 ; 3)!

L7/ Illl ,III 17 I III II

I‘(18,3,3)5 I'(25,4,2)7 I'(39 ,3, 2)11

ABBILDUNG 21. Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serie Q.






Anhang

Formelsammlung




‘5 ieser Anhang enthélt die Formeln und Fakten aus der euklidischen und hy-
perbohschen Trigonometrie, linearen Algebra und analytischen Geometrie,
-) die bei den Rechnungen oft benutzt wurden, zum Teil auch ohne einen ex-
phmten Hinweis auf den Anhang.

A1. Trigonometrie

(A1.1) sinz + cos’z = 1

sin(z + y) = sinxz cos y £ siny cos x
(A1.2) cos(z £ y) = coszcosy Fsinzsiny
' tanz + tany

t +y)=
an(w + y) 1 Ftanztany

i +
sinx + tanycosz = 7sm(x v
cos
(A1.3) . j
cosr + ctgysinxr = M
siny
sin2x = 2sinx cosx
cos 2r = cos’ x — sin’
=2cos’r —1=1—2sin’z
(A1.4) 2tanx
tan2r = ————
1—tan“z
r 1—cosx sin
tan — = - =
2 sin x 1+cosx
sin 3z = 3sinx — 4sin® z = sin2(2 cos 27 + 1)
(AL5) = sinx(3 — 4sin’x) = sinz(4cos’ v — 1)
' cos 3z = 4 cos® v — 3cosx = cos x(2cos 2z — 1)
= cosz(4cos’ v — 3) = cosz(1 — 4sin’ 7)
Sinsiny — cos(x — y) ; cos(z + )
(A1.6) COST COSY = cos(r — y) ; cos(z +y)
) sin(z — y) + sin(z + y)
sinzcosy =

2
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128 Anhang. Formelsammlung

sinz +siny = +2sinx;ycosx;y
sinx —siny = +2sinx;ycosx;y
(A1.7)
T—Yy T+y
cosx + cosy = +2cos 5 cos 5
Tty Ty
cosx — cosy = —2sin sin
2 2
sinzcosy — sin(z +y + z) cos z = —sin(y + z) cos(z + 2)
coszcosy — cos(x +y + z) cosz = +sin(y + 2) sin(z + 2)
(A1.8) cosxsiny + cos(z +y + z)sinz = +sin(y + z) cos(z + 2)
)

sinzsiny + sin(z +y + 2)sinz = +sin(y + 2) sin(z + 2)
sinzsiny + cos(z +y + 2) cosz = + cos(y + z) cos(x + 2)

n(5-7)
sin|——x) =
4

- (cos x — sin )

S

s .
Cos (Z - x) = - (sinz + cos x)
(A1.9)
1
sin? (z - x) = — - (1 —sin22)
4 2
cos? (z — x) _ L (1 + sin 2x)
4 2
(A1.10) tam <z —x) _ 1—tanxz _ 1 —sin 2z _ cos.2:c
4 1+tanz cos 27 1 + sin 2z
(AL11) sin3x_1_cos3:r;
' 2sinx "~ 2cosw
, , , r.y Tty
sin(z + y) —sinx + siny = +4 cos 5 Sin 5 cos —
(A1.12)
: : : LT LY L Tty
sin(z + y) —sinx — siny = —4sin — sin = sin
2 2 2
(A1.13) sinz + cosz < V2

(A1.14) 1 <sinz+cosz < V2 fiir0<x<%



A3. Hyperbolische Trigonometrie

A2. Einige Werte der trigonometrischen Funktionen

m T m
SlIl2 0082 Cg2

T V3 s 1 1
n— = — _ = — t —_ = 3 tg — = —
Sln3 5 COS3 5 an \/_ ng \/§
. 1 T 1 ¢ 1 ¢ 1
m-—-= — _ = —— n—— — =
) 1 \/5 COS4 \/5 a 1 Cg4

| T V3 1

n— = — _ = — t — = — te — = V3
SlIl6 5 COS6 5 an6 \/g ctg \/_

A3. Hyperbolische Trigonometrie

cosh?z —sinh? 2z = 1

(A3.1) sinhz = Vcosh?z — 1
coshz = Vsinh?z+1 firz >0

sinh 22 = 2sinh 2 cosh z

(A3.2) cosh 2z = sinh? z + cosh?
=2cosh?z — 1 =2sinh?z + 1

. ha: coshz —1
inh - =¢/———
2 2
(43.3) cosh & — [ oshr 1
2 2
T coshz —1
t h—:\/i fi >0
an 2 coshz +1 e

tanh’
sinh? z = Lﬁ
1 —tanh”x
1
cosh? z = —_——
(43.4) 1 —tanh”x
' 1
tanh®z = 1 — 5
cosh” z
cosh?
ctgh?r = —————
8 cosh? z — 1
cosh(z + y + 2z) = cosh z cosh y cosh z + cosh z sinh y sinh z
(A3.5) + sinh x cosh y sinh 2 + sinh z sinh y cosh 2

cosh(x + 2y) = cosh z(cosh? y + sinh® ) + 2sinh zsinh y cosh y
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A4. Hyperbolische Dreiecksformeln

sinha  sinhb B sinh ¢

A4.1 = =
( ) sin « sin 3 sin y
(44.2) coshe = &0 a.cos ﬁ.—l— CoS 7y
sin o sin 3
(A4.3) cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos vy

Fiir ein gleichschenkliges Dreieck mit a = b gilt
cosh ¢ = cosh? @ — sinh? a cos v
(A4.4) = sinh®a(1 — cosy) + 1

= 2sinh? a sin® Y + 1.

3

ABBILDUNG 22. Hyperbolisches Dreieck.

A5. Daten des Dreiecks A(p, q, 1)

A(p, q,r) ist ein hyperbolisches Dreieck mit Ecken u, v, w € D und Winkeln

T T T
o, =—, a,=— und q,=—.
b q r
Die Seitenlidngen ¢, := p(u,v), ly := p(u,w) und £, := p(v,w) lassen sich mit der
Formel (A4.2) aus den Winkeln berechnen.
In den Fallen I' =T'(p, 3,3) bzw. I' = T'(p, 3, 2) gilt mit o = 35 DZW. =7

ho 1 ¢ inh ¢ 1 v cos 3o tanh ¢ v cos 3a
coshl, = — -ctga, sinhfl, = —-———— tanh(, = ————.
V3 & V3 sinay/cosa COS (v/COS o

Im Falle T' = T'(p, 4, 2) gilt mit o = z

v/ cos 2« cos 2«

cosh/, = ctg sinh¢, = —— tanhl, = ———
sin o cos «
1 vcos 2 1
coshl, = —— sinh ¢, = & tanh/l, = ———
V2sin o V2 sin o cos 2«
und
cos 2«

sinh®(2¢,,) = 4sinh® ¢, cosh® £, = ———.
SIn- o«



A7. Analytische Geometrie

A6. Hyperbolische Geometrie

Es sei p die hyperbolische und d die Euklidische Metrik auf D. Es gilt fiir a,b € D:
cosh p(0,a) — 1

A6.1 2 —
( ) la cosh p(0,a) + 1

1+ |al? , 2|al
(A6.2) cosh p(0,a) = e | sinh p(0,a)| = e

cosh p(0, a) cosh p(0,b) — cosh p(a, b)
sinh p(0, a) sinh p(0, b)

(46.3)  d*(a,b) = |af* +[b]* — 2 |a] - 8

(A6.4) d(a,b) = \/i(()(;iszl(g(?)bi—_l 1), falls p(0,a) = p(0,b)

A7. Analytische Geometrie

PROPOSITION (A7.1). Zwei Geraden und eine abgeschlossene Halbebene H in R?

seien gegeben durch
amz + by = i,

asT + by = o,
azr + b3y < c3.
Es sei

a b
a; by
(5 = , A = (05} bg Co | .
as by
az by c3

Es sei 0 # 0, die beiden Geraden schneiden sich also in genau einem Punkt p. Dann
gilt
peElntH <— 6-A >0,

pgH <— §-A <0,
peOH <— A=0.

BEWEIS. Es sei p = (9, 40), dann gilt

1 e b 1 |a1 &
To = < s = — .
’ 0 co by Yo 0 Gz Co
und damit
1 ci b ap Cp a; by
a3xo+bgyo—c3:g- as - + b3 — 3 .
Co bQ a2 Co a2 b2
Andererseits gilt
b1 C1 a € ay bl
A= as - b3 . + c3
by co Gz Co as by
e b a; C a; by
= — <a3 + b3 — C3 >
Co b2 o Co a2 b2
und damit A
as’xro + bgyo — C3 = —F | ]
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132 Anhang. Formelsammlung

FOLGERUNG (A7.2). Drei Geraden in R? seien gegeben durch
a1r + by = ci,
as™ + boy = ¢y,

asx + b3y = c3.

Es sei
aq b1 C1
a1 b1
62: y A = | Qo bQ Co | .
as by
az by c3

Es sei 6 # 0, die ersten beiden Geraden schneiden sich also in genau einem Punkt p.
Dann gilt: die drei Geraden schneiden sich genau dann in einem Punkt, wenn A = 0

gilt.
PROPOSITION (A7.3). Drei abgeschlossene Halbebenen Hy, H,, H3 in R? seien gege-
ben durch
a1r + by > e,
as® + by > 3,
azr + b3y > c3
Es sei
a b ¢
a9 bQ a1 b1 a1 bl
51 = , (52 = - , 63 = R A= (05} b2 Co | .
as b3 as b3 as b2

az by c3
Es gelte 03 # 0, 61 - 63 < 0, 65 - 93 < 0 und A -3 < 0, dann gilt H; N Hy C Int Hs.
BEWEIS. Das lineare Gleichungssystem
a1 + agAy = ag,
bidi + D)o = bs
hat wegen d3 # 0 die eindeutig bestimmte Losung (A, A2) mit

Wegen 51 . 63,62 . 63 < 0 gllt )\1,)\2 > 0. Fur (IL’,y) € H1 N HQ gllt
arr+by =1 und  axr + boy = oo,

und damit
asx + b3y = (al)\l + 02)\2)37 + (bl)\l + bg)\Q)y
= Ai(a17 4 bry) + Ao (agx + byy)
) )
2 )\101 + )\202 = —%.
3

Andererseits gilt
A = 101 + 209 + ¢303.
Damit gilt fiir (z,y) € H; N Hy wegen A - 03 < 0
) ) —c303 + A A
Gz + by > 0 TR0 T6%sHta S
03 03 03

also (z,y) € Hs. m



A7. Analytische Geometrie

PROPOSITION (A7.4). Es seien z = (21, 29) die Koordinaten in C = R?. Die Halbebe-
nen H' und H~ von C seien gegeben durch die Ungleichungen

z€ H <= zsinz+ zycosx >

/CJ
2 € H" < 2z siny+ 2cosy > ¢

)

dann hat die Winkelhalbierende des Sektors H~ N H* die Gleichung
(sinx —siny)z; + (cosz —cosy)ze =0

und enthalt damit den Koordinatenursprung 0. m

PROPOSITION (A7.5). Esseien H" und H~ Halbebenen in C 2 R?> mit0 ¢ H"NH .
Es sei N € N, a := 7 /N und p die Drehung um den Winkel 2ac um dem Punkt 0, also

2t

p(z) = ze

Fiir m € Z betrachte ich
die Halbebenen HZE := p™(H?*),
die Geraden E: := 0H: = p™(OH*),
die Strahlen 0\ := EX N HT,
den Sektor K, := H, NH} = p™(H- N HY),
den Punkt p,, :== p™(E, N E;})
und den Strahl ¢, mit Anfangspunkt p,, und 0 € /,,.

Wegen 0 ¢ K,, gilt (,, N K,, = {pm}. Es sei 1* die Differenz zwischen dem Winkel
zwischen den von py, ausgehenden Strahlen (,, und (%, und dem Winkel (£ — ). Es
sei 23 der Winkel des Sektors K,,. Es gilt

PPy =1 —2(8 - a).
Es gelte 3 — a > 0 und damit )" + ¢~ < 7. Die Gestalt der Menge

P:=C- UInth

meZ

hangt von ¢* ab.

Fiir*,1~ > 0 ist P das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken E, NE und E}NE,
und Kanten in EZ, genauer gilt: E; NEf, Ef NE;,Ey NEY, ..., EY N Ey sind die
Ecken von P im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken E} |, N E,~ und
E. N E} ist in der Geraden E,, enthalten, die Kante zwischen den Ecken E, N E}
und E} N E, ., ist in der Geraden Et enthalten.

Fiir 7 < 0 < ¢~ ist P das regelmifBige Polygon mit den Ecken E N E ., und
Kanten in E,, genauer gilt: Ef N Ef, E NES, ..., E} N E; sind die Ecken von P
im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken E},_, N E} und E} N E;
ist in der Geraden E enthalten.

Fir = < 0 < ¢ ist P das regelméBige Polygon mit den Ecken E, N E, ., und
Kanten in E , genauer gilt: Ey NE,E; NE;y, ..., Ey_,NEy sind die Ecken von P
im positiven Um]aufsmn die Kante zwischen den Ecken E, NE, und E,NE,
ist in der Geraden E,, enthalten.
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ABBILDUNG 23. Der Fall ¢y*,¢~ > 0.

ABBILDUNG 24. Der Fall ™ <0< ™.

Die Skizzen verdeutlichen die Gestalt von P fiir verschiedene Werte von ™.

BEMERKUNG. Setzt man zusétzlich 3 — a < § voraus, so tritt der Fall ¢*,¢~ <0
nicht auf.

BEWEIS. Es sei S das Dreieck mit den Ecken 0, pg und p; und T das durch die
Strecke [pg, p1] und die Strahlen ¢; und ¢; begrenzte (unbeschrénkte) Polygon. Dann
ist F':= SUT ein Fundamentalbereich fiir die Operation der von p erzeugten Gruppe
auf C. Es sei IT das regelmaflige Polygon mit den Ecken pg,...,py_1-

Es sei ", 1~ > 0. Die Sektoren Int K, liegen auflerhalb II, damit gilt insbesondere
S C P. Wegen 0 < ¢+ + ¢~ < 7 schneiden sich die Strahlen /; und ¢, in einem
Punkt ¢, und A := T — Int K, ist das Dreieck mit den Ecken py, p; und ¢. Es gilt
ANInt Ko =@ und ANInt K; = @. Fiirm € {2,...,N — 1} gilt K, N [po,p1] = &,
Nty = @ und ¢, N¢; = @ und damit AN K,, = @. Daraus folgt A C P. In diesem
Fall gilt also FN P =S UA.
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ABBILDUNG 25. Der Fall )", ¢~ > 0.

ABBILDUNG 26. Der Fall ™ <0< .

Es sei T < 0 < ¢~. Wegen ¢)* +1~ < 7 schneiden sich die Strahlen /§ und ¢; nicht.
Damit gilt T C K. Es gilt ferner I1 N Int H;} C Int K,;,. Der Durchschnitt TI N P ist
damit das regelméBige Polygon mit den Ecken Ef, N E} .| und Kanten in E}.

Der Fall v~ < 0 < 4" wird analog zum Fall )" < 0 <1~ bewiesen. m
PROPOSITION (A7.6). Es seien (w,z) die Koordinaten in R x C = R®. Fiir reelle
Zahlen w, wy, wo und eine Teilmenge M von R x C sei
Mw)={2€C: (w,z2) € M},
Mlwy,wo] = {(w,2) € M : w € [wy,wa]} = M N (Jwy,ws] x C).

Ich betrachte einen Keil K := H~ N H*, wobei H* Halbriume in R x C = R? sind.
Es sei N € N, a := 7/N und p die Drehung um den Winkel 2« um die w-Achse, also
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p(w, 2) = (w,2e*). Es sei 23 der Winkel des Sektors K(w). (Dieser Winkel hingt
nicht von w ab.) Es sei 3 —a € (0, 7). Fiir m € Z betrachte ich

die Halbraume HE = p™(H%),

die Ebenen Ef = OHE = p™(0H?)

und den Keil K,, = H,, N H;} = p™(K).
Es sei

P:=RxC- ] IntK,.
MEZ

Es sei w° € R derart, dafi der Punkt 0 auf der winkelhalbierenden Geraden des Sektors
K (w°) liegt. Es sei wt > w° derart, daB sich die Geraden Ef (w*), Ef (w") und E;f (w™)
in einem Punkt schneiden. Es sei w~ < w° derart, daf} sich die Geraden Ej (w™),
Ef (w™) und E; (w™) in einem Punkt schneiden. Es seien wy,wy € R mit

W <w <w <wh<wy

derart, dafl 0 ¢ K (w) fiir w € [wy,ws] gilt. Dann hat die Seitenfliche von Pw,ws] die
in der folgenden Abbildung dargestellte kombinatorische Struktur.

)
+ + +
+ Em—l Em Em-H
w
wO
w _ _ _
Emfl Em Em+1
w1

ABBILDUNG 27. Die Seitenfliche von Plwy,ws].

BEWEIS. Fiir die Winkel 1*(w) zum Sektor K (w) wie sie in der Proposition (A7.5)
definiert wurden gilt

YT (W) + T (w) =7 —2(8 - a) > 0.
Die Winkel ¢t (w) bzw. ¢~ (w) hiingen monoton von w ab. Die Winkelhalbierende des
Sektors K (w°) geht durch den Koordinatenursprung, also gilt ¢*(w°) = ¢~ (w°) und
damit 9~ (w°), ¥+ (w°) > 0. Die Geraden Ej (w'), E; (w) und E; (w™) schneiden sich
in einem Punkt, also gilt )" (w™) = 0 und folglich ¢~ (w™) > 0. Die Geraden E; (w™),
Ef (w™) und E; (w™) schneiden sich in einem Punkt, also gilt ¢~ (w™) = 0 und folg-
lich ¢+ (w™) > 0. Damit gilt

Y (w) <0< YT (w) fiir w € [wy,w),
Y (w)=0< ¢t (w) firw=w,
0<9 (w) <yF(w) firwe (w,w),
0<y (w)=v¢T(w) fiirw=uw®,
0<yt(w) <y (w) firwe (w,wh),
¢+()—0<w(w) fir w=w™,

YT (w) <0<y (w) fiirw e (wh,wol.
Nach der Proposition (A7.5) ergibt sich eine Beschreibung der Schichten P(w) fiir
w € [wy, ws] und daraus eine Beschreibung des Polyeders Plw;,ws].



LITERATURVERZEICHNIS

Vladimir I. Arnold, Sabir M. Gusein-Zade, Aleksandr N. Varchenko, Singu-
larities of Differentiable Maps, Vol. I, Birkhauser 1985

Ludwig Balke, Alexandra Késs, Ute Neuschéfer, Frank Rothenhausler,
Stefan Scheidt, Polyhedral fundamental domains for discrete subgroups of
PSL(2, R), Topology 37 (1998), 1247-1264.

Igor V. Dolgachev, On the Link Space of a Gorenstein Quasithomogeneous
Surface Singularity, Math. Annalen 203 (1983), 529-540.

Igor V. Dolgachev, Quotient-conical singularities on complex surfaces, Func-
tional Anal. and Appl. 8 (1974), 160-161.

Igor V. Dolgachev, Automorphic forms and quasihomogeneous singularities,
Functional Anal. and Appl. 9 (1975), 149-151.

Thomas Fischer, Totalgeodatische Polytope als Fundamentalbereiche von Be-
wegungsgruppen der dreidimensionalen minkowskischen Pseudosphdare, Dok-
torarbeit, Bonn 1992.

Alexandra Kass, Ute Neuschéfer, Frank Rothenhausler, Stefan Scheidt, Fun-
damentalbereiche diskreter cokompakter Untergruppen von PSU(1,1), Dip-
lomarbeit, Bonn 1996.

Svetlana Katok, Fuchsian Groups, Chicago Lectures in Math., The Univer-
sity of Chicago Press, Chicago and London 1992.

Ravi S. Kulkarni, Frank Raymond, 3-dimensional Lorentz space forms and
Seifert fiber spaces, Journal of Differential Geometry 21 (1985), 231-268.

Konrad Mohring, Invarianten quasihomogener, normaler Gorenstein-Fldch-
ensingularitaten, Diplomarbeit, Bonn 2000.

John Milnor, On the 3-dimensional Brieskorn manifolds M (p,q,r), In: An-
nals of Math. Studies 84, edited by L. P. Neuwirth, Knots, groups and
3-manifolds, Princeton 1975, 175-225.

Barret O’Neill, Semi-Riemannian Geometry, Academic Press, New York,
London 1983.

Anna Pratoussevitch, Uber Fundamentalbereiche diskreter Untergruppen von
SU(1, 1), Diplomarbeit, Bonn 1998.



138 Literaturverzeichnis

[RV]

Frank Raymond, Alphonse T. Vasquez, 3-manifolds whose universal cover-
ings are Lie groups, Topology and its Application 12 (1981), 161-179.

Frank Rothenhausler, Fundamentalpolyeder Fuchsscher Gruppen der Signa-
tur (0,4;p,2,2,2), Doktorarbeit, Bonn 2001.

Philip Wagreich, Algebras of automorphic forms with few generators, Trans-
actions of the AMS 262 (1980), 367-389.

Joseph A. Wolf, Spaces of constant Curvature, McGraw-Hill New York 1967.



BILDERVERZEICHNIS

1. Tabellen der Stufen und Signaturen ............... .. .. ... .. .. ...... 2
2. Die Pflasterung der hyperbolischen Ebene D fiir I'(5,3,3)*............. 22
3. Die Seitenfliche von P fiir [ = 1. ... .ot 49
4. Der Fundamentalbereich SUT in E,(w) mit w € [w*,wg] «.....ouna.. 56
5. Die Seitenfliche von P fir [ = 2. ... .ouoritat e o8
6. Die Seitenfliche von P flir [ = 3. . ... ouonee et 61
7. Die Seitenfliiche von P/ fir [ =1 .. ..o ooo ot 68
8. Die Seitenflache von P fir [ =1....... ... .. it 79
9. Die Seitenfliche von P’ filr 1 =2 ... .oviuitet e 83
10. Die Seitenflache von P fir [ =2....... ... . i 94
11. Die Seitenfliche von P/ fiir [ =3 .. ..o oe et 103
12. Die Seitenflache von P fir [ =3 ... ... ... . . . . . 117
13. Die Félle I'(k + 3,3,3)  und T'(k +6,3,2)% . . ... ..., 119
14. Die Félle I'(2k + 3,3,3)" und T'(2k +6,3,2)%. .. ..o 119
15. Die Félle I'(3k +3,3,3)" und T'(3k +6,3,2)%. .. ... 119
16. Der Fall T'(k +4,4,2)% 120
17. Der Fall T(2k + 4,4, 2)F L oo 120
18. Der Fall T'(3k + 4,4, 2)F Lo 121
19. Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serie E.................... 122
20. Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serie Z .................... 123
21. Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serie (.. .................. 124
22. Hyperbolisches Dreieck ........ ... . . 130
23. Der Fall i, 007 > 0 oo e 134
24. Der Fall 0t <0 < b o e e 134
25. Der Fall it 107 > 0 ot e e 135
26. Der Fall 0 <0 < b o e e 135
27. Die Seitenflache von Plwy,wa] . ..o oo 136

139






INHALTSVERZEICHNIS

Einleitung . ... e 1
Kapitel 1. Konstruktion der Fundamentalbereiche ... .................... 4
1. Die Uberlagerungen von PSU(1,1) und ihre metrischen Kegel ... ..... 5

2. Eingebettete Tangentialraume und Halbraume .................. ... 7

3. Elliptische Elemente und ihre Hochhebungen ...................... 9

4. Diskrete Untergruppen von SU(L, 1) . ..ooveei i, 10

5. Elemente der Konstruktion .......... ... ... ... ... ... . . . ... 11

6. Die Mengen (Qy - .« oo vt e 12

7. Die Konstruktion .......... ... ... i 13
Kapitel 2. Fundamentalbereiche als kompakte Polytope .................. 18
8. DreieckSgruppen . oo vttt e 19

9. Die Koronen einer Dreiecksgruppe. .. ..., 22

10. Die Durchschnitte E; N Ee oo 24
11. Die Durchschnitte fg N E'é ....................................... 25
12. Netzabschatzung .. ... ... . 26
13. Anwendung der Netzabschatzung ........ ... ... ... ... ... .. ... 28
14. Ein kombinatorisches Kriterium .......... ... ... ... ... ........ 29
15. Anwendung des kombinatorischen Kriteriums ................... ... 32
Kapitel 3. Die Serien E, Z und @ ......... ..., 36
16. Vortuberlegungen . ... ... 37
17. Die Falle T'(p,3,3)* und T'\(p,3,2)% . . ..ot 43
18. Die Falle T'(k +3,3,3)" und T'(k +6,3,2)F . ... i, 48
19. Die Fille T'(2k + 3,3,3)% und T'(2k +6,3,2)%. ... ..ot 56
20. Die Falle I'(3k + 3,3,3)* und T'(3k +6,3,2)F. . ... ...t 59
21. Die Falle T(p, 4, 2)F oo e 62
22. Fall T(k 44,4, 2)F .o 66
23. Fall T(2k + 4,4, 2)F o 80
24. Fall T(3k + 4,4, 2)% oo 95
25. Abbildungen. .. ... e 118
Anhang. Formelsammlung......... . ... ... . . 126
Literaturverzeichnis .. ........ .. . . . . . . . 137

Bilderverzeichnis . . . ... ... 139



