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Einleitung
In dieser Arbeit befasse ich mich mit der Liegruppe PSU(1; 1) �= PSL(2;R)der orientierungserhaltenden Isometrien der hyperbolischen Ebene und ih-rer universellen �Uberlagerung fSU(1; 1). Der Gegenstand meiner Untersu-chungen sind die homogenen R�aume, die als Quotienten von fSU(1; 1) nach einer dis-kreten Untergruppe endlicher Stufe entstehen, wobei die Stufe einer Untergruppe ~�von fSU(1; 1) gleich dem Index von ~� \ Z(fSU(1; 1)) in Z(fSU(1; 1)) �= Z ist. DieseR�aume wurden studiert als Seifertsche Faserr�aume, Lorentz-Raumformen sowie alsUmgebungsr�ander isolierter Singularit�aten. Die Lorentz-Metrik auf der LiegruppefSU(1; 1) und ihren Quotienten nach diskreten Untergruppen wird durch die Killing-form induziert. Igor Dolgachev hat in [D1] und [D2] eine Konstruktion von isoliertenSingularit�aten angegeben, deren Umgebungsr�ander zu den Quotienten von fSU(1; 1)nach diskreten Untergruppen endlicher Stufe di�eomorph sind. Ich skizziere kurzdiese Konstruktion: Eine diskrete Untergruppe ~� endlicher Stufe in fSU(1; 1) operiertauf dem komplexen Geradenb�undel C �D , wobei D die o�ene Kreisscheibe als Modellder hyperbolischen Ebene ist. Bildet man den Quotienten nach dieser Operation undzieht anschlie�end den Nullschnitt zusammen, so erh�alt man einen komplexen Raummit einer isolierten Singularit�at, deren Umgebungsrand zum Quotienten fSU(1; 1)=~�di�eomorph ist.Es sei ~� eine diskrete Untergruppe endlicher Stufe in fSU(1; 1) mit einem Fixpunktin D . Den Quotienten von fSU(1; 1) nach ~� beschreibe ich, indem ich einen Fundamen-talbereich f�ur die Operation von ~� auf fSU(1; 1) durch Linksmultiplikation konstruiereund die Identi�kationen angebe, die diese Operation am Rande des Fundamentalbe-reichs induziert. Thomas Fischer hat in seiner Doktorarbeit [Fi] eine Konstruktionf�ur Untergruppen der Stufe 1 angegeben, in der Diplomarbeit [P] habe ich dieseKonstruktion auf die Untergruppen der Stufe 2 verallgemeinert. Ist die diskrete Un-tergruppe cokompakt, so sind die konstruierten Fundamentalbereiche kompakte Po-lytope mit totalgeod�atischen Seiten.Ich fasse die Lorentz-Mannigfaltigkeit fSU(1; 1) als einen Schnitt in dem metrischenKegel K(fSU(1; 1)) auf. Dabei ist der metrische Kegel einer pseudo-RiemannschenMannigfaltigkeit (M; g) gleich K(M) = (R+ �M; dt2 + t2 � g). Mit Hilfe der Tangen-tialhalbr�aume an die Untermannigfaltigkeit fSU(1; 1) in Punkten von ~� konstruiereich ein vierdimensionales Polytop P . Die Bilder der dreidimensionalen Seiten des Po-lytops P unter der radialen Projektion sind Fundamentalbereiche f�ur die Operationvon ~� auf fSU(1; 1).Als Vorbild dient die Konstruktion der Fundamentalbereiche f�ur die Operation einerendlichen nicht zyklischen Untergruppe ~� von SU(2), zum Beispiel der bin�aren Iko-saedergruppe ~I, auf SU(2) durch Linksmultiplikation. Die Gruppe SU(2) wird dabei



2 Einleitungmit der Sph�are im euklidischen Raum R4 identi�ziert. F�ur g 2 ~� sei Eg der einge-bettete Tangentialraum an die Sph�are in g und Hg der Halbraum mit @Hg = Eg, derdie Sph�are enth�alt. Jede dreidimensionale Seiten
�ache des vierdimensionalen Poly-tops P := Tg2~�Hg ist ein Fundamentalbereich f�ur die Operation von ~� auf dem Randdieses Polytops. Die Bilder dieser Seiten unter der radialen Projektion sind Funda-mentalbereiche der Operation f�ur die Operation von ~� auf SU(2). Im Falle diskreterUntergruppen von fSU(1; 1) entsteht das vierdimensionale Polytop P als Vereinigungendlicher Durchschnitte von Tangentialhalbr�aumen Hg mit g 2 ~�.Im zweiten Teil der Arbeit werden Fundamentalbereiche f�ur neun Serien diskreter Un-tergruppen endlicher Stufe in fSU(1; 1) ausgerechnet. Die zugeh�origen Fundamentalbe-reiche werden explizit bis zur Ermittlung von Figuren zusammen mit Seitenpaarungenbestimmt. Die Wahl der entsprechenden Untergruppen von fSU(1; 1) ist durch die Sin-gularit�atentheorie motiviert. Die Berechnungen konzentrieren sich auf Singularit�aten,die in C 3 eingebettet werden k�onnen. In den folgenden Tabellen (siehe [Mo]) sind dieStufe und die Signatur des Bildes in PSU(1; 1) f�ur die Untergruppen von fSU(1; 1)aufgelistet, die zu den Singularit�aten der Serien E, Z und Q nach der Klassi�kationvon Arnold (siehe [AGV]) geh�oren.Typ n mod 4 Stufe k Signatur0 (n� 10)=2 (0; 2; 3; k+ 6)En 2 (n� 10)=4 (0; 3; 3; k+ 3)1; 3 (n� 10)=3 (0; 2; 4; k+ 4)3 (n� 9)=2 (0; 2; 3; 2k+ 6)Zn 1 (n� 9)=4 (0; 3; 3; 2k+ 3)0; 2 (n� 9)=3 (0; 2; 4; 2k+ 4)2 (n� 8)=2 (0; 2; 3; 3k+ 6)Qn 0 (n� 8)=4 (0; 3; 3; 3k+ 3)1; 3 (n� 8)=3 (0; 2; 4; 3k+ 4)Typ n mod 2 Stufe k SignaturEn;0 1 n� 2 (0; 2; 2; 2; k+ 2)0 (n� 2)=2 (1; k + 1)Zn;0 1 n (0; 2; 2; 2; 2k+ 2)0 n=2 (1; 2k + 1)Qn;0 0 n� 1 (0; 2; 2; 2; 3k+ 2)1 (n� 1)=2 (1; 3k + 1)Abbildung 1. Tabellen der Stufen und Signaturen.In dieser Arbeit bestimme ich die Fundamentalbereiche f�ur alle Dreieckssingularit�atender Serien E, Z und Q, wobei f�ur die Konstruktion des Fundamentalbereichs stetsder Fixpunkt mit der gr�o�ten Ordnung gew�ahlt wird. Dabei hei�t eine Singularit�ateine Dreieckssingularit�at, wenn das Bild in PSU(1; 1) der zugeh�origen Untergruppevon fSU(1; 1) eine Dreiecksgruppe ist. Die Berechnungen f�ur die F�alle der Stufen 1



Einleitung 3und 2 sind von Thomas Fischer in [Fi] und Alexandra K�ass, Ute Neusch�afer, FrankRothenh�ausler und Stefan Scheidt in [KNRS] f�ur die Stufe 1, und von mir in [P]f�ur die Stufe 2 ausgef�uhrt. Die F�alle der Viereckssingularit�aten in der Stufe 1 sindGegenstand der Doktorarbeit von Frank Rothenh�ausler [R].Im Kapitel 1 beschreibe ich zuerst die �Uberlagerungen von PSU(1; 1) als Liegrup-pen und Lorentz-Raumformen sowie ihre metrischen Kegel, de�niere Halbr�aume darinund studiere ihre Eigenschaften. Dann untersuche ich die Eigenschaften elliptischerElemente in PSU(1; 1) und ihrer Urbilder in SU(1; 1) und fSU(1; 1). Schlie�lich be-schreibe ich die Konstruktion und beweise, da� die Konstruktion zu einer P
asterungvon fSU(1; 1) durch Fundamentalbereiche der Operation der diskreten Untergruppef�uhrt.Im Kapitel 2 tre�e ich die Vorbereitungen f�ur die Anwendung der Konstruktion.Zuerst fasse ich die bekannten Ergebnisse �uber diskrete Untergruppen von PSU(1; 1)und insbesondere �uber die Dreiecksgruppen zusammen und beschreibe die diskretenUntergruppen in fSU(1; 1), die als Bild in PSU(1; 1) eine Dreiecksgruppe haben. Ichuntersuche dann, wie sich ein Halbraum mit dem Rand eines anderen Halbraumsin K(fSU(1; 1)) schneidet. Dann gehe ich auf die Methoden zur Herleitung einer end-lichen Darstellung des Fundamentalbereichs als kompaktes Polytop ein. Ich beweisedazu einige Absch�atzungen sowie ein kombinatorisches Kriterium vom Typ des Poin-car�e-Maskit-Satzes.ImKapitel 3 berechne ich die Fundamentalbereiche f�ur die Dreieckssingularit�aten inden Serien E, Z und Q. Diese Berechnungen sollen dazu dienen, die Zusammenh�angezwischen den Fundamentalbereichen einerseits und den Arnoldschen Serien anderer-seits n�aher zu untersuchen. Die Zusammenstellung der Abbildungen der Fundamen-talbereiche in Serien best�atigt die Vermutung, da� die kombinatorische Struktur derFundamentalbereiche die Struktur der Serien widerspiegelt.Im Anhang sind die Formeln und Fakten aus der (hyperbolischen) Trigonometrie,linearen Algebra und analytischen Geometrie zusammengefa�t, die bei den Rechnun-gen (auch ohne einen expliziten Hinweis auf den Anhang) oft benutzt wurden.An dieser Stelle m�ochte ich mich bei allen bedanken, die am Entstehen der vorlie-genden Arbeit beteiligt waren. Ich danke Prof. Dr. Egbert Brieskorn, der mir diesesThema er�o�net und die Arbeit daran durch sein Interesse und wertvolle Ratschl�agebegleitet hat. Dr. Ludwig Balke bin ich f�ur zahlreiche Gespr�ache und wertvolle An-regungen dankbar. Dr. Thomas Fischer danke ich f�ur die wunderbare Konstruktion,die er gefunden hat. Ich danke auch Dr. Claus Hertling, Dr. Frank Rothenh�auslerund Anna Wienhard. Dem Graduiertenkolleg ,,Algebraische, analytische und geome-trische Methoden und ihre Wechselwirkung in der modernen Mathematik`̀ danke ichf�ur das Stipendium. Meinem Mann Ilya Dogolazky danke ich f�ur das Layout diesesTextes und das Schreiben des Programms off2ps, das zur Erstellung der Abbildungenbenutzt wurde. Auch meiner Tochter Rachil, meinen Eltern und meiner Gro�mutterdanke ich f�ur ihre Unterst�utzung.
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Konstruktion derFundamentalbereiche



Zuerst beschriebe ich in diesem Kapitel die �Uberlagerungen von PSU(1; 1) alsLiegruppen und Lorentz-Raumformen sowie ihre metrischen Kegel, de�niereHalbr�aume darin und studiere ihre Eigenschaften. Dann untersuche ich dieEigenschaften elliptischer Elemente in PSU(1; 1) und ihrer Urbilder in SU(1; 1) undfSU(1; 1). Schlie�lich beschreibe ich die Konstruktion und beweise, da� die Konstruk-tion zu einer P
asterung von fSU(1; 1) durch Fundamentalbereiche der Operation derdiskreten Untergruppe f�uhrt.x1. Die �Uberlagerungen von PSU(1; 1) und ihre metrischen KegelDrei Modelle der hyperbolischen Ebene erm�oglichen die Identi�kation der Gruppeihrer orientierungserhaltenden Isometrien mit drei verschiedenen Liegruppen. F�urdie o�ene Kreisscheibe D gilt Isom+(D ) = PSU(1; 1) = SU(1; 1)=f�1g, f�ur die obereHalbebene H gilt Isom+(H ) = PSL(2;R) = SL(2;R)=f�1g und f�ur das Hyperquadri-kenmodell H2 gilt Isom+(H2) = SO(2; 1)0. Damit sind diese Gruppen isomorph, esgilt PSU(1; 1) �= PSL(2;R) �= SO(2; 1)0 und SU(1; 1) �= SL(2;R).In dieser Arbeit betrachte ich immer die o�ene Kreisscheibe D als Modell der hyper-bolischen Ebene. Es sei � der hyperbolische und d der euklidische Abstand auf D . Esgilt SU(1; 1) = ��a b�b �a� : jaj2 � jbj2 = 1� :Ein Element g = �a b�b �a� 2 SU(1; 1) mit g 6= 1 hei�t elliptisch, hyperbolisch bzw. parabo-lisch, je nachdem ob der Betrag der Spur j Spur(g)j = 2 � jRe(a)j kleiner, gr�o�er odergleich 2 ist. Ein elliptisches Element in SU(1; 1) hat in �D genau einen Fixpunkt, derin D liegt. Ein hyperbolisches Element in SU(1; 1) hat in �D genau zwei verschiedeneFixpunkte, die in @D liegen. Ein parabolisches Element in SU(1; 1) hat in �D genaueinen Fixpunkt, der in @D liegt.Die Abbildung �a b�b �a� 7! ( ajaj ; b) ist ein Hom�oomorphismus von SU(1; 1) auf den of-fenen Volltorus S1 � C , die Fundamentalgruppen von PSU(1; 1) und SU(1; 1) sindalso unendliche zyklische Gruppen. Damit ist eine zusammenh�angende �Uberlagerungvon PSU(1; 1) (als Liegruppe) bis auf Isomorphie durch die Anzahl der Bl�atter (end-lich oder abz�ahlbar unendlich) eindeutig bestimmt. Die unendlichbl�attrige �Uberla-gerung ist die universelle �Uberlagerung. Die Zentren der �Uberlagerungen sind dieUrbilder des Einselements von PSU(1; 1).Es sei M eine �Uberlagerung von PSU(1; 1) (als Liegruppe). Es sei k die Killingformauf M . Die Form ��18� � k induziert eine vollst�andige biinvariante Lorentz-Metrik gaufM mit konstanter Kr�ummung 1, die pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M; g)ist also eine Lorentz-Raumform (Terminologie nach [KR]). Ich werde gleich eine Iso-metrie zwischen SU(1; 1) und einer geeigneten Pseudosph�are angeben, dadurch wirddiese Aussage f�ur SU(1; 1) und damit auch f�ur alle �Uberlagerungen von PSU(1; 1)klar. Der metrische Kegel K(M) = (R+ �M; dt2 + t2 � g) 5



6 Kapitel 1. Konstruktion der Fundamentalbereichevon (M; g) ist das triviale R+ -B�undel �uber M mit der Metrik dt2 + t2 � g. Der Ke-gelK(M) tr�agt auch eine Liegruppenstruktur als Produkt der Liegruppen R+ undM .Die Lorentz-Mannigfaltigkeit M kann als 1-Schnitt in K(M) aufgefa�t werden.Die Bilinearform ((w1; z1); (w2; z2)) := Re(w1 �w2 � z1�z2) induziert eine pseudo-Rie-mannsche Metrik auf C 2 . Die total geod�atischen Untermannigfaltigkeiten sind diea�nen Unterr�aume. Ich betrachte die Pseudosph�are bez�uglich dieser BilinearformG := f(a; b) 2 C 2 : jaj2 � jbj2 = 1gund den positiven KegelL := f(w; z) 2 C 2 : jwj > jzjg = R+ �Gals pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit der (induzierten) Metrik der Signa-tur (+;�;�) bzw. (+;+;�;�). Die radiale Projektion 	 : L ! G ist ein trivia-lisierbares R+ -B�undel �uber G. Die total geod�atischen Untermannigfaltigkeiten derDimension 1 bzw. 2 in G sind die (nicht leeren) Schnitte von G mit den linearenUnterr�aumen der (reellen) Dimension 2 bzw. 3 in C 2 . Es sei ~G bzw. ~L die univer-selle �Uberlagerung von G bzw. L mit der pseudo-Riemannschen Metrik der Signa-tur (+;�;�) bzw. (+;+;�;�), die durch das Zur�uckziehen der Metrik auf G bzw. Lentsteht.Das folgende Diagramm kommutiertK(fSU(1; 1)) �! K(SU(1; 1))& .~L ��! L??y 	??y ??y	 ??y~G ��! G% -fSU(1; 1) �! SU(1; 1);wobei die Abbildung K(SU(1; 1)) ! L durch (�; �a b�b �a�) 7! (�a; �b) gegeben ist. Diediagonalen Abbildungen sind Isometrien und induzieren Liegruppenstrukturen aufden Mannigfaltigkeiten des inneren Quadrats. Das Element e := (1; 0) ist das neu-trale Element in G. Es sei ~e 2 ��1(e) das neutrale Element in ~G. Die horizontalenAbbildungen sind die universellen �Uberlagerungen von Liegruppen und lokale Isome-trien. Die vertikalen Abbildungen sind die B�undelabbildungen der R+ -B�undel. Diepseudo-Riemannschen Metriken auf den Totalr�aumen der vier R+ -B�undel sind inva-riant unter der Multiplikation mit Elementen der zugeh�origen Basis von links oderrechts. Die Basen der vier R+ -B�undel sind Lorentz-Raumformen.Es sei arg : ~L! R die Hochhebung mit arg(~e) = 0 der durch (a; b) 7! ajaj gegebenenAbbildung L! S1. ~L arg�! R�??y ??yL �! S1



x2. Eingebettete Tangentialr�aume und Halbr�aume 7Dabei ist die (universelle) �Uberlagerung R ! S1 durch t 7! eit gegeben. Die durchg 7! (�(g); arg(g))gegebene Abbildung ~L! L�R ist injektiv. F�ur g 2 ~G gilt arg(g�1) = � arg(g). DasElement c 2 ��1(�e) mit arg(c) = � ist ein Erzeugendes von Z( ~G) �= Z.Bei der Beschreibung der Isometrien von G und ~G zitiere ich [KR].Notation. Es sei (M; g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Gruppe derIsometrien Isom(M) von (M; g) enth�alt die Untergruppe Isom+(M) der orientierungs-erhaltenden Isometrien und die Zusammenhangskomponente Isom0(M) der Identit�at.Proposition 1. F�ur g 2 G sei Lg; Rg; Kg : G! G die Links- bzw. Rechtsmultiplika-tion bzw. die Konjugation mit dem Element g, also Lg(h) = gh, Rg(h) = hg, Kg(h) =ghg�1 und Kg = Lg �R�1g . Es seien �; " : G! G de�niert durch �((a; b)) = (�a;�b) und"((a; b)) = (�a;�b). Die Abbildung " ist die Inversenbildung in G, es gilt "(g) = g�1.Die Abbildungen Lg; Rg; Kg; �; " sind Isometrien von G, die Abbildungen Kg und �sind Automorphismen, die Abbildung " ist ein Antiautomorphismus. Es giltIsom0(G) = hLa; Rb j a; b 2 Gi �= (G�G)=f(z; z) : z 2 Z(G)gund Isom+(G) = hIsom0(G); �i; Isom(G) = hIsom+(G); "i = hIsom+(G); �; "i:Proposition 2. F�ur g 2 ~G sei Lg; Rg; Kg : ~G ! ~G die Links- bzw. Rechtsmulti-plikation bzw. die Konjugation mit dem Element g, also Lg(h) = gh, Rg(h) = hg,Kg(h) = ghg�1 und Kg = Lg � R�1g . Es seien ~�; ~" : ~G ! ~G die Hochhebungen derIsometrien � bzw. " von G mit ~�(~e) = ~e und ~"(~e) = ~e. Es gilt arg � ~" = � arg undarg � ~� = � arg. Die Abbildungen Lg; Rg; Kg; ~�; ~" sind Isometrien von ~G, die Abbildun-gen Kg und ~� sind Automorphismen, die Abbildung ~" ist ein Antiautomorphismus. Esgilt Isom0( ~G) = hLa; Rb j a; b 2 ~Gi �= ( ~G� ~G)=f(z; z) : z 2 Z( ~G)gund Isom+( ~G) = hIsom0( ~G); ~�i; Isom( ~G) = hIsom+( ~G); ~"i = hIsom+( ~G); ~�; ~"i:Bemerkung. Die Isometrie Kg mit g 2 ~G l�a�t sich durch Kg(h) := ghg�1 f�ur h 2 ~Lzu einer Isometrie von ~L fortsetzen. Auch die Isometrie ~� von ~G kann durch ~�(��h) :=� � ~�(h) f�ur � 2 R+ und h 2 ~G zu einer Isometrie von ~L fortgesetzt werden. DieseIsometrien bezeichne ich auch mit Kg und ~�.x2. Eingebettete Tangentialr�aume und Halbr�aumeDie Hyperebene Êg := fy 2 C 2 : (y; g) = 1g mit g 2 G zerlegt C 2 in zwei Halbr�aumeĤg := fy 2 C 2 : (y; g) 6 1g und Îg := fy 2 C 2 : (y; g) > 1g:Dabei ist Ĥg der Halbraum, der den Punkt 0 enth�alt. Es sei ferner f�ur g 2 GEg = Êg \ L; Hg = Ĥg \ L; Ig = Îg \ L:Die Untermannigfaltigkeit Eg bzw. Êg ist der eingebettete Tangentialraum in L bzw.(C 2 ; ( � ; � )) an G im Punkte g, das hei�t die maximale total geod�atische Unterman-nigfaltigkeit, die im Punkte g tangential an G ist.



8 Kapitel 1. Konstruktion der FundamentalbereicheProposition 3. Es gilt Êe = f(w; z) 2 C 2 : Re(w) = 1g;Îe = f(w; z) 2 C 2 : Re(w) > 1g;Ĥe = f(w; z) 2 C 2 : Re(w) 6 1g:Es gilt ferner Ee = f(w; z) 2 C 2 : Re(w) = 1; jzj < jwjg;Ie = f(w; z) 2 C 2 : Re(w) > 1; jzj < jwjg;He = f(w; z) 2 C 2 : Re(w) 6 1; jzj < jwjg:Proposition 4. F�ur a; g 2 G gilt a � Eg = Eag, a � Ig = Iag und a �Hg = Hag.Proposition 5. F�ur jedes g 2 G liegt die gerade Strecke zwischen g und jedem Punktvon Ig in Ig und die gerade Strecke zwischen g und jedem Punkt von Eg in Eg. (DieseAussage gilt nicht f�ur Hg.)Beweis. Aus der Proposition 3 folgt die Behauptung f�ur g = e, mit Hilfe der Pro-position 4 folgt dann die Behauptung f�ur jedes g 2 G.Korollar 6. Die Mengen Eg und Ig sind kontrahierbar f�ur jedes g 2 G.F�ur g 2 ~G und �g := �(g) 2 G sei ~Eg bzw. ~Ig die Zusammenhangskomponentevon ��1(E�g) bzw. ��1(I�g), die g enth�alt, und ~Hg := ~L � (~Ig)� = (~L � ~Ig) [ ~Eg. DieUntermannigfaltigkeit ~Eg ist der eingebettete Tangentialraum in ~L an ~G im Punkte g,das hei�t die (maximale) total geod�atische Untermannigfaltigkeit, die im Punkte gtangential an ~G ist. Die Untermannigfaltigkeit ~Eg zerlegt ~L in ~Hg und ~Ig. Ich sprechedann auch von Halbr�aumen ~Ig und ~Hg in ~L.Proposition 7. F�ur a; g 2 ~G gilt a � ~Eg = ~Eag, a � ~Ig = ~Iag und a � ~Hg = ~Hag.Proposition 8. Es gilt~E~e = fg 2 ~L : �(g) 2 Ee; j arg(g)j < �=2g;~I~e = fg 2 ~L : �(g) 2 Ie; j arg(g)j < �=2g;~H~e = fg 2 ~L : �(g) 2 He; j arg(g)j < �=2g _[fg 2 ~L : j arg(g)j > �=2g:Es gilt ferner ~H~e = ��1(He) [ [g2��1(e)�f~eg ~Ig:Proposition 9. F�ur g 2 ~G und �g := �(g) 2 G gilt �( ~Eg) = E�g, �(~Ig) = I�gund �( ~Hg) = L. Dabei sind �j ~Eg : ~Eg ! E�g und �j~Ig : ~Ig ! I�g Hom�oomorphismen.Beweis. Aus der Proposition 8 folgt die Behauptung f�ur g = ~e, mit Hilfe der Pro-position 7 folgt dann die Behauptung f�ur jedes g 2 ~G.Definition. Ein partieller Schnitt s im B�undel 	 : ~L! ~G ist eine stetige Abbildungs : ~G ! R̂+ = R+ [ f+1g. Die Teilmenge Tr(s) = fa 2 ~G : s(a) 6= +1g von ~G istder Tr�ager des partiellen Schnitts s. Die TeilmengenGr(s) = f� � a 2 ~L : a 2 ~G; � > s(a)g;Gr(s) = fs(a) � a 2 ~L : a 2 Tr(s)g;Gr(s) = f� � a 2 ~L : a 2 ~G; � 6 s(a)gvon ~L sind der Obergraph, der Graph bzw. der Untergraph des partiellen Schnitts s.



x3. Elliptische Elemente und ihre Hochhebungen 9Proposition 10. Es sei s ein partieller Schnitt. Dann gilt 	(Gr(s)) = 	(Gr(s)) =Tr(s) und 	(Gr(s)) = ~G, und die Abbildung 	jGr(s) : Gr(s) ! Tr(s) ist ein Hom�oo-morphismus.Proposition 11. Es sei s ein partieller Schnitt mit Tr�ager Tr(s) = ~G. Dann sindGr(s), Gr(s) und Gr(s) abgeschlossen, und es gilt @Gr(s) = @Gr(s) = Gr(s).Proposition 12. Es sei (si)i2I eine Familie von partiellen Schnitten.Ist die Familie (Gr(si))i2I lokal endlich, so ist maxi2I si ein partieller Schnitt mitTr(maxi2I si) =\i2I Tr(si); Gr(maxi2I si) =[i2I Gr(si); Gr(maxi2I si) =\i2I Gr(si):Ist die Familie (Gr(si))i2I lokal endlich, so ist mini2I si ein partieller Schnitt mitTr(mini2I si) =[i2I Tr(si); Gr(mini2I si) =\i2I Gr(si); Gr(mini2I si) =[i2I Gr(si):Proposition 13. Zu jedem g 2 ~G gibt es einen partiellen Schnitt sg mit ~Eg = Gr(sg),~Hg = Gr(sg) und ~Ig = Gr(sg). Es gilt Tr(sg) = g �Tr(se) undTr(se) = fa 2 ~G : j arg(a)j < �=2g:Beweis. F�ur g 2 ~G mit �(g) = (a; b) sei se(g) := 1Re(a) , falls j arg(g)j < �2 , undse(g) := +1 sonst. Dadurch wird ein partieller Schnitt se de�niert. Aus den Pro-positionen 3 und 8 folgt ~E~e = Gr(se), ~H~e = Gr(se) und ~I~e = Gr(se). F�ur g 2 ~Ggilt ~Eg = Gr(sg), ~Hg = Gr(sg) und ~Ig = Gr(sg), wobei der partielle Schnitt sgdurch sg(a) := se(g�1a) de�niert wird.x3. Elliptische Elemente und ihre HochhebungenDefinition. Es sei x 2 D .Die Abbildung �x : R ! PSU(1; 1) �= Isom+(D ) ordne t 2 R die Drehung in x um denWinkel t zu, also das (f�ur t 6= 0 elliptische) Element mit Fixpunkt x und Ableitung eitin x.Die Abbildung rx : R ! G sei de�niert durchrx(t) := � cos t2 + i1 + jxj21� jxj2 sin t2 ;�i 2x1� jxj2 sin t2�:Die Abbildung ~rx : R ! ~G sei die Hochhebung von rx mit ~rx(0) = ~e.Bemerkung. F�ur x 6= 0 gilt nach (A6.2)rx(t) = � cos t2 + i cosh �(0; x) sin t2 ;�i xjxj sinh �(0; x) sin t2�:Die Abbildungen �x und rx sind Homomorphismen. Die Elemente �rx(t) und ~rx(t)wirken auf D durch die Drehung in x um den Winkel t. Es gilt�x(2�) = id und rx(2�) = �ef�ur jedes x 2 D . Die Beweise dieser Aussagen �ndet man in [P, x2, Prop. 1 und 2].



10 Kapitel 1. Konstruktion der FundamentalbereicheProposition 14. Die Abbildung ~rx ist ein Homomorphismus.Beweis. Es sei ';  2 R. Die durch t 7! ~rx(t) � ~rx( ) und t 7! ~rx(t +  ) gegebenenWege [0; ']! ~G sind Hochhebungen des durch t 7! rx(t)�rx( ) = rx(t+ ) gegebenenWeges [0; '] ! G mit Anfangspunkt ~rx( ), damit haben die beiden Wege auch dengleichen Endpunkt, also gilt ~rx(') � ~rx( ) = ~rx('+  ).Proposition 15. Es gilt r0(t) = (eit=2; 0) und arg(~r0(2t)) = t.Beweis. Der Weg arg(~r0(2t)) in R ist die Hochhebung des Weges eit in S1 mit demWert 0 bei t = 0, damit gilt arg(~r0(2t)) = t.Proposition 16. Gilt g(0) = 0 oder h(0) = 0, so folgt arg(g � h) = arg(g) + arg(h).Beweis. Es sei g(0) = 0, dann gilt g = ~r0(2') f�ur ein ' 2 R. Es sei �(h) = (a; b). DerWeg arg(~r0(2t)�h) in R ist die Hochhebung des Weges eit� ajaj in S1mit demWert arg(h)bei t = 0, damit gilt arg(~r0(2t)�h) = t+arg(h) und folglich arg(g �h) = arg(g)+arg(h).Im Falle h(0) = 0 verf�ahrt man analog.Proposition 17. Es gilt ~rx(2�) = c f�ur jedes x 2 D .Beweis. Das Element ~rx(2�) ist ein Urbild von rx(2�) = �e, liegt also im Zentrumvon ~G. Die durch x 7! ~rx(2�) gegebene Abbildung D ! Z( ~G) ist stetig, und Z( ~G) istdiskret, also ist diese Abbildung konstant. Damit gilt ~rx(2�) = ~r0(2�) f�ur jedes x 2 D .Aus der Proposition 15 folgt ~r0(2�) = c.Proposition 18. Es gilt arg(~rx(2t)) 2 (0; �) f�ur t 2 (0; �) und x 2 D .Beweis. Der Weg 
(t) := arg(~rx(2t)) in R ist stetig, es gilt 
(0) = arg(~e) = 0,
(�) = arg(c) = � und 
(t) 62 f0; �g f�ur t 2 (0; �). Damit gilt 
(t) 2 (0; �) f�urt 2 (0; �).Bemerkung. Es gilt arg(~rx(2t + 4�j)) = arg(~rx(2t)) + 2�j f�ur t 2 [��; �), j 2 Zund x 2 D .Proposition 19. Es gilt ~�(~rx(t)) = ~rx(�t) f�ur x 2 (�1; 1) � D .x4. Diskrete Untergruppen vongSU(1; 1)Eine diskrete Untergruppe � von PSU(1; 1) hei�t eine Fuchssche Gruppe. Eine Unter-gruppe � von PSU(1; 1) ist genau dann diskret, endlich erzeugt und cokompakt,wenn � eigentlich diskontinuierlich auf D operiert und D =� eine kompakte Riemann-sche Fl�ache ist. Die Abbildung D ! D =� ist dann eine �uber endlich vielen Punktenverzweigte �Uberlagerung von Riemannschen Fl�achen. Die Signatur einer diskreten,endlich erzeugten, cokompakten Untergruppe � von PSU(1; 1) ist (g; p1; : : : ; pm), wo-bei g das Geschlecht der Riemannschen Fl�ache D =� ist; m ist die Anzahl der Ver-zweigungspunkte der Abbildung D ! D =� und p1; : : : ; pm sind die Verzweigungs-ordnungen dieser Punkte. Ein Tupel (g; p1; : : : ; pm) ist genau dann Signatur einerUntergruppe von PSU(1; 1), wenn gilt1p1 + � � �+ 1pm < 2(g � 1) +m:



x5. Elemente der Konstruktion 11Damit sind genau die Tupel (1; ), (0; 2; 2; 2; 2), (0; 2; 2; p) mit p > 2, (0; 2; 3; p) mit paus f3; 4; 5; 6g, (0; 2; 4; 4), (0; 3; 3; 3), (0; ), (0; p) und (0; p; q) keine Signaturen diskre-ter Untergruppen von PSU(1; 1).Es sei ~� eine Untergruppe von ~G und � das Bild von ~� in PSU(1; 1). Die Stufe von ~�sei der Index von ~�\Z( ~G) in Z( ~G). Wegen Z( ~G) �= Z ist entweder k := [Z( ~G) : Z(~�)]endlich und damit Z(~�) = kZ( ~G), oder [Z( ~G) : Z(~�)] =1 und damit Z(~�) = feg.Ich nehme nun an, da� ~� einen Fixpunkt u 2 D der Ordnung p := j�uj < 1 hat.Dann gilt �u(2�=p) 2 �u und damit ~ru(2�=p)cm 2 ~�u f�ur ein m 2 Z. Da aber(~ru(2�=p)cm)p = c1+mp 2 Z( ~G) � f~eg gilt, folgt Z(~�) 6= feg. Eine Untergruppe miteinem Fixpunkt endlicher Ordnung hat also endliche Stufe.Es sei ~� eine Untergruppe endlicher Stufe k in ~G. Es sei�� : ~G = fSU(1; 1)! PSU(1; 1)die (�uber � faktorisierende) universelle �Uberlagerung von PSU(1; 1). Die Untergruppe~� ist genau dann diskret, wenn ihr Bild � := ��(~�) in PSU(1; 1) diskret ist. Mehr zuUntergruppen von ~G �ndet man in [KR] und [RV].Proposition 20. Es gilt k = [Z( ~G) : ~� \ Z( ~G)] = [���1(�u) : ~�u] = [���1(�) : ~�].Beweis. Es sei � eine Untergruppe von � = ��(~�) und ~� := ~�\ ���1(�). Die Unter-gruppe Z := Z( ~G) ist im Normalisator der Untergruppe ~� enthalten, also gilt[Z � ~� : ~�] = [Z : ~� \ Z]:Wegen Z � ~� = ���1(�) und ~� \ Z = ~� \ Z gilt[���1(�) : ~�] = [Z : ~� \ Z] = k:F�ur � = � gilt ~� = ~� \ ���1(�) = ~� und damit [���1(�) : ~�] = k, und f�ur � = �ugilt ~� = ~� \ ���1(�u) = ~�u und damit [���1(�u) : ~�u] = k.x5. Elemente der KonstruktionEs sei ~� eine diskrete Untergruppe der Stufe k in ~G. Die Gruppe ~� operiert auf ~Gdurch Linksmultiplikation. Es sei u 2 D ein Fixpunkt der Gruppe ~� (und ihres Bildes� := ��(~�)). Man kann ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, da� u = 0gilt. Es sei p := j�uj die Ordnung von u. Es gilt p < 1, denn das Bild � von ~�in PSU(1; 1) ist diskret. Das Element ~ru(2�=p) ist ein Erzeugendes der zyklischenUntergruppe ���1(�u) von ~G. Nach der Proposition 20 gilt k = [���1(�u) : ~�u], also istdas Element rd := (~ru(2�=p))k = ~ru(4#d)mit #d := �k2p ein Erzeugendes der zyklischen Untergruppe ~�u. F�ur a 2 ~L giltarg(rd � a) = arg(a) + 2#d:



12 Kapitel 1. Konstruktion der FundamentalbereicheVoraussetzung f�ur die Konstruktion. Die Ordnung j�uj des Fixpunktes u seigr�o�er als die Stufe von ~�, es gelte also p > k.Aus dieser Voraussetzung folgt #d = �k2p < �2 .Proposition 21. Die Familie (~Ig)g2~�u ist lokal endlich.Beweis. Die Behauptung folgt aus 	(~I~e) = fa 2 ~G : j arg(a)j < �=2g, 	(~Ig) =g �	(~I~e) und arg(rd � a) = arg(a) + 2#d.Definition. F�ur x 2 ~�(u) = �(u) sei T (x) := fg 2 ~� : gu = xg,Qx := \g2T (x) ~Hg und Rx := [g2T (x) ~Ig:Proposition 22. Es gilt T (u) = ~�u. Es sei x 2 ~�(u) und a 2 T (x). Dann giltT (x) = a � T (u). Aus der Proposition 7 folgt Qx = a �Qu und Rx = a �Ru.x6. Die Mengen QxProposition 23. F�ur (w; z) 2 C 2 gilt(1) jwj 6 1) ��1((w; z)) � Qu,(2) (w; z) 2 �(Qu)) jwj 6 1cos#d .Beweis.(1) Es sei g = (w; z) 2 L mit jwj 6 1. Dann gilt g 2 Ha f�ur alle a 2 �u unddamit ��1(g) � ~Ha f�ur alle a 2 ~�u, also gilt ��1(g) � Qu.(2) Es sei g 2 Qu und (w; z) = �(g) 2 �(Qu). Wegen arg(rd � g) = arg(g)+2#d gibtes ein j 2 Z mit j arg(rjd � g)j 6 #d. Es sei (w0; z0) := �(rjd � g). Es gilt jwj = jw0j.Es gilt ferner rjd � g 2 rjd �Qu = Qrjd(u) = Qu � ~H~e:Aus rjd � g 2 ~H~e und j arg(rjd � g)j 6 #d < �=2 folgtjw0j = Re(w0)cos(arg(rjd � g)) 6 1cos#d :Proposition 24. F�ur x 2 ~�(u)nfug und (w; z) 2 L gilt(w; z) 2 �(Qx)) jw � x�zj 6 p1� jxj2cos#d ) jjwj � jxj � jzjj 6 p1� jxj2cos#dund ���z � �w�x ��� 6 p1� jxj2jxj ) ��1((w; z)) � Qx:Beweis. Es sei g = (a; b) 2 G mit gx = u. Man rechnet leicht nach, da� dannb = �ax und jaj = 1p1�jxj2 gilt. Es sei (w; z) 2 C 2 und (w0; z0) := g � (w; z). Nach derProposition 22 gilt �(Qu) = g�(Qx) und damit (w; z) 2 �(Qx) () (w0; z0) 2 �(Qu).Dabei gilt jw0j = jaw + b�zj = jaw � ax�zj = 1p1� jxj2 � jw � x�zj:Die Behauptung folgt nun aus der Proposition 23.



x7. Die Konstruktion 13Korollar 25. F�ur x 2 ~�(u)nfug und (w; z) 2 �(Qx) giltjwj � jzj < p1� jxj2cos#d :Beweis. Wegen jxj < 1 gilt jwj � jzj < jwj � jxj � jzj. Die Behauptung folgt nun mitHilfe der Proposition 24.x7. Die KonstruktionIch formuliere nun das erste Hauptergebnis der Arbeit. Der Beweis ergibt sich ausden nachfolgenden Lemmata und Propositionen.Satz 26. Es sei ~� eine diskrete Untergruppe endlicher Stufe in ~G mit einem Fix-punkt u 2 D . Die Untergruppe ~� operiert auf ~G durch Linksmultiplikation. Es sei �das Bild von ~� in PSU(1; 1). Es sei die Stufe von ~� kleiner als die Ordnung j�uj desFixpunktes. Es sei T (x) = fg 2 ~� : gu = xg und Qx = Tg2T (x) ~Hg f�ur x 2 ~�(u). Es seiP =[x2~�(u)Qx:Dann gilt: Der Rand von P ist invariant unter der Operation von ~�. Es sei g 2 ~�. DieTeilmenge Fg = Cl@P (Int@P ( ~Eg \ @P ))ist ein Fundamentalbereich der Operation von ~� auf @P . Die Projektion 	 : ~L ! ~Ginduziert einen ~�-�aquivarianten Hom�oomorphismus 	j@P : @P ! ~G. Die TeilmengeFg = 	(Fg)ist ein Fundamentalbereich der Operation von ~� auf ~G. Die �Uberdeckung (Fg)g2~� von ~Gist lokal endlich.Notation. Weiter in diesem Abschnitt bezeichne Int bzw. Cl das Innere bzw. dieabgeschlossene H�ulle bez�uglich @P .Lemma 27. Die Familie (�(Qx))x2~�(u) ist lokal endlich in L.Beweis. Es sei (w0; z0) 2 L. Man w�ahle ein " > 0 mit jw0j � jz0j > ". Dann ist dieMenge U := f(w; z) 2 C 2 : jwj � jzj > "geine o�ene Umgebung von (w0; z0). F�ur x 2 ~�(u)nfug mit jxj gro� genug gilt nachProposition 25 jwj � jzj 6 p1� jxj2cos#d < "f�ur alle (w; z) 2 �(Qx) und damit �(Qx) \ U = ?. Zu jedem (w0; z0) 2 L gibt es alsoeine Umgebung U in L und eine Zahl R 2 (0; 1) derart, da� nur die Teilmengen �(Qx)mit jxj 6 R die Umgebung U schneiden k�onnen. Die Menge fx 2 ~�(u) : jxj 6 Rg istaber endlich, da ~� diskret ist.



14 Kapitel 1. Konstruktion der FundamentalbereicheLemma 28. Die Familie (Qx)x2~�(u) ist lokal endlich.Beweis. Es sei a 2 ~L. Nach Lemma 27 existiert eine Umgebung U von �(a), die nurf�ur endlich viele x 2 ~�(u) die Menge �(Qx) schneidet. Ist aber die Menge ��1(U)\Qxnicht leer, so auch U \ �(Qx). Damit schneidet die Umgebung ��1(U) von a nur f�urendlich viele x 2 ~�(u) die Menge Qx.Proposition 29. 	j@P : @P ! ~G ist ein ~�-�aquivarianter Hom�oomorphismus.Beweis. Die �Aquivarianz von 	j@P folgt aus der �Aquivarianz von 	. F�ur g 2 ~Ggilt ~Hg = Gr(sg) und ~Ig = Gr(sg). Die Familie (~Ig)g2T (x) ist nach der Proposition 21lokal endlich, es gilt ~Hg = Gr(sg) und ~Ig = Gr(sg), also ist sx := ming2T (x) sg nach derProposition 12 ein partieller Schnitt mitGr(sx) =\g2T (x)~Hg = Qx; Gr(sx) =[g2T (x)~Ig = Rx; Tr(sx) =[g2T (x)Tr(sg):Es sei a 2 T (x). Wegen Tr(sg) = g � Tr(se) giltTr(sx) = T (x) � Tr(se) = (a � ~�u) �Tr(se) = a � (~�u �Tr(se)):Zu jedem g 2 ~G gibt es wegen arg(rd � g) = arg(g) + 2#d ein j 2 Z derart, da�j arg(rjd � g)j 6 #d < �=2 und damit rjd � g 2 Tr(se) gilt. Daraus folgt ~�u � Tr(se) = ~Gund damit Tr(sx) = a � ~G = ~G. Die Familie (Qx)x2~�(u) ist nach dem Lemma 28lokal endlich, es gilt Qx = Gr(sx), also ist s := maxx2~�(u) sx nach der Proposition 12 einpartieller Schnitt mitGr(s) =[x2~�(u)Qx = P; Gr(s) =\x2~�(u)Rx; Tr(s) =\x2~�(u)Tr(sx) = ~G:Aus der Proposition 10 folgt nun die Behauptung.Proposition 30. Fg ist ein Fundamentalbereich der Operation von ~� auf @P . Die�Uberdeckung (Fg)g2~� ist lokal endlich (in @P ).Beweis.(1) Es gilt Cl[g2~� IntFg = @P :Es sei a 2 @P . Nach Lemma 28 existieren Elemente g1; : : : ; gn 2 ~� und eineUmgebung U von a in ~L derart, da� gilt@P \ U = n[i=1 ( ~Egi \ @P \ U):Die Umgebung U sei so klein, da� �jU : U ! �(U) ein Hom�oomorphismusist. Dieser Hom�oomorphismus bildet die Teilmenge P \ U hom�oomorph aufden Durchschnitt einer o�enen Teilmenge von L mit einer endlichen Vereini-gung endlicher Durchschnitte von Halbr�aumen Hg ab, die den Punkt �(a) imRand enthalten. Aus a 62 Cl Int( ~Egi \ @P ) f�ur ein i 2 f1; : : : ; ng folgt, da�



x7. Die Konstruktion 15~Egi \ @P \ U in einer zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit von ~L enthal-ten ist. Nach der Proposition 29 ist @P hom�oomorph zu der dreidimensionalenMannigfaltigkeit ~G, also liegt a in Cl Int( ~Egi \ @P ) f�ur ein i 2 f1; : : : ; ng.(2) Int(Fg) \ Fh 6= ?) g = h: Es sei g 6= h mit Int(Fg) \ Fh 6= ?. Dann giltInt( ~Eg \ @P ) \ Cl Int( ~Eh \ @P ) = Int(Fg) \ Fh 6= ?und damit Int( ~Eg\ ~Eh\@P ) 6= ?. Da sich aber ~Eg und ~Eh transversal schneiden,hat der Durchschnitt ~Eg \ ~Eh \ @P keine inneren Punkte in @P .(3) Die lokale Endlichkeit der Familie (Fg)g2~� folgt aus Lemma 28.(4) Die Familie (Fg)g2~� ist lokal endlich in @P , also gilt[g2~�Cl IntFg = Cl[g2~� IntFg = @P:Der Beweis des Satzes 26 ergibt sich nun aus bereits bewiesenen Lemmata und Pro-positionen wie folgtBeweis.(1) Nach der Proposition 7 ist @P invariant unter ~�.(2) Nach Proposition 29 ist 	j@P : @P ! ~G ein ~�-�aquivarianter Hom�oomorphis-mus.(3) Nach Proposition 30 gilt: Fg ist ein Fundamentalbereich der Operation von ~�auf @P . Die �Uberdeckung (Fg)g2~� von @P ist lokal endlich.Definition. F�ur g 2 ~� sei ~Sg := ~Eg \ @Qgu.Proposition 31. F�ur g 2 ~� gilt ~Sg = ~Eg \ ~Hgrd \ ~Hgr�1d , also insbesondere~S~e = ~E~e \ @Qu = ~E~e \ ~Hrd \ ~Hr�1d :Es gilt ferner mit !d := tan#dSe := �( ~S~e) = f(1 + !i; z) 2 L : j!j 6 !dg:Proposition 32. Es gilt @P =[x2~�(u)@Qx \\x2~�(u)Rx:Beweis. F�ur den Schnitt s mit P = Gr(s) (siehe Beweis der Proposition 29) gilt@P = Gr(s) \Gr(s) =[x2~�(u)Qx \\x2~�(u)Rx =[x2~�(u)@Qx \\x2~�(u)Rx:Proposition 33. Es gilt IntFg � @Qgu.Beweis. Es reicht aus, die Behauptung f�ur g = ~e zu zeigen. Es seia 2 IntF~e = Int( ~E~e \ @P ) mit a 62 @Qu:Wegen a 2 @P gilt a 2 @Qx f�ur ein x 2 ~�(u)nfug. Damit schneidet jede Umgebungvon a die Menge ~E~e \ (Qx)� � ~E~en@P . Die Abbildung 	 : ~L ! ~G ist stetig unddie Abbildung 	j@P : @P ! ~G ist ein Hom�oomorphismus, also schneidet jede Umge-bung von a die Menge (	j@P )�1(	( ~E~en@P )) � @Pn ~E~e. Damit hat der Punkt a keineUmgebung in @P , die in ~E~e \ @P enthalten ist, was der Annahme a 2 Int( ~E~e \ @P )widerspricht.



16 Kapitel 1. Konstruktion der FundamentalbereicheDefinition. F�ur eine Teilmenge N � ~�(u)nfug seiFN := ~S~e \\x2NRx = ~E~e \ @Qu \\x2NRx:Es sei F~� := F~�(u)nfug.Satz 34. Es gilt IntF~� = IntF~e = Int( ~E~e \ @P ) und damitF~e = Cl IntF~�:Es gilt ferner F~e � F~� und allgemeiner F~e � FN f�ur jedes N � ~�(u)nfug.Beweis. Wegen @Qu = @Ru und der Proposition 32 gilt@Qu \\x2~�(u)nfugRx = @Qu \ @Ru \\x2~�(u)nfugRx � @Qu \\x2~�(u)Rx � @P �\x2~�(u)Rxund damit F~� � ~E~e \ @P � ~E~e \\x2~�(u)nfugRx:Aus Int( ~E~e \ @P ) = IntF~e folgtIntF~� � IntF~e � ~E~e \\x2~�(u)nfugRx:Nach der Proposition 33 gilt IntF~e � @Qu, es gilt alsoIntF~� � IntF~e � ~E~e \ @Qu \\x2~�(u)nfugRx = F~�:Damit gilt IntF~� = IntF~e und folglich F~e = Cl IntF~�. Ferner ist F~� abgeschlossen, esgilt also F~e = Cl IntF~� � F~� und folglich F~e � F~� � FN f�ur jedes N � ~�(u)nfug.Satz 35. Ist ~� cokompakt, so ist Fg kompakt, und es existiert eine endliche Teil-menge N � ~�(u) mit F~e = Cl Int� ~S~e \\x2NRx�:Beweis. Fg ist kompakt: Es sei (ai)i2N eine Folge in IntFg. Es sei ' die Abbil-dung @P 	�! ~G ! ~�n ~G. Da ~�n ~G kompakt ist, kann man ohne Einschr�ankung derAllgemeinheit annehmen, da� die Folge ('(ai)) gegen einen Limes �a 2 ~�n ~G konver-giert. ' ist surjektiv, also existiert ein a 2 @P mit '(a) = �a und damit auch eineFolge (hi) in ~� derart, da� die Folge (hiai) gegen a konvergiert. Nach Proposition 30besitzt a eine Umgebung, die nur von endlich vielen Fundamentalbereichen getro�enwird, also tauchen in der Folge (hi) nur endlich viele Werte auf. Damit enth�alt dieFolge (hi) eine konstante Teilfolge (hik)k2N, das hei�t es gibt ein h 2 ~� mit hik = hf�ur alle k 2 N . Dann konvergiert die Folge (haik) gegen a und damit konvergiert dieFolge (aik) gegen h�1a und es gilt h�1a 2 Fg.Nach Lemma 28 und da F~e kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge N � ~�(u)mit F~e \Qx = ? f�ur x 2 ~�(u)nfug �N . Damit gilt F~e = Cl Int( ~S~e \ \x2NRx).





2
Fundamentalbereicheals kompakte Polytope



Nach Satz 26 ist das Polyeder F~e kompakt, falls die Untergruppe � cokompaktist. In diesem Fall existiert eine endliche Teilmenge N von ~�(u)nfug derart,da� F~e = Cl Int(FN) gilt. Der Satz 26 gibt aber keinen Hinweis darauf,wie man diese endliche Teilmenge �ndet. In diesem Kapitel werden einige Methodenbeschrieben, um so eine endliche Darstellung des Fundamentalbereichs F~e zu erhalten.x8. DreiecksgruppenEine Dreiecksgruppe ist die Untergruppe der orientierungserhaltenden Isometrien inder diskreten Gruppe der Isometrien der hyperbolischen Ebene, die von den Spie-gelungen an den Seiten eines hyperbolischen Dreiecks mit den Winkeln �p , �q und �rmit p; q; r 2 N erzeugt wird. Ein hyperbolisches Dreieck mit Winkeln �p , �q und �r exi-stiert bekanntlich genau dann, wenn die Summe der Winkel kleiner als �, das hei�t,die rationale Zahl 1p + 1q + 1r kleiner als 1 ist. Die Dreiecksgruppen zu isometrischenDreiecken sind in der Gruppe der orientierungserhaltenden Isometrien konjugiert.F�ur die explizite Konstruktion zeichne ich in jeder Isometrieklasse solcher hyperbo-lischen Dreiecke ein Dreieck aus. Es sei �(p; q; r) das hyperbolische Dreieck in D mitden Ecken u, v und w derart, da� giltu = 0; v 2 R; v > 0 und Im(w) > 0;und mit den zugeh�origen Winkeln�u = �p ; �v = �q und �w = �r :Daraus folgt w = jwj �ei�p . Die Seitenl�angen `v := �(u; v), `w := �(u; w), `vw := �(v; w)des Dreiecks �(p; q; r) lassen sich nach der Cosinus-Regel (A4.2) aus den Winkelnberechnen.Notation. Es sei C := cosh `v und S := sinh `v.Es sei �(p; q; r)� � Isom(D ) die von den Spiegelungen an den Seiten von �(p; q; r)erzeugte Gruppe und es sei�(p; q; r) := �(p; q; r)� \ Isom+(D ):�(p; q; r) ist eine Untergruppe von PSU(1; 1) mit der Signatur (0; p; q; r).Definition. Die Elemente �u; �v; �w 2 PSU(1; 1) seien de�niert durch�u := �u(2�=p); �v := �v(2�=q); �w := �w(2�=r):Die Elemente ru; rv; rw 2 G seien de�niert durchru := ru(2�=p); rv := rv(2�=q); rw := rw(2�=r):Die Elemente ~ru; ~rv; ~rw 2 ~G seien de�niert durch~ru := ~ru(2�=p); ~rv := ~rv(2�=q); ~rw := ~rw(2�=r): 19



20 Kapitel 2. Fundamentalbereiche als kompakte PolytopeBemerkung. Die Notation ~ru wird hier sowohl f�ur die Abbildung R ! ~G als auchf�ur den speziellen Wert dieser Abbildung, also ein Element von ~G, benutzt. Es wirdaber aus dem Kontext klar sein, welche der beiden Bedeutungen gemeint ist, meistenswird es die zweite Bedeutung sein. Das Gleiche gilt f�ur alle in der letzten De�nitioneingef�uhrten Bezeichnungen.Bemerkung. Es gilt ru = �(~ru), rv = �(~rv), rw = �(~rw).Die Dreiecksgruppe �(p; q; r) wird von den Elementen �u und �v erzeugt und besitzteine Pr�asentation �(p; q; r) �= ha; b; c j ap = bq = cr = abc = 1i;wobei der Isomorphismus durch die Zuordnung a 7! �u, b 7! �v und c 7! �w gestiftetwird.Proposition 36. Es gilt ~rpu = ~rqv = ~rrw = ~ru~rv~rw = c.Beweis. Nach der Proposition 17 gilt (~rx(2�=n))n = ~rx(2�) = c f�ur x 2 D und n 2 N .In [Mi, Lemma 3.1] ist die Relation ~ru~rv~rw = c bewiesen.Proposition 37. Es gilt rpu = rqv = rrw = rurvrw = �e.Beweis. Die Behauptung folgt wegen �(~rx(t)) = rx(t) und �(c) = �e aus der Pro-position 36.Satz 38. Wenn die Bedingung(�) ggT(k; p) = ggT(k; q) = ggT(k; r) = 1 pqr � pq � qr � rp � 0 mod kerf�ullt ist, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Untergruppe von ~G der Stufe k mitBild �(p; q; r) in PSU(1; 1). Diese Untergruppe von ~G bezeichne ich mit �(p; q; r)k. Istdie Bedingung (�) erf�ullt, und sind nu und nv ganze Zahlen mitpnu + 1 � qnv + 1 � 0 mod k;so bilden die Elemente ~rucnu, ~rvcnv und ck ein Erzeugendensystem von �(p; q; r)k. Istdie Bedingung (�) nicht erf�ullt, so gibt es keine Untergruppe von ~G der Stufe k mitBild �(p; q; r) in PSU(1; 1).Es gilt insbesondere:Ist q = r = 3, k 6� 0 mod 3 und p � 3 mod k, so ist die Bedingung (�) erf�ullt. DieUntergruppe �(p; 3; 3)k wird von den Elementen ~rucn, ~rvcn und ck erzeugt, wobei n dieeindeutig bestimmte ganze Zahl mit 3n+ 1 � 0 mod k und 0 6 n < k ist.Ist q = 3, r = 2, k ungerade, k 6� 0 mod 3 und p � 6 mod k, so ist die Bedingung (�)erf�ullt. Die Untergruppe �(p; 3; 2)k wird von den Elementen ~rucn, ~rvc2n und ck erzeugt,wobei n die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit 6n+1 � 0 mod k und 0 6 n < k ist.Ist q = 4, r = 2, k ungerade und p � 4 mod k, so ist die Bedingung (�) erf�ullt. DieUntergruppe �(p; 4; 2)k wird von den Elementen ~rucn, ~rvcn und ck erzeugt, wobei n dieeindeutig bestimmte ganze Zahl mit 4n+ 1 � 0 mod k und 0 6 n < k ist.Beweis. Der Beweis der ersten Behauptung ergibt sich aus der Proposition 36 unddem Beweis von [P, Satz 7].



x8. Dreiecksgruppen 21Es sei q = r = 3, k 6� 0 mod 3 und p � 3 mod k, dann giltpqr � pq � qr � rp = 3p� 9 � 0 mod k;die Bedingung (�) ist also erf�ullt. Es sei n die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit0 6 n < k und 3n + 1 � 0 mod k. Es sei nu := n und nv := n. Es gilt qnv + 1 =3n+ 1 � 0 mod k. Wegen p � 3 mod k gilt pnu + 1 = pn+ 1 � 3n+ 1 � 0 mod k.Damit bilden die Elemente ~rucn, ~rvcn und ck ein Erzeugendensystem von �(p; 3; 3)k.Es sei q = 3, r = 2, k ungerade, k 6� 0 mod 3 und p � 6 mod k, dann giltpqr � pq � qr � rp = p� 6 � 0 mod k;die Bedingung (�) ist also erf�ullt. Es sei n die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit0 6 n < k und 6n + 1 � 0 mod k. Es sei nu := n und nv := 2n. Es gilt qnv + 1 =6n+ 1 � 0 mod k. Wegen p � 6 mod k gilt pnu + 1 = pn+ 1 � 6n+ 1 � 0 mod k.Damit bilden die Elemente ~rucn, ~rvc2n und ck ein Erzeugendensystem von �(p; 3; 2)k.Es sei q = 4, r = 2, k ungerade und p � 4 mod k, dann giltpqr � pq � qr � rp = 2p� 8 � 0 mod k;die Bedingung (�) ist also erf�ullt. Es sei n die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit0 6 n < k und 4n + 1 � 0 mod k. Es sei nu := n und nv := n. Es gilt qnv + 1 =4n+ 1 � 0 mod k. Wegen p � 4 mod k gilt pnu + 1 = pn+ 1 � 4n+ 1 � 0 mod k.Damit bilden die Elemente ~rucn, ~rvcn und ck ein Erzeugendensystem von �(p; 4; 2)k.Proposition 39. Es giltru = (ei�=p; 0);rv = (cos �q + i cosh `v sin �q ;�i sinh `v sin �q );rw = (cos �r + i cosh `w sin �r ;�iei�p sinh `w sin �r ):Es gilt also ru = (ei�=p; 0); rv = (cos �q + iC sin �q ;�iB)und f�ur j 2 Z rju = (ei�j=p; 0); rjv = (cos �jq + iC sin �jq ;�iS � sin �jq )mit C := cosh `v, S := sinh `v und B := sinh `v � sin �q . Es gilt insbesondererq�1v = (� cos �q + iC sin �q ;�iB):Beweis. Die Formeln f�ur ru = ru(2�=p), rv = rv(2�=q), rw = rw(2�=r) und rju =ru(2�j=p), rjv = rv(2�j=q) folgen aus der De�nition wegen u = 0, v = jvj, w = jwj �ei�pund `v = �(0; v), `w = �(0; w).



22 Kapitel 2. Fundamentalbereiche als kompakte Polytope

Abbildung 2. Die P
asterung der hyperbolischen Ebene D f�ur �(5; 3; 3)�.x9. Die Koronen einer DreiecksgruppeDie Bahn des hyperbolischen Dreiecks �(p; q; r) unter der Operation der Gruppe�(p; q; r)� ergibt eine P
asterung der hyperbolischen Ebene D mit Dreiecken. Dienachfolgende Abbildung zeigt einen Ausschnitt dieser P
asterung f�ur die volle Drei-ecksgruppe �(5; 3; 3)�.Es sei � := �(p; q; r). Die (abgeschlossene) Dirichletzelle von x 2 D istD(x) := fy 2 D : 8 z 2 �x �(y; x) 6 �(y; z)g:Die Dirichletzelle von x 2 �(u) kann auch als die Vereinigung aller den Punkt xenthaltenden Bilder von �(p; q; r) unter den Elementen von �(p; q; r)� beschriebenwerden.Ich betrachte nun die Bahn der Ecke u = 0 des Dreiecks �(p; q; r) unter der Opera-tion von �(p; q; r) und zeichne gewisse Teilmengen darin aus. Die Eckenkorona Ex vonx 2 �(u) besteht aus allen Punkten in �(u)nfxg, deren Dirichletzellen mindestenseinen Punkt mit der Dirichletzelle von x gemeinsam haben, w�ahrend die Kantenko-rona Kx von x 2 �(u) aus allen Punkten in �(u)nfxg besteht, deren Dirichletzellenmindestens eine Kante mit der Dirichletzelle von x gemeinsam haben. Es sei E := Euund K := Ku. Es giltE = fxm;t j 0 6 m < p; 1 6 t < qg [ fx0m;t j 0 6 m < p; 1 6 t < rgund K = fx0;1; : : : ; xp�1;1; x00;1; : : : ; x0p�1;1gmit xm;t := (�mu �tv)(u) und x0m;t := (�mu �tw)(u) f�ur m; t 2 Z.



x9. Die Koronen einer Dreiecksgruppe 23Proposition 40. Es gilt xm;q�1 = x0m;1 und xm+1;1 = x0m;r�1. Im Falle r = 2 giltxm;q�1 = xm+1;1.Beweis. Die erste Aussage folgt aus �q�1v = ��1v = �w�u und �r�1w = ��1w = �u�v. Diezweite Aussage folgt aus xm;q�1 = x0m;1 = x0m;r�1 = xm+1;1.Proposition 41. F�ur alle x 2 K gilt mit B = sinh `v sin �qcosh �(u; x) = 2B2 + 1 und jxj = BpB2 + 1 :Beweis. Es sei x 2 fx0;1; x0;q�1g � K. Aus der Kosinus-Regel (A4.4) f�ur das gleich-schenklige Dreieck mit den Ecken u, v und x folgtcosh �(u; x) = 2 sinh2 `v sin2 �q + 1 = 2B2 + 1:Die anderen Elemente der Kantenkorona entstehen aus x0;1 bzw. x0;q�1 durch Drehungum u, haben also den gleichen (hyperbolischen) Abstand von u = 0. Aus dem hy-perbolischen Abstand �(u; x) = 2B2+1 berechnet sich der euklidische Abstand nachder Formel (A6.1) wie folgtjxj =scosh �(u; x)� 1cosh �(u; x) + 1 = BpB2 + 1 :Proposition 42. F�ur alle m 2 Z giltcosh �(xm;1; xm;q�1) = 2 sinh2 `v sin2 2�q + 1;cosh �(xm;q�1; xm+1;1) = 2 sinh2 `w sin2 2�r + 1;jxm;1 � xm;q�1j = sinh `v sin 2�qsinh2 `v sin2 �q + 1 ;jxm;q�1 � xm+1;1j = sinh `w sin 2�rsinh2 `w sin2 �r + 1 :Es gilt ferner jxm;1 � xm;q�1jcos �q = jxm;q�1 � xm+1;1jcos �r :Beweis. Aus der Kosinus-Regel (A4.4) f�ur das gleichschenklige Dreieck mit denEcken v, xm;1 und xm;q�1 folgtcosh �(xm;1; xm;q�1) = 2 sinh2 `v sin2 2�q + 1:Wegen �(u; xm;1) = �(u; xm;q�1) berechnet sich der euklidische Abstand nach derFormel (A6.4) wie folgtjxm;1 � xm;q�1j = p2(cosh �(xm;1; xm;q�1)� 1)cosh �(u; xm;1) + 1 = sinh `v sin 2�qsinh2 `v sin2 �q + 1 :



24 Kapitel 2. Fundamentalbereiche als kompakte PolytopeAnalog berechnet mancosh �(xm;q�1; xm+1;1) = cosh �(~xm;1; ~xm;r�1) = 2 sinh2 `w sin2 2�r + 1und jxm;q�1 � xm+1;1j = j~xm;1 � ~xm;r�1j = sinh `w sin 2�rsinh2 `w sin2 �r + 1 :Aus der Sinus-Regel (A4.1) f�ur das hyperbolische Dreieck �(p; q; r) folgtsinh `v sin �q = sinh `w sin �rund damitjxm;1 � xm;q�1jcos �q = 2 sinh `v sin �qsinh2 `v sin2 �q + 1 = 2 sinh `w sin �rsinh2 `w sin2 �r + 1 = jxm;q�1 � xm+1;1jcos �r :
x10. Die Durchschnitte Eg \ EeProposition 43. Es sei g = (a; b) 2 G mit b 6= 0 und damit jaj2 = 1 + jbj2 > 1.Im Falle Re(a) > �1 ist die Menge Eg \ Ee zusammenh�angend. Im Falle Re(a) < �1besteht die Menge Eg \ Ee aus zwei Zusammenhangskomponenten, ihr Bild unter derProjektion (1 + i!; z) 7! ! ist das Komplement eines kompakten Intervalls.Beweis. F�ur M � C 2 und ! 2 R sei M(!) := fz 2 C : (1 + i!; z) 2Mg. Es giltd(0; Êg(!)) < p1 + !2 () (Eg \ Ee)(!) 6= ?;d(0; Êg(!)) > p1 + !2 () (Eg \ Ee)(!) = ?;denn Ee(!) ist das Innere des Kreises mit Radius p1 + !2 und Êg(!) ist eine Ge-rade. Es sei a = a1 + ia2 und b = b1 + ib2 mit a1; a2; b1; b2 2 R. Die Gleichung derGeraden Êg(!) f�ur ! 2 R istb1z1 + b2z2 = a1 + a2! � 1;also gilt d(0; Êg(!)) = ja1 + a2! � 1jjbj :Es gilt ferner wegen jbj2 = jaj2 � 1 = a21 + a22 � 1ja1 + a2! � 1jjbj < p1 + !2 () (a1 + a2! � 1)2 < (a21 + a22 � 1)(1 + !2)() (1� a21)!2 + 2a2(a1 � 1)! � (a22 + 2a1 � 2) < 0:Die Diskriminante des Polynoms ist D = 8(1 � a1) � jbj2, der Koe�zient bei !2ist c = 1 � a21. Es gibt also die folgenden M�oglichkeiten: Im Falle a1 > 1 gilt c < 0,D < 0, also ist die Ungleichung immer erf�ullt, es gilt (Eg\Ee)(!) 6= ? f�ur alle ! 2 R,



x11. Die Durchschnitte ~Ig \ ~E~e 25der Durchschnitt Eg \ Ee ist zusammenh�angend. Im Falle a1 2 (�1; 1) gilt c > 0,D > 0, also ist (Eg\Ee)(!) nicht leer f�ur alle ! 2 [!1; !2] und leer sonst, wobei !1 < !2die (reellen) Wurzeln des Polynoms sind. Damit ist der Durchschnitt Eg \ Ee zu-sammenh�angend. Im Falle a1 < �1 gilt c < 0, D > 0, also ist (Eg \ Ee)(!) leerf�ur alle ! 2 [!1; !2] und nicht leer sonst, wobei !1 < !2 die (reellen) Wurzeln desPolynoms sind. Damit besteht der Durchschnitt Eg \ Ee aus zwei Zusammenhangs-komponenten.x11. Die Durchschnitte ~Ig \ ~E ~eLemma 44. Es sei �g = (a; b) 2 G.Es sei Re(a) > 0, dann gibt es ein g 2 ~G mit �(g) = �g und j arg(g)j 6 �=2, und esgilt I�g \ Ee = �(~Ig \ ~E~e).Es sei Re(a) < 0, dann gibt es g0; g00 2 ~G mit �(g0) = �(g00) = �g, arg(g0) 2 (�2 ; 3�2 )und arg(g00) 2 (�3�2 ;��2 ). Es sei t := tan(arg(g0)) = tan(arg(g00)). F�ur einen Punkt�p = (1 + i!; z) aus I�g \ Ee gilt �p 2 �(~Ig0 \ ~E~e) im Falle ! > t, es gilt �p 2 �(~Ig00 \ ~E~e)im Falle ! < t, und der Fall ! = t tritt nicht auf.Beweis. Nach der Proposition 9 gilt �(~Ig \ ~E~e) � �(~Ig) \ �( ~E~e) = I�g \ Ee. Ichbetrachte einen Punkt �p = (1+i!; z) 2 I�g\Ee und den Weg �s : [0; 2]! Lmit �s(0) = e,�s(1) = �p und �s(2) = �g, der aus zwei geraden Strecken von e nach �p und von �p nach �gbesteht. Es sei s : [0; 2]! ~L die Hochhebung des Weges �s mit Anfangspunkt s(0) = ~e.Nach der Proposition 5 verl�auft der Weg �s in Ee [ I�g. (Daraus folgt ! 6= tan(arg(g))im Falle Re(a) < 0.) Es sei p := s(1). Es gilt �(p) = �p 2 I�g\Ee, also liegt der Punkt pin ��1(I�g) \ ��1(Ee). Der Punkt p = s(1) ist durch den Weg sj[0;1] mit s(0) = ~e unddurch den Weg sj[1;2] mit s(2) verbunden, also gilt p 2 ~Is(2)\ ~E~e. Das Bild des Weges �sunter der Projektion (w; z) 7! w ist der Weg in C , der aus den geraden Strecken von 1nach 1 + i! und von 1 + i! nach a besteht. Der Weg arg �s in R ist die Hochhebungdes Weges in S1, der als Bild des Weges �s unter der Abbildung (w; z) 7! wjwj entsteht.Es sei Re(a) > 0. Es sei g 2 ~Gmit �(g) = �g und j arg(g)j 6 �=2. Es gilt j arg(s(2))j 6 �2und damit s(2) = g, also gilt p 2 ~Ig \ ~E~e.Es sei Re(a) < 0. Es sei g0; g00 2 ~G mit �(g0) = �(g0) = �g, arg(g0) 2 (�2 ; 3�2 )und arg(g00) 2 (�3�2 ;��2 ). Es sei t := tan(arg(g0)) = tan(arg(g00)). Im Falle ! > tgilt arg(s(2)) 2 (�2 ; 3�2 ) und damit s(2) = g0, also gilt p 2 ~Ig0 \ ~E~e. Im Falle ! < tgilt arg(s(2)) 2 (�3�2 ;��2 ) und damit s(2) = g00, also gilt p 2 ~Ig00 \ ~E~e.Notation. F�ur M � Ee und t 2 R sei M [< t] := f(1 + i!; z) 2 M j! < tg undM [> t] := f(1 + i!; z) 2M j! > tg.Proposition 45. Es sei g 2 ~G und ' := arg(g) 2 R. Im Falle j'j > 3�2 sind dieMengen ~Ig \ ~E~e und �(~Ig \ ~E~e) leer. Im Falle j'j < 3�2 ist �j~Ig\ ~E~e : ~Ig \ ~E~e ! �(~Ig \ ~E~e)



26 Kapitel 2. Fundamentalbereiche als kompakte Polytopeein Hom�oomorphismus und es gilt�(~Ig \ ~E~e) = I�(g) \ Ee; falls j'j 6 �2 ;�(~Ig \ ~E~e) = (I�(g) \ Ee)[> tan']; falls ' 2 ��2 ; 3�2 � ;�(~Ig \ ~E~e) = (I�(g) \ Ee)[< tan']; falls ' 2 ��3�2 ;��2� :Beweis. Nach der Proposition 9 ist die Einschr�ankung von � auf ~E~e ein Hom�oo-morphismus auf das Bild. Aus dem Lemma 44 folgen die Aussagen �uber das Bildvon ~Ig \ ~E~e, falls j'j < 3�=2. Ferner folgt aus dem Lemma 44, da� die Menge I�g \Eef�ur jedes �g 2 G in der Vereinigung von �(~Ih \ ~E~e) mit �(h) = �g und j arg(h)j < 3�=2enthalten ist, also gilt ~Ig \ ~E~e = ?, falls j arg(g)j > 3�=2.x12. Netzabsch�atzungEs sei ~� eine diskrete Untergruppe der Stufe k in ~G. Ich zeige durch die Approximationder Mengen �(Qx) durch die ihnen einbeschriebenen Zylinder eine Absch�atzung f�urdie Punkte in �(FK).Notation. In einem metrischen Raum X bezeichne U (x; r) den o�enen und B (x; r)den abgeschlossenen Ball mit Zentrum x 2 X vom Radius r 2 R+ .Definition. Ein s-Netz vom Radius d ist eine endliche Teilmenge der Kreislinie vomRadius d mit Zentrum 0 in C , so da� f�ur eine Numerierung x1; : : : ; xm; xm+1 = x1 imUmlaufsinn maxi jxi � xi+1j = s 6= 0 gilt. Es gilt dann s 6 2d.Definition. Es sei N � ~�(u)nfug ein s-Netz vom Radius d < 1 mit s < 2d. Es seiRN := 2d2p4d2 � s2 :Es sei RN < 1, dann folgt s < 2dp1� d2, also gibt es ein #N 2 (0; �2 ) mitcos#N = s2dp1� d2 :F�ur # 2 [�#N ; #N ] sei`�N(#) := 1RN � 12d2p4d2(1� d2) cos2 #� s2:Bemerkung. Aus RN < 1 folgt `+N(#) > 1RN > 1. Die Funktionen `�N sind gerade.Die Funktion `�N bzw. `+N ist monoton steigend bzw. fallend auf [0; #N ].Satz 46. Es sei N � ~�(u) ein s-Netz vom Radius d < 1 mit RN < 1 und #N > #d (mit#d = �k2p ). Wegen #d 6 #N ist die Funktion `�N auf [�#d; #d] de�niert. Es sei `�N(#d) 6 1.Dann gilt f�ur w = 1 + i tan# mit j#j 6 #d(w; z) 2 �(FN)) jzj < `�N(#) � jwj:



x12. Netzabsch�atzung 27Beweis. Es sei x1; : : : ; xm eine Numerierung von N mit maxi=1;:::;m jxi�xi+1j = s, dabeisei xm+1 := x1. Es gilt jxij = d. Es sei zi = �w�xi und r = p1�d2d . Nach der Proposition 24gilt (w; z) 2 �(Qxi \ ~E~e) f�ur z 2 B (zi; r) \ U (0; jwj). Es seid̂ := jzij = jwjd und 2ŝ := maxi=1;:::;m jzi � zi+1j = s � jwjd2 :Somit bilden z1; : : : ; zm ein 2ŝ-Netz vom Radius d̂. Aus j#j 6 #d 6 #N folgtjwj = 1cos# 6 1cos#N = 2dp1� d2sund damit ŝ 6 r. Bei ŝ 6 r schneiden sich die Kreise B (zi; r) und B (zi+1; r) in zweiPunkten mit Abstand zum Nullpunkt gleichqd̂2 � ŝ2 �pr2 � ŝ2 = `�N (#) � jwj:Damit ist der Ring fz 2 C : `�N(#) 6 jzjjwj 6 `+N(#)g in der Vereinigung der KreiseB (zi; r) enthalten. Es gilt`�N(#) 6 `�N(#d) 6 1 6 `+N(#d) 6 `+N(#):Damit gilt (w; z) 2 [x2N�(Qx), falls jzj > `�N(#) � jwj. Daraus folgt jzj < `�N(#) � jwj,falls (w; z) 2 �(FN).Die Netzabsch�atzungen sollen nun auf die Kantenkorona K angewandt werden.Proposition 47. Es sei � = �(p; q; r) mit p > q > r. Es sei B = sinh `v � sin �q . DieKantenkorona K ist ein s-Netz vom Radius d mits = 2B cos �qB2 + 1 und d = BpB2 + 1 :Es gilt d < 1, RK = tanh `v < 1, #K = �q und`�K(#) = 1RK � 1B �rcos2 #� cos2 �q :Beweis. Nach Proposition 41 ist K ein s-Netz vom Radius d mits = maxfjxm;1 � xm;q�1j; jxm;q�1 � xm+1;1jg und d = BpB2 + 1 :Nach Proposition 42 und wegen q > r giltjxm;1 � xm;q�1j = cos �qcos �r � jxm;q�1 � xm+1;1j > jxm;q�1 � xm+1;1jund folglich s = jxm;1 � xm;q�1j = sinh `v sin 2�qsinh2 `v sin2 �q + 1 = 2B cos �qB2 + 1 :Aus den Formeln f�ur s und d leitet man die Formeln f�ur RK, #K und `�K(#) ab.Damit l�a�t sich der Satz 46 wie folgt spezialisieren:



28 Kapitel 2. Fundamentalbereiche als kompakte PolytopeSatz 48. Es sei ~� = �(p; q; r)k mit p > q > r. Es gelte #d 6 �q und `�K(#d) 6 1. Danngilt f�ur w = 1 + i tan# mit j#j 6 #d(w; z) 2 �(FK)) jzj < `�K(#) � jwj:x13. Anwendung der Netzabsch�atzungProposition 49. F�ur x 2 ~�(u)nfug mit jxj > R > 0 und (w; z) 2 �(Qx) giltjzj > � 1R � p1�R2Rjwj cos#d� � jwj:Beweis. Es sei (w; z) 2 �(Qx). Nach Proposition 24 gilt jzj > f(jxj) � jwj mit f(t) :=1t (1 � cp1� t2) und c := 1jwj cos #d > 1. Die Funktion f ist wegen f 0(t) = c�p1�t2t2p1�t2monoton steigend auf (0; 1). Damit gilt jzj > f(jxj) � jwj > f(R) � jwj.Im letzten Abschnitt wurde eine Absch�atzung f�ur �(FK) bewiesen, andererseits liefertdie Proposition 49 eine Absch�atzung f�ur �(Qx). Aus diesen Absch�atzungen folgt unterbestimmten Voraussetzungen, da� die Mengen �(Qx) mit x 62 K [ fug keine Punktemit �(FK) und folglich auch nicht mit �(F~e) � �(FK) gemeinsam haben, es gilt also�(F~e) = �(FK) und damit F~e = FK.Notation. F�ur R 2 (0; 1) seiMR := 1�p1�R2R . Es giltMR 2 (0; 1).Proposition 50. Es sei N � ~�(u) ein s-Netz vom Radius d < 1 mit RN < 1und #N > #d. Wegen #d 6 #N ist die Funktion `�N auf [�#d; #d] de�niert. Es sei`+N (#d) > 1 und `�N(#d) 6 MR f�ur ein R > RN . Dann gilt �(Qx) \ �(FN) = ? f�uralle x 2 ~�(u) mit jxj > R.Beweis. Es sei x 2 ~�(u)nfug mit jxj > R. Es sei w = 1 + i tan# mit j#j 6 #d. Esgilt `�N(#d) 6 MR < 1. Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 46 erf�ullt, alsogilt f�ur alle (w; z) 2 �(FN) jzj < `�N (#) � jwj:Nach der Proposition 49 gilt f�ur alle (w; z) 2 �(Qx)jzj > � 1R � p1�R2Rjwj cos#d� � jwj;Damit gen�ugt es zu zeigen, da� die Funktion�(#) := � 1R � cos#cos#d � p1�R2R �� `�N(#)auf [0; #d] nicht negativ ist. Die Funktion �(#) l�a�t sich schreiben als�(#) = a(#) � cos#cos#d + � 1R � 1RN �



x14. Ein kombinatorisches Kriterium 29mit a(#) = � 1RN � `�N(#)� � cos#dcos# � p1� R2R :Wegen � 1RN � `�N(#)� � 1cos# = 12d2 �r4d2(1� d2)� s2cos2 #gilt f�ur # 2 [�#d; #d]a(#) > a(#d) = � 1RN � `�N(#d)�� p1� R2R= � 1RN � 1R�+ (MR � `�N(#d)) > 0und damit�(#) > cos#cos#d �� 1RN � 1R�+ (MR � `�N(#d))�+ � 1R � 1RN �> �� 1RN � 1R�+ (MR � `�N(#d))�+ � 1R � 1RN� =MR � `�N(#d) > 0:Diese Proposition kann wie folgt auf die Kantenkorona K spezialisiert werden:Proposition 51. Es sei ~� = �(p; q; r)k mit p > q > r. Es sei weiter #d 6 �q und`�K(#d) 6 MR f�ur ein R > RK. Dann gilt �(Qx) \ �(FK) = ? f�ur alle x 2 ~�(u) mitjxj > R.Satz 52. Es sei ~� = �(p; q; r)k mit p > q > r. Es sei #d 6 �q . Es sei ferner R > RKmit ~�(u) \ U (u;R) � K [ fug und `�K(#d) 6MR. Dann gilt F~� = FK = FE .Beweis. Es gilt `�K(#d) 6 MR < 1. Nach Proposition 51 gilt �(Qx) \ �(FK) = ?f�ur alle x 2 ~�(u)n(K [ fug) und damit F~� = FK. Wegen F~� � FE � FK folgt dannF~� = FE = FK.x14. Ein kombinatorisches KriteriumIn diesem Abschnitt wird eine Aussage vom Typ des Poincar�e-Maskit-Satzes be-wiesen, die ein hinreichendes Kriterium daf�ur liefert, da� eine zu einem Polyederhom�oomorphe Teilmenge einer 3-Mannigfaltigkeit ein Fundamentalbereich f�ur eineGruppenoperation ist.Es seiM ein Hausdor�raum und � eine Gruppe, die durch Hom�oomorphismen aufMoperiert.Notation. F�ur U; V �M sei �(U; V ) := f
 2 � : 
U \ V 6= ?g.Proposition 53.(1) U � U 0; V � V 0 ) �(U; V ) � �(U 0; V 0).(2) �(
U; V ) = �(U; V ) � 
�1.(3) �(U [ U 0; V ) = �(U; V ) [ �(U 0; V ).(4) �(U; V [ V 0) = �(U; V ) [ �(U; V 0).



30 Kapitel 2. Fundamentalbereiche als kompakte PolytopeProposition 54. Ist f�ur eine Teilmenge F von M die Familie (
F)
2� eine lokalendliche �Uberdeckung vonM , so ist die Familie (
P)
2� lokal endlich f�ur jede kompakteTeilmenge P von M .Beweis. Die Familie (
F)
2� ist lokal endlich. Das bedeutet: Jeder Punkt x 2M hateine (o�ene) Umgebung Ux derart, da� die Menge �(F ; Ux) endlich ist. Zuerst zeigeich, da� diese lokale Eigenschaft der Umgebungen Ux sich auf kompakte Teilmengenvon M �ubertragen l�a�t. Da P kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge I � P, soda� P � [x2IUx gilt. Damit ist�(F ;P) � �(F ;[x2IUx) = [x2I�(F ; Ux)endlich. Da die Familie (
F)
2� eine �Uberdeckung vonM ist und �(F ;P) endlich ist,gibt es eine endliche Teilmenge � von � mit P � [
2�
F . Nun zeige ich, da� auch dieFamilie (
P)
2� lokal endlich ist. Es sei x 2 M und es sei U eine (o�ene) Umgebungvon x derart, da� die Menge �(F ; U) endlich ist. Dann ist auch die Menge �(P; U)endlich, denn es gilt�(P; U) � �([
2�
F ; U) = [
2��(
F ; U) = [
2��(F ; U) � 
�1:Es sei M eine einfach zusammenh�angende 3-Mannigfaltigkeit ohne Rand, � einediskrete Gruppe, die durch Hom�oomorphismen eigentlich diskontinuierlich auf Moperiert. Es gebe eine Teilmenge F von M derart, da� (
F)
2� eine lokal endliche�Uberdeckung von M ist.Satz 55. Es sei P eine Teilmenge von M mit folgenden Eigenschaften:(1) P ist zusammenh�angend, der Rand von P ist eine Mannigfaltigkeit.(2) Es sei ein Hom�oomorphismus von P auf ein kompaktes Polytop in R3 mit homo-genem dreidimensionalen Fahnenkomplex gegeben. Dann ist klar, was die Mengeder Seiten
�achen F bzw. die Menge der Kanten K von P ist. Es seiC := f(f; k) 2 F� K : k � fgund � : C! C die Involution derart, da� f�ur (g; l) := �(f; k) gilt f \ g = k = l.(3) Es gibt eine Involution � auf C und eine Familie (
f)f2F von Elementen aus �mit folgenden Eigenschaften:� Es gilt �(f; k) = (
ff; 
fk) f�ur jedes (f; k) 2 C.� Zu jeder Seite f 2 F und jedem Punkt x 2 f � gibt es eine Umgebung U von xmit 
f(U \ (P)�) \ (P)� = ?.� Es gilt 

ff = 
�1f f�ur jedes f 2 F.� � wird erzeugt von f
f j f 2 Fg.(4) Es sei (f; k) 2 C undm die L�ange des ��-Orbits von (f; k). F�ur i 2 f1; : : : ; m+1gsei (fi; ki) := (��)i�1(f; k), 
i := (
fi � : : : � 
f1)�1, Pi := 
iP und hi := 
ifi+1.� Es gilt 
m = 1.� Zu jedem Punkt x 2 k� gibt es eine Umgebung U von x mitU \ Pi \ Pi+1 = U \ hif�ur alle i 2 f1; : : : ; m+ 1g undU \ Pi \ Pj = U \ k



x14. Ein kombinatorisches Kriterium 31f�ur alle i; j 2 f1; : : : ; m+ 1g mit i < j � 1.Es sei N := � � P= � mit (�
f ; x) � (�; 
fx) f�ur � 2 �, f 2 F und x 2 f .pr : N !M sei de�niert durch pr : [(
; x)] 7! 
x.Dann ist pr ein Hom�oomorphismus und P ein Fundamentalbereich f�ur die Operationvon � auf M .Beweis.(1) Die Familie (
P)
2� ist lokal endlich nach der Proposition 54.(2) pr ist ein lokaler Hom�oomorphismus: Es sei a 2M und � = [
; x] mit pr(�) = a.Ich zeige, da� pr lokal um � und a ein Hom�oomorphismus ist. Dazu unterscheideich nun einige F�alle:(a) Der Punkt x liegt im Inneren von P: Es sei U o�en mit x 2 U � P, dann istdie Menge f
g�U= � nach De�nition von N eine o�ene Umgebung von �, dieunter pr zu der o�enen Umgebung 
U von a hom�oomorph ist.(b) Der Punkt x liegt im Inneren einer Seiten
�ache von P: Es sei U o�en mitx 2 U � P [ 
�1f P, dann ist die Menge((f
g � U \ P) [ (f

�1f g � 
fU \ P))= �eine o�ene Umgebung von �, die unter pr zu der o�enen Umgebung 
U von ahom�oomorph ist.(c) Der Punkt x liegt im Inneren einer Kante von P: Aufgrund der Homogenit�atdes Fahnenkomplexes von P gibt es ein f 2 F mit (f; k) 2 C. Dann gibt es eineo�ene Umgebung U von x mitU \ Pi \ Pi+1 = U \ hif�ur alle i 2 f1; : : : ; m(f; k) + 1g undU \ Pi \ Pj = U \ kf�ur alle i; j 2 f1; : : : ; m(f; k) + 1g mit i < j � 1. Die Menge((f

1g � 
�11 U \ P) [ � � � [ (f

mg � 
�1m U \ P))= �ist eine o�ene Umgebung von �, die unter pr zu der o�enen Umgebung 
Uvon a hom�oomorph ist.(d) Der Punkt x ist eine Ecke von P: Es sei W eine so kleine o�ene Kugel um a,da� f�ur kein a0 2 Wnfag das Urbild pr�1(fa0g) eine Ecke von N enth�alt. Untereiner Ecke von N verstehe ich dabei einen Punkt �0 = [
0; x0], wo x0 eine Eckevon P ist. Nach De�nition von N ist dann, falls �0 = [
00; x00], auch x00 stetseine Ecke von P. Die obige Wahl ist m�oglich aufgrund der lokalen Endlich-keit der Familie (
P)
2� und der o�ensichtlichen Tatsache, da� P nur endlichviele Ecken besitzt. (Au�erdem folgt aus der lokalen Endlichkeit der Fami-lie (
P)
2�, da� pr�1(fa0g) aus nur endlich vielen Punkten besteht.) Da NHausdor�sch ist, kann W weiterhin so klein gew�ahlt werden, da� jede Zu-sammenhangskomponente ~V von pr�1(W ) genau einen Punkt ~� 2 pr�1(fag)enth�alt. Sei V die Zusammenhangskomponente von pr�1(W ), die den Punkt �enth�alt. Dann enth�alt V nf�g nur noch Punkte �0 = [
0; x0], so da� x0 keine



32 Kapitel 2. Fundamentalbereiche als kompakte PolytopeEcke von P ist, also so, da� x0 ein innerer Punkt von P, von einer Sei-ten
�ache von P oder von einer Seitenkante von P ist. Diese drei F�alle wur-den bereits behandelt. Die abbildung pr jV nf�g : V nf�g ! Wnfag ist also einlokaler Hom�oomorphismus, also ist das Bild pr(V nf�g) o�en. Die Teilmen-gen 
P von M sind kompakt, der Raum M ist Hausdor�sch, also sind dieTeilmengen 
P abgeschlossen. Die Familie (
P)
2� ist lokal endlich, damitist das Bild pr(V nf�g) abgeschlossen. Da Wnfag zusammenh�angend ist, folgtpr(V nf�g) = Wnfag. Damit ist pr jV nf�g : V nf�g !Wnfag eine �Uberlagerungvon zusammenh�angenden R�aumen. Alle geschlossenen Wege in Wnfag sindnullhomotop, werden durch pr also in nullhomotope Wege in V nf�g hochgeho-ben. Folglich ist diese �Uberlagerung trivial, also ein Hom�oomorphismus. Damitist auch pr jV : V !W ein Hom�oomorphismus.(3) N ist zusammenh�angend: Die Gruppe � wird erzeugt von f
f j f 2 Fg, alsogibt es zu jedem 
 2 � eine Folge f1; : : : ; fn von Seiten
�achen von P mit
 = 
f1 � : : : � 
fn. Es sei P0 = f1g � P und Pj = f
f1 � : : : � 
fjg � P f�urj 2 f1; : : : ; ng. Dann gilt Pj�1 \Pj 6= ? f�ur j 2 f1; : : : ; ng. Also l�a�t sich jederPunkt von f
g � P durch einen stetigen Weg mit einem Punkt von f1g � Pverbinden.(4) pr ist surjektiv: pr ist ein lokaler Hom�oomorphismus, also ist das Bild pr(N)o�en. Die Teilmengen 
P vonM sind kompakt, der RaumM ist Hausdor�sch,also sind die Teilmengen 
P abgeschlossen. Die Familie (
P)
2� ist lokal end-lich, damit ist das Bild pr(N) = [
2�
P abgeschlossen als die Vereinigung derlokal endlichen abgeschlossenen Familie (
P)
2�. DaM zusammenh�angend ist,folgt pr(N) =M .(5) pr ist eine �Uberlagerung, da pr ein surjektiver lokaler Hom�oomorphismus, dieFamilie (
P)
2� lokal endlich und der Raum N Hausdor�sch ist. pr ist ein Ho-m�oomorphismus, da N zusammenh�angend und M einfach zusammenh�angendist.Bemerkung. Mit zus�atzlichen Voraussetzungen (Es wurde vorausgesetzt, da� F einFundamentalbereich der Operation von � auf M ist und F � P gilt.) wurde dieserSatz im Korollar 10.2 in [KNRS] bewiesen. Er geht auf Ludwig Balke zur�uck.Bemerkung. Ist F � P, und gilt P = Cl IntP und F = Cl IntF , so folgt P = F .Ist andererseits P � F , ist dabei F ein Fundamentalbereich f�ur die Operation von �auf M , und gilt P = Cl IntP und F = Cl IntF , so folgt auch P = F .x15. Anwendung des kombinatorischen KriteriumsIch wende das Kriterium in der folgenden Situation an: M := ~G ist eine einfach zu-sammenh�angende dreidimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand und ~� = �(p; q; r)kist eine Untergruppe der Stufe k in ~G. Die Untergruppe ~� von ~G operiert auf M = ~Geigentlich diskontinuierlich durch Hom�oomorphismen. Es gibt eine TeilmengeF von ~Gderart, da� (
F)
2� eine lokal endliche �Uberdeckung von ~G ist, n�amlich F = F~e.Ich gebe eine Teilmenge P � ~S~e an, f�ur die ich P = F~e zeigen will. Erf�ullt 	(P) dieVoraussetzungen (1){(6), so kann ich den Satz anwenden und es folgt, da� 	(P) = F~eund P = F~e gilt.



x15. Anwendung des kombinatorischen Kriteriums 33Ich liste nun die Voraussetzungen auf und beschreibe etwas genauer, wie ich bei ihrer�Uberpr�ufung vorgehen werde.Die ersten beiden Voraussetzungen werde ich mit Hilfe der genauen Beschreibungvon P nachpr�ufen k�onnen: P ist zusammenh�angend und hom�oomorph zu einem kom-pakten Polytop in R3 mit homogenem dreidimensionalen Fahnenkomplex.Die n�achsten beiden Voraussetzungen werden mit kombinatorischen Mitteln �uber-pr�uft. Es gen�ugt, diese Bedingungen f�ur P statt 	(P) zu �uberpr�ufen, da 	j ~S~e ein�aquivarianter Hom�oomorphismus auf das Bild ist.Man kann zeigen, da� zu jeder Seiten
�ache f von P ein eindeutig bestimmtes g 2 ~�mit f � ~Eg \ ~E~e existiert, falls die Gruppe ~� keine parabolischen Elemente enth�alt.Es sei 
f := g�1.Es gilt �(f; k) = (
ff; 
fk) f�ur jedes (f; k) 2 C: F�ur jede Seiten
�ache f von Pberechne ich, wie f unter 
f abgebildet wird. Da die Multiplikation mit 
f einelineare Abbildung C 2 ! C 2 ist, gen�ugt es, die Bilder der Ecken von f auszurechnen.Es sei f eine Seiten
�ache von P, die in ~Eg\ ~E~e enthalten ist. Eine Ecke von f kann alsDurchschnitt ~E~e \ ~Eg \ ~Eh1 \ ~Eh2 von vier Hyperebenen dargestellt werden. Dadurchergibt sich eine Darstellung des Bildes dieser Ecke unter 
f = g�1 alsg�1 � ( ~E~e \ ~Eg \ ~Eh1 \ ~Eh2) = ~E~e \ ~Eg�1 \ ~Eg�1h1 \ ~Eg�1h2:Sind die Bilder aller Ecken von f wieder Ecken einer Seiten
�ache f 0 von P in richtigerReihenfolge, das hei�t so, da� die Bilder der von einer Kante verbundenen Eckenwieder durch eine Kante verbunden sind, so bildet die Multiplikation mit 
f = g�1die Seiten
�ache f bijektiv auf die Seiten
�ache f 0 ab und �uberf�uhrt dabei die Eckenund Kanten von f in die Ecken und Kanten von f 0.Zu jeder Seite f 2 F und jedem Punkt x 2 f � gibt es eine Umgebung U von xmit 
f(U \ (P)�) \ (P)� = ?: Die Seiten
�ache f sei in ~Eg \ ~E~e enthalten. Die durchMultiplikation mit 
f = g�1 gegebene Abbildung ist orientierungstreu und �uberf�uhrtdie Seite f in die in ~Eg�1 \ ~E~e enthaltene Seite. Bei vorgegebener Orientierung desKantenzuges der Seite f kann man an der von der Multiplikation mit g�1 induziertenOrientierung der Bildseite sehen, da� es zu jedem x 2 f � eine Umgebung U mitg�1 � (U \ (P)�) \ (P)� = ? gibt.Es gilt 

ff = 
�1f f�ur jedes f 2 F: Die Seiten
�ache f sei in ~Eg enthalten, danngilt 
f = g�1. Da 
ff in g�1 � ( ~Eg \ ~E~e) = ~Eg�1 \ ~E~e enthalten ist, folgt

ff = (g�1)�1 = g = 
�1f :~� ist erzeugt von f
f j f 2 Fg: Nach dem Satz 38 wird die Untergruppe ~� von ~rucnu,~rvcnv und ck erzeugt, wobei nup+ 1 und nvq + 1 durch k teilbar sind. Es gen�ugt, dieerzeugenden Elemente von ~� darzustellen. In allen in dieser Arbeit genauer betrach-teten F�allen gilt, da� f�ur eine Seite von P, n�amlich f�ur den Boden b, gilt 
b = rd = ~rku,und f�ur eine andere Seite f von P gilt 
f = (~rvcnv)(~rucnu)j(ck)l. Damit giltck = (~rpu)k = (~rku)p = (
b)p;~rucnu = ~ru(~rpu)nu = ~rnup+1u = (~rku)nup+1k = (
b)nup+1k ;~rvcnv = 
f(~rucnu)�j(ck)�l:



34 Kapitel 2. Fundamentalbereiche als kompakte PolytopeImWeiteren notiere ich die in ~Ea\ ~Eb\ ~E~e enthaltene Kante der in ~Ea\ ~E~e enthaltenenSeiten
�ache als (a; b). Diese Notation ist nicht eindeutig, die folgenden Aussagengelten aber f�ur alle solche Kanten und Seiten
�achen, falls es mehrere gibt. Nachdemich die Wirkung der Involution � beschrieben habe, kann ich f�ur jedes Paar (f; k) 2 Cden Kantenzyklus, also die Folge der Paare (fi; ki) := (��)i�1(f; k) ausrechnen. Inallen in dieser Arbeit genauer betrachteten F�allen geh�oren die Kantenzyklen zu einemder zwei folgenden Typen:à Der Zykel besteht aus drei konvexen Kanten, die nicht im Deckel oder Bodenenthalten sind.á Der Zykel besteht aus drei Kanten, von denen zwei konvex und im Deckel bzw.Boden enthalten sind, w�ahrend die dritte Kante nicht konvex und nicht im Deckelbzw. Boden enthalten ist.Die Zyklen sehen so aus:(a; b) ��! (a�1; a�1b) ��! (a�1b; a�1)x?� ?y�(b; a) � � (b�1; b�1a) � � (b�1a; b�1)oder, in Kurzschreibweise,(a; b) 7! (a�1b; a�1) 7! (b�1; b�1a):Damit gilt 
1 = a, 
2 = aa�1b = b und 
3 = bb�1 = e. F�ur einen Zykel vom Typ àgilt f�ur eine gen�ugend kleine Umgebung U eines inneren Punktes der Kante (a; b)P \ U = (~Ia \ ~Ib \ ~E~e) \ U;
1P \ U = a(~Ia�1b \ ~Ia�1 \ ~E~e) \ U = (~Ib \ ~I~e \ ~Ea) \ U;
2P \ U = b(~Ib�1 \ ~Ib�1a \ ~E~e) \ U = (~I~e \ ~Ia \ ~Eb) \ U:Damit sind P \ 
1P \ U = (~Ib \ ~Ea \ ~E~e) \ Uund P \ 
2P \ U = (~Ia \ ~Eb \ ~E~e) \ Ugleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den in ~Ea \ ~E~e bzw. ~Eb \ ~E~e enthal-tenen Seiten
�achen. Ferner ist
1P \ 
2P \ U = (~I~e \ ~Ea \ ~Eb) \ U = a(~Ia�1 \ ~Ea�1b \ ~E~e) \ Ugleich dem Bild der in ~Ea�1b \ ~E~e enthaltenen Seiten
�ache von P unter der Mul-tiplikation mit 
1 = a. F�ur einen Zykel vom Typ á gilt f�ur eine gen�ugend kleineUmgebung U eines inneren Punktes der Kante (a; b)P \ U = ((~Ia [ ~Ib) \ ~E~e) \ U;
1P \ U = a( ~Ha�1b \ ~Ia�1 \ ~E~e) \ U = ( ~Hb \ ~I~e \ ~Ea) \ U;
2P \ U = b(~Ib�1 \ ~Hb�1a \ ~E~e) \ U = (~I~e \ ~Ha \ ~Eb) \ U:



x15. Anwendung des kombinatorischen Kriteriums 35Damit sind P \ 
1P \ U = ( ~Hb \ ~Ea \ ~E~e) \ Uund P \ 
2P \ U = ( ~Ha \ ~Eb \ ~E~e) \ Ugleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den in ~Ea \ ~E~e bzw. ~Eb \ ~E~e enthal-tenen Seiten
�achen. Ferner ist
1P \ 
2P \ U = (~I~e \ ~Eb \ ~Ea) \ U = a(~Ia�1 \ ~Ea�1b \ ~E~e) \ Ugleich dem Bild der in ~Ea�1b \ ~E~e enthaltenen Seiten
�ache von P unter der Multipli-kation mit 
1 = a.



3
Die Serien E, Z und Q



Es sei l 2 f1; 2; 3g und ~� = �(p; 3; 3)k mit p = lk + 3 bzw. ~� = �(p; 3; 2)kmit p = lk + 6 bzw. ~� = �(p; 4; 2)k mit p = lk + 4. Dabei entsprechen dieF�alle l = 1, 2 und 3 den Serien E, Z und Q. F�ur die Konstruktion desFundamentalbereichs von ~� sei der Fixpunkt u = 0 der Ordnung p gew�ahlt.x16. Vor�uberlegungenNotation. Der Koe�zient � und der Winkel � seien wie folgt de�niert� = 2; � = �2p im Falle ~� = �(p; 3; 3)k� = 1; � = �p im Falle ~� = �(p; 3; 2)k� = 2; � = �p im Falle ~� = �(p; 4; 2)kBemerkung. Die Notation ist so gew�ahlt, um die F�alle �(p; 3; 2)k und �(p; 3; 3)keinheitlich behandeln zu k�onnen. Der Grund daf�ur, da� die Beweise f�ur diese zweiF�alle analog verlaufen, ist die Tatsache, da� die Gruppe �(p; 3; 3) eine Untergruppevom Index 2 in �(2p; 3; 2) ist.Erinnerung. Ich trage nun die Notation f�ur ~� = �(p; q; r)k aus dem Kapitel I undden Propositionen 39 und 47 zusammen. Es gilt #d = �k2p und rd = (~ru)k = ~ru(4#d).Es gilt ferner C = cosh `v, S = sinh `v, B = sinh `v � sin �q und RK = tanh `v.Proposition 56. In den hier zu betrachtenden F�allen gilt nach (A5)C = ctg �q � ctg�:Proposition 57. Es giltl � #d = �2 � 3� in den F�allen ~� = �(p; 3; 3)k und ~� = �(p; 3; 2)k;l � #d = �2 � 2� im Falle ~� = �(p; 4; 2)k:Beweis. Im Falle ~� = �(p; 3; 3)k giltl � #d = �lk2p = �(p� 3)2p = �2 � 3�2p = �2 � 3�;im Falle ~� = �(p; 3; 2)k giltl � #d = �lk2p = �(p� 6)2p = �2 � 3�p = �2 � 3�;im Falle ~� = �(p; 4; 2)k giltl � #d = �lk2p = �(p� 4)2p = �2 � 2�p = �2 � 2�:Erinnerung. F�ur ~� = �(p; q; r)k gilt ru = ru(2�=p), rv = rv(2�=q), rw = rw(2�=r). 37



38 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 58. Es sei A = cos �qsin� :Dann gilt ru = (ei�=p; 0); rv = (iA � e�i�;�iB); rq�1v = (iA � ei�;�iB):Im Falle ~� = �(p; 4; 2)k gilt au�erdem r2v = (iC;�iS).Beweis. Nach der Proposition 39 giltru = (ei�=p; 0); rv = (cos �q + iC sin �q ;�iB); rq�1v = (� cos �q + iC sin �q ;�iB);und im Falle ~� = �(p; 4; 2)k gilt r2v = (iC;�iS). Wegen C = ctg �q � ctg� folgt� cos �q + iC sin �q = cos �qsin� (� sin�+ i cos�) = Aie�i�:Damit gilt rv = (Aie�i�;�iB) und rq�1v = (Aiei�;�iB).Erinnerung. F�ur ~� = �(p; q; r)k gilt~ru = ~ru(2�=p); ~rv = ~rv(2�=q); ~rw = ~rw(2�=r)und ~rpu = ~rqv = ~rrw = ~ru~rv~rw = c.Proposition 59. Im Falle ~� = �(p; q; 2)k gilt ~ru~rv~ru = ~rq�1v .Beweis. Es gilt ~ru~rv~ru~rv = (~ru~rv)2 = (~r�1w c)2 = c und damit ~ru~rv~ru = ~r�1v c = ~rq�1v .Proposition 60. Es giltarg(~ru) = �p ; arg(~rv) = �2 � �; arg(~rq�1v ) = �2 + �;und im Falle ~� = �(p; 4; 2)k gilt au�erdem arg(~r2v) = �2 .Beweis. Die Behauptung folgt aus den Propositionen 18 und 58.Definition. Es sei ~� : ~L ! ~L die Konjugation mit dem Element a := ~ru(2�),also ~�(g) := aga�1. Die Abbildung ~� ist eine Isometrie von ~L, die Abbildung ~�j ~G istein Automorphismus.Proposition 61. Es gilt �(~�(g)) = (w; ze2i�) und arg(~�(g)) = arg(g) f�ur g 2 ~L mit�(g) = (w; z). Damit gilt ~�(~ru) = ~ru und ~�(c) = c.Im Falle ~� = �(p; 3; 3)k gilt~�2(g) = ~rug~r�1u ; ~�2k(g) = rdgr�1d ; ~�2p = id; ~�(~rv) = ~rq�1v ~r�1u :In den F�allen ~� = �(p; 3; 2)k und ~� = �(p; 4; 2)k gilt~�(g) = ~rug~r�1u ; ~�k(g) = rdgr�1d ; ~�p = id; ~�(~rv) = ~rq�1v ~r�2u :



x16. Vor�uberlegungen 39Beweis. Es sei a := ~ru(2�) und g 2 ~G mit �(g) = (w; z). Es gilt �(a�1) = (e�i�; 0)und damit�(~�(g)) = (ei�; 0) � (w; z) � (e�i�; 0) = (ei�; 0) � (we�i�; zei�) = (w; ze2i�):Nach der Proposition 16 giltarg(~�(g)) = arg(a) + arg(g) + arg(a�1) = arg(a) + arg(g)� arg(a) = arg(g):Wegen �(~ru) = (ei�=p; 0) und �(c) = �e = (�1; 0) gilt also ~�(~ru) = ~ru und ~�(c) = c.Im ersten Fall gilt ~ru(2�)2 = ~ru(4�) = ~ru(2�=p) = ~ru und damit ~�2(g) = ~rug~r�1uund ~�2k(g) = ~rkug~r�ku = rdgr�1d . Wegen ~rpu = c folgt ~�2p(g) = ~rpug~r�pu = cgc�1 = g.Im zweiten Fall gilt ~ru(2�) = ~ru(2�=p) = ~ru und damit ~�(g) = ~rug~r�1u und ~�k(g) =~rkug~r�ku = rdgr�1d . Wegen ~rpu = c folgt ~�p(g) = ~rpug~r�pu = cgc�1 = g. Im ersten Fallzeigt man ~�(~rv) = ~rq�1v ~r�1u durch explizite Rechnung mit Hilfe der Proposition 58. Imzweiten Fall gilt ~ru~rv~ru = ~rq�1v nach der Proposition 59 und damit ~�(~rv) = ~ru~rv~r�1u =~rq�1v ~r�2u .Definition. Die Elemente gm;t;j 2 ~G f�ur m; t; j 2 Z seien de�niert durchgm;t;j := ~rmu ~rtv~rjuc�1:Proposition 62. Es gilt gm;t;j(u) = xm;t.Proposition 63. Es gilt (gm;t;j)�1 = gp�j;q�t;�m.Beweis. Es gilt (gm;t;j)�1 = (~rmu ~rtv~rjuc�1)�1 = ~r�ju ~r�tv ~r�mu c. Wegen ~rpu = ~rqv = c gilt~r�ju ~r�tv ~r�mu c = ~rp�ju ~rq�tv ~r�mu c�1 = gp�j;q�t;�m.Proposition 64. Nach der Proposition 59 gilt im Falle ~� = ~�(p; q; 2)kgm;1;j = gm�1;q�1;j�1 und gm;q�1;j = gm+1;1;j+1:Proposition 65. Im Falle ~� = �(p; 3; 3)k gilt ~�2(gm;t;j) = gm+1;t;j�1 und ~�(gm;1;j) =gm;2;j�1. In den F�allen ~� = �(p; 3; 2)k und ~� = �(p; 4; 2)k gilt ~�(gm;t;j) = gm+1;t;j�1und ~�(gm;1;j) = gm;q�1;j�2.Beweis. Nach der Proposition 61 gilt im ersten Fall ~�2(g) = ~rug~r�1u und im zweitenFall ~�(g) = ~rug~r�1u . Dabei gilt~rugm;t;j~r�1u = ~ru(~rmu ~rtv~rjuc�1)~r�1u = ~rm+1u ~rtv~rj�1u c�1 = gm+1;t;j�1:Wiederum nach der Proposition 61 gilt ~�(~ru) = ~ru und ~�(c) = c, ferner gilt im erstenFall ~�(~rv) = ~rq�1v ~r�1u und im zweiten Fall ~�(~rv) = ~rq�1v ~r�2u . Damit gilt~�(gm;1;j) = ~�(~rmu ~rv~rjuc�1) = ~�(~ru)m~�(~rv)~�(~ru)j ~�(c)�1 = ~rmu ~�(~rv)~rjuc�1und folglich ~�(gm;1;j) = ~rmu (~r2v~r�1u )~rjuc�1 = gm;2;j�1im ersten Fall und ~�(gm;1;j) = ~rmu (~rq�1v ~r�2u )~rjuc�1 = gm;q�1;j�2im zweiten Fall.



40 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QDefinition. Es sei j 2 Z mit j � l mod 2. Es seiim Falle ~� = �(p; 3; 3)k : fm;j := ~�m(g0;1;2+k� l+j2 );im Falle ~� = �(p; 3; 2)k : fm;j := ~�m(g0;1;4+k� l+j2 );im Falle ~� = �(p; 4; 2)k : f2m;j := ~�m(g0;1;3+k� l+j2 );f2m+1;j := ~�m(g0;2;2+k� l+j2 ):Aus der Proposition 65 folgtim Falle ~� = �(p; 3; 3)k : fm;j = ~�m(g0;1;2+k� l+j2 ) = ~�m�1(g0;2;1+k� l+j2 );im Falle ~� = �(p; 3; 2)k : fm;j = ~�m(g0;1;4+k� l+j2 ) = ~�m�1(g0;2;2+k� l+j2 );im Falle ~� = �(p; 4; 2)k : f2m;j = ~�m(g0;1;3+k� l+j2 ) = ~�m�1(g0;3;1+k� l+j2 );f2m+1;j = ~�m(g0;2;2+k� l+j2 ):Definition. Eine Isometrie ' von ~L ist eine Symmetrie des Fundamentalbereichs F~e,wenn '(@P ) = @P und '(F~e) = F~e gilt. Dabei ist P = Sx2~�(u)Qx.Bemerkung. F�ur jede Isometrie ' von ~L gilt '( ~Hg) = ~H'(g). Damit folgt aus derDe�nition von @P und F~e, da� eine Isometrie ' von ~L genau dann eine Symmetrievon F~e ist, wenn '(~�) = ~�, '(g~�u) = '(g) � ~�u f�ur alle g 2 ~� und '(~e) = ~e gilt.Ist ' eine Isometrie von ~L und 'j ~G ein Automorphismus, so ist ' genau dann eineSymmetrie von F~e, wenn '(~�) = ~� und '(~�u) = ~�u gilt.Erinnerung. Die Isometrie ~� von ~L ist de�niert als die Hochhebung der durch�((w; z)) = ( �w; �z)gegebenen Isometrie von L mit ~�(~e) = ~e. Es gilt arg �~� = � arg. Die Isometrie ~�j ~G istein Automorphismus.Proposition 66. Die Isometrien ~� und ~� von ~L sind Symmetrien von F~e.Beweis. Die Isometrien ~�j ~G und ~�j ~G sind Automorphismen, also bleibt es zu �uber-pr�ufen, da� ~� und ~�u unter ~� und ~� invariant sind. Dabei wird ~� nach dem Satz 38von ~rucnu, ~rvcnv und ck und ~�u von rd = ~rku erzeugt. Nach der Proposition 61gilt ~�(~ru) = ~ru, ~�(c) = c, im Falle ~� = �(p; 3; 3)k gilt ~�(~rv) = ~rq�1v ~r�1u und in denF�allen ~� = �(p; 3; 2)k und ~� = �(p; 4; 2)k gilt ~�(~rv) = ~rq�1v ~r�2u . Nach der Proposi-tion 19 gilt ~�(~ru) = ~r�1u , ~�(~rv) = ~r�1v und ~�(c) = c�1 wegen u; v 2 [0; 1) � D .Proposition 67. In den F�allen ~� = �(p; 3; 3)k und ~� = �(p; 3; 2)k gilt ~�(fm;j) =fm+1;j und ~�(f0;j) = f1;�j. Im Falle ~� = �(p; 4; 2)k gilt ~�(fm;j) = fm+2;j, ~�(f0;j) = f2;�jund ~�(f1;j) = f1;�j.Beweis. In den F�allen ~� = �(p; 3; 3)k und ~� = �(p; 3; 2)k gilt fm;j = ~�m(f0;j) unddamit ~�(fm;j) = ~�m+1(f0;j) = fm+1;j. Im Falle ~� = �(p; 4; 2)k gilt f2m;j = ~�m(f0;j)und f2m+1;j = ~�m(f1;j). Damit gilt ~�(f2m;j) = ~�m+1(f0;j) = f2m+2;j und ~�(f2m+1;j) =~�m+1(f0;j) = f(2m+1)+2;j . Im Falle ~� = �(p; 3; 3)k gilt~�(f0;j) = ~�(g0;1;2+k� l+j2 ) = (g0;�1;�2�k� l+j2 )c2 = g0;3�1;p�2�k� l+j2 = g0;2;1+k� l�j2 = f1;�j:



x16. Vor�uberlegungen 41Im Falle ~� = �(p; 3; 2)k gilt~�(f0;j) = ~�(g0;1;4+k� l+j2 ) = (g0;�1;�4�k� l+j2 )c2 = g0;3�1;p�4�k� l+j2 = g0;2;2+k� l�j2 = f1;�j:Im Falle ~� = �(p; 4; 2)k gilt~�(f0;j) = ~�(g0;1;3+k� l+j2 ) = g0;�1;�3�k� l+j2 c2 = g0;4�1;p�3�k� l+j2 = g0;3;1+k� l�j2 = f2;�jund~�(f1;j) = ~�(g0;2;2+k� l+j2 ) = g0;�2;�2�k� l+j2 c2 = g0;4�2;p�2�k� l+j2 = g0;2;2+k� l�j2 = f1;�j:Bemerkung. Die Gruppe h~�; ~�i ist isomorph zur Diedergruppe der Ordnung 4pim Falle ~� = �(p; 3; 3)k und zur Diedergruppe der Ordnung 2p in den F�allen ~� =�(p; 3; 2)k und ~� = �(p; 4; 2)k. Analog zu [Ba, Proposition 8] kann man zeigen, da�die Gruppe aller Symmetrien von F~e gleich der Gruppe h~�; ~�i ist.Proposition 68. Es giltim Falle ~� = �(p; 3; 3)k : T (xm;1) = ff2m;j j j 2 Z; j � l mod 2g;T (xm;2) = ff2m+1;j j j 2 Z; j � l mod 2g;im Falle ~� = �(p; 3; 2)k : T (xm;1) = T (xm�1;2) = ffm;j j j 2 Z; j � l mod 2g;im Falle ~� = �(p; 4; 2)k : T (xm;1) = T (xm�1;3) = ff2m;j j j 2 Z; j � l mod 2g;T (xm;2) = ff2m+1;j j j 2 Z; j � l mod 2g:Beweis. Ich zeige, da� T (xm;1) = ff2m;j j j 2 Z; j � l mod 2g im Falle ~� =�(p; 3; 3)k gilt, die anderen Aussagen zeigt man analog. Die Gruppe ~� = �(p; 3; 3)kwird nach dem Satz 38 von den Elementen ~rucn, ~rvcn und ck erzeugt, wobei 3n + 1durch k teilbar ist. Dabei giltf0;�l = ~rv~r2uc�1 = (~rvcn)(~rucn)2(ck)� 3n+1k 2 ~�:Es gilt fernerf2m;�l = ~�2m(f0;�l) = ~rmu f0;�l~r�mu = (~rucn)mf0;�l(~rucn)�m 2 ~�:Nach der Proposition 62 gilt f2m;�l(u) = xm;1. Aus f2m;�l 2 ~� und f2m;�l(u) = xm;1folgt f2m;�l 2 T (xm;1). Damit gilt (wegen T (u) = ~�u = frjd j j 2 Zg)T (xm;1) = f2m;�l � T (u) = ff2m;�lrjd j j 2 Zg = ff2m;�l+2j j j 2 Zg= ff2m;j j j 2 Z; j � l mod 2g:Proposition 69. Es sei j 2 Z mit j � l mod 2. Dann gilt arg(fm;j) = j � #d unddamit j arg(fm;j)j < �2 , falls jjj 6 l.Beweis. Nach der Proposition 61 gilt arg(~�(g)) = arg(g) f�ur g 2 ~�. Daraus folgtarg(f2m;j) = arg(f0;j) und arg(f2m+1;j) = arg(f1;j) im Falle ~� = �(p; 4; 2)k, sowiearg(fm;j) = arg(f0;j) in den F�allen ~� = �(p; 3; 3)k und ~� = �(p; 3; 2)k. Ich zeige nun,



42 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qda� arg(fm;�l) = �l � #d gilt. Dabei benutze ich die Propositionen 16, 57 und 60. ImFalle ~� = �(p; 3; 3)k giltarg(f0;�l) = arg(~rv~r2uc�1) = ��2 � ��+ 2 � 2�� � = ���2 � 3�� = �l � #d:Im Falle ~� = �(p; 3; 2)k giltarg(f0;�l) = arg(~rv~r4uc�1) = ��2 � ��+ 4 � �� � = ���2 � 3�� = �l � #d:Im Falle ~� = �(p; 4; 2)k giltarg(f0;�l) = arg(~rv~r3uc�1) = ��2 � ��+ 3 � �� � = ���2 � 2�� = �l � #d;arg(f1;�l) = arg(~r2v~r2uc�1) = �2 + 2 � �� � = ���2 � 2�� = �l � #d:Es gilt ferner arg(fm;j+2) = arg(fm;jrd) = arg(fm;j)+2#d. Damit gilt arg(fm;j) = j#d.Im Falle jjj 6 l gilt j arg(fm;j)j 6 j arg(fm;�l)j = l � #d < �2 :Definition. Es sei~Em;j = ~Efm;j ; ~Hm;j = ~Hfm;j ; ~Im;j = ~Ifm;j ;Em;j = E�(fm;j ); Hm;j = H�(fm;j); Im;j = I�(fm;j);Êm;j = Ê�(fm;j ); Ĥm;j = Ĥ�(fm;j); Îm;j = Î�(fm;j):Proposition 70. Nach der Proposition 40 k�onnen die Ecken- und Kantenkorona wiefolgt beschrieben werden:Im Falle ~� = �(p; 3; 3)k gilt E = K = fxm;1; xm;2 j 0 6 m < pg:Im Falle ~� = �(p; 3; 2)k gilt xm;2 = xm+1;1;E = K = fxm;1 j 0 6 m < pg:Im Falle ~� = �(p; 4; 2)k gilt xm;3 = xm+1;1;E = fxm;1; xm;2 j 0 6 m < pg;K = fxm;1 j 0 6 m < pg:Notation. Es sei am := fm;�l, bm := fm;�l+2, cm := fm;�l+4 und dm := fm;�l+6. Zurbesseren Lesbarkeit schreibe ich ~IAm statt ~Iam , ÎAm statt Î�(am) und IAm statt I�(am)und so weiter.Notation. Es gilt Se = �( ~S~e) = f(1 + !i; z) 2 L : j!j 6 !dgund ~S~e = fg 2 ~L : �(g) 2 Se; j arg(g)j 6 #dg:



x17. Die F�alle �(p; 3; 3)k und �(p; 3; 2)k 43Es sei Ŝe = f(1 + !i; z) 2 C 2 : j!j 6 !dg. Es gilt Se = Ŝe \ L. F�ur eine Teilmenge Nvon ~�(u)nfug gilt FN = ~S~e \ \x2N Rx = ~E~e \ @Qu \ \x2N Rx:Es gilt ferner F~� = F~�(u)nfug.Ich skizziere jetzt den Gang der Berechnungen von F~e (zur Vereinfachung der Darstel-lung gehe ich jetzt nur auf die F�alle ~� = �(p; 3; 3)k und ~� = �(p; 3; 2)k ein). Zun�achstgebe ich ein Polyeder P � ~S~e mit P � FK an, beschreibe sein Bild �(P ) in Se undgebe ein Polyeder P̂ in Ŝe mit �(P ) = P̂ \ L an. Ich untersuche das Polyeder P̂ ,beschreibe die kombinatorische Struktur seiner Seiten
�achen und veranschauliche siedurch Abbildungen, die schematische Darstellungen eines Ausschnitts der Ober
�achevon P̂ (ohne die Seiten, die in Ê�(rd) bzw. Ê�(r�1d ) enthalten sind) zeigen. Dann zeigeich, da� P̂ � L und damit �(P ) = P̂ \ L = P̂ gilt. Auf 	(P ) wende ich den Satz 55an, wie es im Abschnitt �uber die Anwendung des kombinatorischen Kriteriums an-gedeutet wurde. In allen F�allen werde ich mit Hilfe der expliziten Beschreibung derkombinatorischen Struktur von P̂ = �(P ) ' P ' 	(P ) die Voraussetzungen des Sat-zes nachpr�ufen k�onnen, also ist 	(P ) ein Fundamentalbereich der Operation von ~�auf ~G. In den F�allen l > 2 zeige ich mit Hilfe des Satzes 52, da� F~� = FK gilt.Dann gilt: Sowohl 	(P ) als auch 	(F~�) sind Fundamentalbereiche der Operationvon ~� auf ~G, dabei gilt 	(P ) � 	(FK) = 	(F~�), woraus 	(P ) = 	(F~�) und P = F~�folgt. In den F�allen l = 1 untersuche ich P̂ = �(P ) weiter, um zu zeigen, da� nichtnur P � FK, sondern auch P = FK und damit F~� � FK = P gilt. Dann gilt: So-wohl 	(P ) als auch 	(F~�) sind Fundamentalbereiche der Operation von ~� auf ~G,dabei gilt 	(F~�) � 	(P ), woraus 	(P ) = 	(F~�) und P = F~� folgt.Notation. F�ur �!d 6 !0 < !00 6 !d und M � ~L seiM [!0; !00] := fg 2M \ ~S~e : �(g) = (1 + !i; z); ! 2 [!0; !00]g:Die Teilmengen M [!0; !00] � Se \M f�ur M � L und M [!0; !00] � Ŝe \M f�ur M � C 2werden analog de�niert.Bemerkung. Die Isometrien ~� bzw. ~� von ~L induzieren aufSe � f1g � R � C �= R � Ceine Drehung (!; z) 7! (!; ze2i�) um die !-Achse um den Winkel 2� bzw. die Abbil-dung (!; z) 7! (�!; �z).x17. Die F�alle �(p; 3; 3)k und �(p; 3; 2)kEs sei ~� = �(p; 3; 3)k mit p = lk + 3 bzw. ~� = �(p; 3; 2)k mit p = lk + 6. Es sei �das Bild von ~� in PSU(1; 1). F�ur die Konstruktion des Fundamentalbereichs von ~�sei der Fixpunkt u = 0 der Ordnung p gew�ahlt.Bemerkung. Es gilt � = �2p 2 �0; �8 � im Falle ~� = �(p; 3; 3)k und � = �p 2 �0; �7 � imFalle ~� = �(p; 3; 2)k.



44 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QEs gilt E = K. Es gilt nach der Proposition 47 mit Hilfe von (A5)C = 1p3 � ctg�; A = 12 sin� > 1;1S = p3 sin� �D; 1RK = cos� �D; 1B = 2 sin� �Dmit D :=r cos�cos 3� > 1:Es gilt #d = �k2p = �2l � 3�l 2 �0; �2 �, also #d = �2 � 3� f�ur l = 1, #d = �4 � 3�2 f�ur l = 2und #d = �6 � � f�ur l = 3. Es gilt � = 1 im Falle ~� = �(p; 3; 2)k und � = 2 imFalle ~� = �(p; 3; 3)k.Proposition 71. Es sei l > 2, dann gilt #d 2 �0; �4 �, also ist `�K(#d) nach der Propo-sition 47 de�niert, und es gilt`�K(#d) = D � �cos�� sin�p4 cos2 #d � 1� :Beweis. Es gilt`�K(#d) = 1RK � 1B �rcos2 #d � cos2 �q = D � �cos�� sin�p4 cos2 #d � 1� :Es wird nun ein R > RK mit ~�(u) \ U (u;R) � K [ fug ben�otigt, um den Satz 52anwenden zu k�onnen.Proposition 72. Es gilt R > RK und ~�(u) \ U (u;R) � K [ fug f�urR := cos�cos 2� � 1D:Beweis. F�ur jedes x 2 ~�(u)nfug � K giltcosh �(0; x) > 2 cos2 2�sin2 � � 1:F�ur den Fall � = �(p; 3; 3) folgt es aus dem Lemma 11.2 und der Formel (11.6)in [KNRS] mit Hilfe von (A1.4), wobei der Winkel �u in [KNRS] dem Winkel 2�hier entspricht. F�ur den Fall � = �(p; 3; 2) folgt es aus dem Lemma 6.1 und derFormel (6.15) in [Fi] mit Hilfe von (A3.2), dabei entspricht ! aus [Fi] hier 2 cos�. Esgilt ferner2 cos2 2�� 2 sin2 � = (cos 4�+ 1) + (cos 2�� 1) = cos 4�+ cos 2�= 2 cos� cos 3�und folglich 2 cos2 2�sin2 � � 1 = 2 cos� cos 3�sin2 � + 1:Damit gilt nach der Formel (A6.1)jxj2 = cosh �(0; x)� 1cosh �(0; x) + 1 > cos� cos 3�cos2 2� = R2f�ur jedes x 2 ~�(u)nfug � K. Es gilt ferner1R = cos 2�cos� �D < cos� �D = 1RK :



x17. Die F�alle �(p; 3; 3)k und �(p; 3; 2)k 45Erinnerung. Es giltMR = 1�p1�R2R 2 (0; 1).Proposition 73. Es gilt MR = D � cos 2�� sin�cos� :Beweis. Die Behauptung folgt aus D =p cos�cos 3� , 1R = cos 2�cos� �D und1D �r 1R2 � 1 =rcos2 2�� cos� cos 3�cos2 � = tan�:Damit l�a�t sich der Satz 52 wie folgt spezialisieren:Satz 74. In den F�allen l > 2 gilt `�K(#d) 6MR und damit F~� = FK.Beweis. Ich wende den Satz 52 f�ur den in der Proposition 72 de�nierten Radius Ran. Es ist zu zeigen, da�MR > `�K(#d) gilt. Benutzt man die Propositionen 71 und 73und formt die Ungleichung um, so sieht man, da�p4 cos2 #d � 1 > cos2 �� cos 2�+ sin�sin� cos�zu zeigen ist. Es gilt nach (A1.9) und (A1.10)cos2 �� cos 2�+ sin�sin� cos� = 1 + sin�cos� = ctg ��4 � �2�und ctg2 ��4 � �2�+ 1 = 1sin2 ��4 � �2 � :Es ist also zu zeigen, da� 2 cos#d sin��4 � �2� > 1gilt. Im Falle l > 2 gilt 0 < #d 6 �4 � 3�2 < �4 und damit cos#d > cos ��4 � 3�2 �. Esgen�ugt also, die Ungleichung2 cos��4 � 3�2 � sin��4 � �2� > 1zu zeigen. Dabei gilt2 cos��4 � 3�2 � sin��4 � �2� = sin�+ sin��2 � 2��= sin�+ cos 2� = sin�+ 1� 2 sin2 �= 1 + sin�(1� 2 sin�) > 1wegen sin� 6 12 .



46 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QErinnerung. F�ur j 2 Z mit j � l mod 2 giltim Falle ~� = �(p; 3; 3)k : fm;j = ~�m(g0;1;2+k� l+j2 ) = ~�m�1(g0;2;1+k� l+j2 );im Falle ~� = �(p; 3; 2)k : fm;j = ~�m(g0;1;4+k� l+j2 ) = ~�m�1(g0;2;2+k� l+j2 ):Es gilt insbesondereim Falle ~� = �(p; 3; 3)k : f2m;�l = gm;1;2�m; f2m;l = gm;1;p�1�m;f2m+1;�l = gm;2;1�m; f2m+1;l = gm;2;p�2�m;im Falle ~� = �(p; 3; 2)k : fm;�l = gm;1;4�m = gm�1;2;3�m;fm;l = gm�1;2;p�3�m = gm;1;p�2�m:Proposition 75. Es giltfm;jrd = fm;j+2; fm;j+2r�1d = fm;j;rdfm;j = fm+�k;j+2; r�1d fm;j = fm��k;j�2;f�1m;l�2j = fm+3+�kj;�(l�2j);f�1m;l = fm+3;�l; f�1m;�l = fm�3;l;und au�erdem im Falle l = 2 f�1m;0 = fm��p2 ;0 = fm+�p2 ;0;fm+1;�lfm�1;�l = fm;�l;f�1m;�l = ~��3(fm�1;l)f�1m+1;�l = ~��3(fm+1;�l)f�1m�1;�l;f�1m;�l+2j = ~��(�kj+3)(fm�1;l)f�1m+1;�l+2j = ~��(�kj+3)(fm+1;�l)f�1m�1;�l+2j:Mit am = fm;�l, bm = fm;�l+2 und cm = fm;�l+4 gilt alsoamrd = bm; bmrd = cm; bmr�1d = am; cmr�1d = bm;am+1am�1 = am;a�1m = ~��3(fm�1;l)a�1m+1 = ~��3(am+1)a�1m�1;b�1m = ~��(�k+3)(fm�1;l)b�1m+1 = ~��(�k+3)(am+1)b�1m�1;c�1m = ~��(2�k+3)(fm�1;l)c�1m+1 = ~��(2�k+3)(am+1)c�1m�1:Beweis. Nach der Proposition 61 gilt ~��k(g) = rdgr�1d . Damit giltrdfm;j = ~��k(fm;jrd) = ~��k(fm;j+2) = fm+�k;j+2;r�1d fm;j = ~���k(fm;jr�1d ) = ~���k(fm;j�2) = fm��k;j�2:Nach der Proposition 63 gilt im Falle ~� = �(p; 3; 3)kf�10;l = g�10;1;p�1 = g1;2;0 = f3;�lund im Falle ~� = �(p; 3; 2)k f�10;l = g�10;1;p�2 = g2;2;0 = f3;�l:



x17. Die F�alle �(p; 3; 3)k und �(p; 3; 2)k 47Damit giltf�10;l�2j = (f0;lr�jd )�1 = rjdf�10;l = rjdf3;�l = f3+�kj;�l+2j = f3+�kj;�(l�2j)und f�1m;l�2j = (~�m(f0;l�2j))�1 = ~�m(f�10;l�2j) = ~�m(f3+�kj;�(l�2j)) = fm+3+�kj;�(l�2j):Es gilt im Falle ~� = �(p; 3; 3)kf1;�lf�1;�l = g0;2;1g�1;2;2 = g0;4;2c�1 = g0;1;2 = f0;�lund im Falle ~� = �(p; 3; 2)kf1;�lf�1;�l = g0;2;2g�2;2;4 = g0;4;4c�1 = g0;1;4 = f0;�l:Damit giltfm+1;�lfm�1;�l = ~�m(f1;�l)~�m(f�1;�l) = ~�m(f1;�lf�1;�l) = ~�m(f0;�l) = fm;�l:Es gilt ferner~��3(fm�1;l)f�1m+1;�l = fm�4;lf�1m+1;�l = f�1m�1;�lf�1m+1;�l = (fm+1;�lfm�1;�l)�1 = f�1m;�lund ~��3(fm+1;�l)f�1m�1;�l = fm�2;�l(fm;�lfm�2;�l)�1 = f�1m;�l:Es gilt fernerf�1m;�l+2j = (fm;�lrjd)�1 = r�jd f�1m;�l = r�jd fm�4;lf�1m+1;�l = fm�4��kj;l�2jf�1m+1;�l= fm�4��kj;lr�jd f�1m+1;�l = fm�4��kj;l(fm+1;�lrjd)�1 = fm�4��kj;lf�1m+1;�l+2j= ~��(�kj+3)(fm�1;l)f�1m+1;�l+2jund analog f�1m;�l+2j = ~��(�kj+3)(fm+1;�l)f�1m�1;�l+2j.Notation. F�ur M � C 2 und ! 2 R sei M(!) := fz 2 C : (1 + i!; z) 2Mg.Proposition 76. Nach der Proposition 58 gilt�(f0;j) = (A � eij#d; B � e�i(�+j#d)); �(f1;j) = (A � eij#d; B � ei(��j#d))und somitz 2 Î0;j(!) () z1 cos(�+ j#d)� z2 sin(�+ j#d) 6 A(cos(j#d) + ! sin(j#d))� 1Bz 2 Î1;j(!) () z1 cos(�� j#d) + z2 sin(�� j#d) 6 A(cos(j#d) + ! sin(j#d))� 1Bmit z1 = Re(z) und z2 = Im(z). Es gilt insbesonderez 2 Î0;�l(!) () z1 sin 4�+ z2 cos 4� 6 1B (A(sin 3�� ! cos 3�)� 1);z 2 Î0;0(!) () z1 cos�� z2 sin� 6 1B (A� 1);z 2 Î0;l(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 1B (A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1);z 2 Î1;�l(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� 6 1B (A(sin 3�� ! cos 3�)� 1);z 2 Î1;0(!) () z1 cos�+ z2 sin� 6 1B (A� 1);z 2 Î1;l(!) () z1 sin 4�� z2 cos 4� 6 1B (A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1):



48 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qx18. Die F�alle �(k+3; 3; 3)k und �(k+6; 3; 2)kNotation. Es gilt #d = �k2p = �2 � 3� und !d = tan#d = ctg 3�.Notation. Es gilt am = fm;�1, bm = fm;1 und cm = fm;3.Ungleichungen. Nach der Proposition 76 und der Formel (A1.11) gilt mitD = AB =r cos�cos 3� > 1und ! = tan#z 2 ÎA0(!) () z1 sin 4�+ z2 cos 4� 6 1D (sin�� ! cos�) = 1D � sin(�� #)cos# ;z 2 ÎB0(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 1D (sin�+ ! cos�) = 1D � sin(�+ #)cos#= 1B (A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1);z 2 ÎA1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� 6 1D (sin�� ! cos�) = 1D � sin(�� #)cos# ;z 2 ÎB1(!) () z1 sin 4�� z2 cos 4� 6 1D (sin�+ ! cos�) = 1D � sin(�+ #)cos#= 1B (A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1);z 2 ÎC0(!) () z1 sin 8�� z2 cos 8� > 1B (A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1)= D � sin(9�+ #) + 2 sin� cos#cos# ;z 2 ÎC1(!) () z1 sin 10�� z2 cos 10� > 1B (A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1):Proposition 77. Es gilt 0 62 (HA0 \HB0)(!).Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ĤA0(!) () z1 sin 4�+ z2 cos 4� > 1D (sin�� ! cos�);z 2 ĤB0(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� > 1D (sin�+ ! cos�):Aus 0 2 (HA0\HB0)(!) w�urde also sin��! cos� 6 0 und damit sin� 6 0 folgen.Proposition 78. Die Winkelhalbierende des Sektors (HA0\HB0)(0) geht durch denKoordinatenursprung.Beweis. Ich wende (A7.4) mit H� = ĤA0(0) und H+ = ĤB0(0) an. Die Unglei-chungen der Halbebenen sindz 2 ĤA0(0) () z1 sin 4�+ z2 cos 4� > 1D sin�;z 2 ĤB0(0) () z1 sin 2�� z2 cos 2� > 1D sin�:



x18. Die F�alle �(k+3; 3; 3)k und �(k+6; 3; 2)k 49Proposition 79. Die Geraden ÊB0(!�), ÊB1(!�) und ÊA1(!�) mit!� := tan� ctg 2� ctg 3� = tan�tan 2� � !d 2 (0; !d)schneiden sich in einem Punkt.Beweis. Gleichungen:z 2 ÊB0(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� = 1D (sin�+ ! cos�);z 2 ÊB1(!) () z1 sin 4�� z2 cos 4� = 1D (sin�+ ! cos�);z 2 ÊA1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� = 1D (sin�� ! cos�);Ich wende (A7.2) an. Es gilt � = sin 2� 6= 0. Mit Hilfe der Formel (A1.12) folgtD ��(!) = (sin 6�� sin 4�)(sin�+ ! cos�) + sin 2�(sin�� ! cos�)= (sin 6�� sin 4�+ sin 2�) sin�+ (sin 6�� sin 4�� sin 2�)! cos�= 4 sin�(sin� cos 2� cos 3�� ! cos� sin 2� sin 3�)= 4 sin� cos� sin 2� sin 3�(!� � !):Definition. Es sei P := \m2Z(~IAm [ ~IBm)[�!d; !d]:Aus der Proposition 68 folgt P � FK. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, da��(P ) = \m2Z(IAm [ IBm)[�!d; !d]gilt und �jP : P ! �(P ) ein Hom�oomorphismus ist. Es seiP̂ := \m2Z(ÎAm [ ÎBm)[�!d; !d]:Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P̂ . Daf�ur wende ichdie Proposition (A7.6) mitH� = ĤA0,H+ = ĤB0, � = �2�#d = 3�, !� = 0, !+ = !�an. In den Propositionen 77, 78 und 79 wurden die Voraussetzungen der Proposition(A7.6) �uberpr�uft. Ferner entsteht P̂ [�!d; 0] aus P̂ [0; !d] durch Anwendung der von ~�induzierten Isometrie von Se. Die Kombinatorik der Seiten
�ache von P̂ ist in derAbbildung dargestellt.
�!d!��!�!d am�1bm�1 ambm am+1bm+1

Abbildung 3. Die Seiten
�ache von P̂ f�ur l = 1.



50 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QIch zeige nun, da� P̂ � L gilt. Aus der Beschreibung von P [0; !�] sieht man, da�es daf�ur gen�ugt, f�ur die Kanten von P̂ zu zeigen, da� sie in L liegen. Aus Symme-triegr�unden reicht es aus, die Kanten(ÊB0 \ ÊB1)[!�; !d]; (ÊA0 \ ÊB0)[0; !�] und (ÊB0 \ ÊA1)[0; !�]zu betrachten. Aus der Beschreibung von P [0; !�] ist klar, da� f�ur ! 2 [0; !�] derPunkt (ÊA0 \ ÊB0)[0; !�] im Dreieck mit den Ecken0; (ÊB�1 \ ÊA0)(!); (ÊB0 \ ÊA1)(!)liegt. Damit gen�ugt es zu zeigen, da� die Kanten(ÊB0 \ ÊB1)[!�; !d] und (ÊB0 \ ÊA1)[0; !�]in L liegen.Proposition 80. Es gilt (ÊB0 \ ÊB1)(!) 2 L(!) f�ur alle ! 2 [0; !d].Beweis. Berechnet man den Schnittpunkt z(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊB1(!),so sieht man, da� mit ! = tan# und 0 6 # 6 #d = �2 � 3�, also � 6 �+ # 6 �2 � 2�,gilt jz(!)jp1 + !2 = 1D � sin(�+ #)cos� < sin(�+ #)cos� 6 cos 2�cos� < 1:Proposition 81. Es gilt (ÊB0 \ ÊA1)(!) 2 L(!) f�ur alle ! 2 R.Beweis. Berechnet man den Schnittpunkt z(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊA1(!),so sieht man, da� giltj z1(!) j = 1D � sin�sin 2� < 1;����z2(!)! ���� = 1D � cos�cos 2� =rcos� cos 3�cos2 2� =rcos 4�+ cos 2�cos 4�+ 1 < 1:Damit gilt jz1(!)j < 1 und jz2(!)j < j!j, also folgt jz(!)j < p1 + !2.Aus den Propositionen 80 und 81 folgt P̂ � L und damit �(P ) = P̂ \ L = P̂ .Proposition 82. Es gilt a�1m = ~��3(bm), b�1m = ~�3(am), amrd = bm, bmr�1d = am,r�1d bm = ~�6(am), rdam = ~��6(bm) unda�1m = ~��3(bm�1)a�1m+1 = ~��3(am+1)a�1m�1:Es gilt ferner f�1m;3 = fm+9;�3, f�1m;�3 = fm�9;3 undf�1m;�3 = fm�10;1f�1m+1;�3 = fm�8;�1f�1m�1;�3:Beweis. Es gilt p = k+ 6� und folglich �k = �p�6. Damit gilt fm��k;j = fm+6��p;j =fm+6;j. Mit Hilfe dieser �Uberlegung folgt die Behauptung aus der Proposition 75.



x18. Die F�alle �(k+3; 3; 3)k und �(k+6; 3; 2)k 51Satz 83. 	(P ) ist ein Fundamentalbereich f�ur die Operation von ~� auf ~G.Beweis. Um den Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identi�kationen am Randevon P ' �(P ) = P̂ unter der Operation von ~� und die Kantenzyklen. Die Seiten-identi�kationen sind(rd; bm) 7! ~�6(r�1d ; am);(am; r�1d ; am�1; bm�1; bm; am+1) 7! ~��3(bm; am; am+1; bm+1; rd; bm�1);(bm; rd; bm+1; am+1; am; bm�1) 7! ~�3(am; bm; bm�1; am�1; r�1d ; am+1);dabei benutzt man die Relationen aus der Proposition 82; die dritte Seitenidenti�ka-tion kann man auch als Umkehrung aus der zweiten ausrechnen. Aus den Seiteniden-ti�kationen und der Kombinatorik der Seiten
�ache berechnet man die Kantenzyklen(bm; bm+1) 7! ~�2(bm; am+1) 7! ~�4(am; am+1);(bm; rd) 7! ~�3(bm; am) 7! ~�6(r�1d ; am):Der erste Zykel ist vom Typ à, der zweite Zykel ist vom Typ á.Es bleibt zu zeigen, da� P = F~e gilt. Daf�ur zeige ich P = FK.Proposition 84. Es gilt (ĤB0 \ ÎC0)(!) � Int ĤB1(!) f�ur ! 6 !d.Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ĤB0(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� > 1B (A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1);z 2 ÎC0(!) () z1 sin 8�� z2 cos 8� > 1B (A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1);z 2 ĤB1(!) () z1 sin 4�� z2 cos 4� > 1B (A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1):Ich wende (A7.3) an. Es gilt�1 = � sin 4� < 0; �2 = � sin 2� < 0; �3 = sin 6� > 0;es bleibt also zu zeigen, da� �(!) < 0 gilt. Es gilt�1 + �3 = sin 6�� sin 4� = 2 sin� cos 5�;�2 = � sin 2� = �2 sin� cos�;also�(!) �B == (�1 + �3)(A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1) + �2(A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1)= 2 sin�(cos 5�(A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1)� cos�(A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1))und folglich gilt mit (A1.8)�(!) �B2 sin� = A((sin 3� cos 5�� sin 9� cos�) + !(cos 3� cos 5�� cos 9� cos�))� (cos�+ cos 5�)= A sin 6�(! sin 4�� cos 4�)� 2 cos 2� cos 3�= 2 cos 3�(A sin 3�(! sin 4�� cos 4�)� cos 2�):



52 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QF�ur ! 6 !d gilt also�(!) �B4 sin� cos 3� 6 �(!d) �B4 sin� cos 3� = A sin 3�(!d sin 4�� cos 4�)� cos 2�= 12 sin� � sin 3� � sin�sin 3� � cos 2� = 12 � cos 2� < 0:Bemerkung. Aus der Proposition 84 kann man folgern, da� eine der Zusammen-hangskomponenten von FK gleich P ist. Wenn man zeigen k�onnte, da� F~e zusam-menh�angend ist und ~e 2 F~e gilt, so w�urde daraus bereits F~e = P folgen. Da iches aber nicht direkt zeigen kann, wird im Folgenden FK = P durch Absch�atzungengezeigt.Proposition 85. Im Falle � < �=9 gilt �(~Im;�3 \ ~E~e)(!) = ? f�ur �! 6 ctg 9�. ImFalle � < �=15 gilt (~Im;�j \ ~E~e) = ? f�ur j > 5.Beweis. Nach der Proposition 69 giltj arg(fm;�j)j = j � #d. Damit giltarg(fm;�3) = �3#d = ��3�2 � 9��:F�ur � < �=9 gilt j arg(fm;�3)j > �=2. F�ur j > 5 und � < �=15 giltj arg(fm;�j)j > 5#d > 3�2 :Damit folgt die Behauptung nach der Proposition 45.Proposition 86. F�ur � 6 �12 gibt es ein !c > ctg 9� mit �(~ICm \ ~E~e)(!) 6= ?f�ur ! > !c iund �(~ICm \ ~E~e)(!) = ? f�ur ! 6 !c.Beweis. Nach der Proposition 76 gilt �(c0) = �(f0;3) = (A � e3i#d ; B � e�i(�+3#d)): Esgilt A cos 3#d = � sin 9�2 sin� . F�ur � 6 �12 folgt mit (A1.5), da�sin 9�sin� = (2 cos 2�+ 1) � (2 cos 6�+ 1)> (2 cos �6 + 1) � (2 cos �2 + 1) = 1 +p3 > 2und damit A cos 3#d < �1 gilt. Die Menge ECm\Ee besteht nach der Proposition 43aus zwei Zusammenhangskomponenten, und ihre Projektion auf die !-Achse ist dasKomplement eines kompakten Intervalls. Die beiden Komponenten von ECm \ Eesind in �( ~ECm \ ~E~e) bzw. �( ~Ecmc�2 \ ~E~e) enthalten. Nach der Proposition 85 ist dieMenge �(~ICm \ ~E~e)(!) leer f�ur ! 6 ctg 9�. Damit gibt es ein !c > ctg 9�, so da� dieMenge �(~ICm \ ~E~e)(!) leer f�ur ! 6 !c und nicht leer f�ur ! > !c ist.Proposition 87. Im Falle � 6 �=12 gilt ICm[ctg 9�; ctg 5�] = ?.Beweis. Es sei ! = tan#. Die Halbebenen ÎCm(!) entstehen durch Drehung umden Koordinatenursprung aus der Halbebene ÎC0(!), also h�angt d(0; ÎCm(!)) nichtvon m ab. Die Gleichung der Halbebene ÎC0(!) istz 2 ÎC0(!) () z1 sin 8�� z2 cos 8� > D � sin(9�+ #) + 2 sin� cos#cos# :



x18. Die F�alle �(k+3; 3; 3)k und �(k+6; 3; 2)k 53Damit giltd(0; ÎCm(tan#)) = d(0; ÎC0(tan#)) = D � j sin(9�+ #) + 2 sin� cos#jcos# :F�ur # 2 ��2 � 9�; �2 � 5�� gilt 9�+ # 2 [�2 ; �2 + 4�] und damitsin(9�+ #) + 2 sin� cos# > cos 4�+ 2 sin� sin 5�= cos 4�+ (cos 4�� cos 6�)= 2 cos 4�� cos 2�(2 cos 4�� 1)= (1� cos 2�)(2 cos 4�� 1) + 1:F�ur � 6 �12 gilt 2 cos 4� > 1 und damit sin(9� + #) + 2 sin� cos# > 1. Es gilt alsowegen D > 1d(0; ÎCm(!)) = D � j sin(9�+ #) + 2 sin� cos#jcos# > 1cos# = p1 + !2und folglich ICm(!) = ÎCm(!) \ L(!) = ?.Proposition 88. F�ur � 2 n �13 ; �14 ; �17 ; �18o gilt ICm(!�) = ? und damit !c > !�.Beweis. Diese Behauptung wird durch explizite Rechnung mit Hilfe der Gleichungder Halbebene ÎC0(!�) bewiesen.Proposition 89. Im Falle � 6 �=12 gilt !c > ctg 5�.Beweis. Es gilt !c > ctg 9� nach der Proposition 85. F�ur ! 2 [ctg 9�; ctg 5�] giltICm(!) = ? nach der Proposition 87 und damit (~ICm \ ~E~e)(!) = ?.Proposition 90. Im Falle � 6 �18 gilt ctg 5� > !� und damit !c > !�.Beweis. Es gilt !� = tan� ctg 2� ctg 3� und damit!� < ctg 5� ()() tan� tan 5� < tan 2� tan 3� () sin� sin 5�cos� cos 5� < sin 2� sin 3�cos 2� cos 3�() cos 4�� cos 6�cos 4�+ cos 6� < cos�� cos 5�cos�+ cos 5� () cos 4� cos 5� < cos� cos 6�() cos�+ cos 9� < cos 5�+ cos 7� () cos�� cos 5� < cos 7�� cos 9�() sin 2� sin 3� < sin� sin 8� () 2 cos 2�+ 1 < 4 cos 2� cos 4�() 2 cos 2�+ 1 < 2 cos 2�+ 2 cos 6� () cos 6� > 12 :Proposition 91. Im Falle � 6 �=12 gilt (ĤB0 \ ĤC0)(!) � Int ĤC1(!) f�ur ! > !c.Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ĤB0(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� > 1B (A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1);z 2 ĤC0(!) () �z1 sin 8�+ z2 cos 8� > � 1B (A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1);z 2 ĤC1(!) () �z1 sin 10�+ z2 cos 10� > � 1B (A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1):



54 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QIch wende (A7.3) an. Es gilt�1 = sin 2� > 0; �2 = sin 8� > 0; �3 = � sin 6� < 0;es bleibt also zu zeigen, da� �(!) > 0 gilt. Es gilt�1 = sin 2� = 2 sin� cos�;�2 + �3= sin 8�� sin 6� = 2 sin� cos 7�;also gilt�(!) �B == �1(A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1)� (�2 + �3)(A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1)= 2 sin�(cos�(A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1)� cos 7�(A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1))und folglich mit Hilfe von (A1.8)�(!) �B2 sin� = A((sin 3� cos�� sin 9� cos 7�) + !(cos� cos 3�� cos 7� cos 9�))� (cos�+ cos 7�)= A sin 6�(! sin 10�� cos 10�)� 2 cos 3� cos 4�= 2 cos 3�(A sin 3�(! sin 10�� cos 10�)� cos 4�):F�ur ! > !c > ctg 5� > ctg 6� gilt also�(!) �B4 sin� cos 3� > �(ctg 6�) �B4 sin� cos 3�= A sin 3�(ctg 6� sin 10�� cos 10�)� cos 4�= 12 sin� � sin 3� � sin 4�sin 6� � cos 4�= cos� cos 2�cos 3� � cos 4� > 0wegen cos� > cos 2� > cos 3� > cos 4�.Proposition 92. Im Falle � 6 �=12 ist die Menge ~HBm \ ~HCm \ ~ICm+1 \ ~E~e leer.Beweis. Nach der Proposition 89 ist die Menge (~ICm+1 \ ~E~e)(!) leer f�ur ! 6 !c.Nach der Proposition 91 ist die Menge (ĤBm \ ĤCm \ ÎCm)(!) und damit auch dieMenge ( ~HBm \ ~HCm \ ~ICm \ ~E~e)(!) leer f�ur ! > !c.Proposition 93. Im Falle � 6 �=12 ist die Menge ~EAm+1 \ ~ICm \ ~H~e \ ~Hrd leer.Beweis. Nach der Proposition 92 ist die Menge ~HBm \ ~HCm \ ~ICm+1 \ ~E~e leer.Wegen b�1m = am+3 und am+3cm+1 = (am+3am+1)r2d = am+2r2d = cm+2folgt daraus, da� die Mengeb�1m ( ~HBm \ ~HCm \ ~ICm+1 \ ~E~e) = ~H~e \ ~Hrd \ ~ICm+2 \ ~EAm+3und damit auch die Menge ~EAm+1 \ ~ICm \ ~H~e \ ~Hrd leer ist.



x18. Die F�alle �(k+3; 3; 3)k und �(k+6; 3; 2)k 55Proposition 94. Im Falle � 6 �=12 ist die Menge ~ECm \ ~IAm+1 \ ~H~e \ ~Hrd leer.Beweis. Nach der Proposition 92 ist die Menge ~HB0 \ ~HC0 \ ~IC1 \ ~E~e leer. Wegen~�(f0;j) = f1;�j und ~�(f1;j) = f0;�jfolgt daraus, da� die Menge~�( ~HB0 \ ~HC0 \ ~IC1 \ ~E~e) = ~H1;�1 \ ~H1;�3 \ ~I0;�3 \ ~E~eund damit auch die Menge ~Hm+1;�1 \ ~Hm+1;�3 \ ~Im;�3 \ ~E~e leer ist. Wegenf�1m+1;�3 = fm�8;3 = cm�8 und f�1m+1;�3fm;�3 = fm�7;�1 = am�7folgt daraus, da� die Mengef�1m+1;�3( ~Hm+1;�1 \ ~Hm+1;�3 \ ~Im;�3 \ ~E~e) = ~IAm�7 \ ~ECm�8 \ ~H~e \ ~Hrdund damit auch die Menge ~ECm \ ~IAm+1 \ ~H~e \ ~Hrd leer ist.Proposition 95. Im Falle � 6 �=9 gilt 0 2 ĤCm(!d).Beweis. Die Halbebenen ĤCm(!) entstehen durch Drehung um den Koordinatenur-sprung aus der Halbebene ĤC0(!), also gen�ugt es, 0 2 ĤC0(!) zu zeigen. Die Glei-chung der Halbebene ĤC0(!) istz1 sin 8�� z2 cos 8� 6 1B (A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1):Damit gilt 0 2 ĤC0(!) () A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1 > 0:F�ur ! = !d = ctg 3� giltA(sin 9�+ ! cos 9�) + 1 > A(sin 9�+ ctg 3� cos 9�) + 1 = cos 6�2 sin� sin 3� + 1:F�ur � 6 �12 gilt cos 6�; sin�; sin 3� > 0 und damit A(sin 9�+ !d cos 9�) + 1 > 0. F�ur� 2 f�9 ; �10 ; �11g folgt A(sin 9�+ ! cos 9�) + 1 > 0 durch explizite Rechnung.Proposition 96. Im Falle � 6 �=12 ist die Menge ~ICm \ ~IAm+1 \ ~E~e \ ~Hrd leer.Beweis. Aus den Propositionen 93 und 94 folgt, da� die Mengen (EAm+1\ICm)(!)und (ECm\IAm+1)(!) f�ur ! 2 [!c; !d] leer sind. Da der Rand (bez�uglich L[!c; !d]) derMenge (ICm\IAm+1)[!c; !d] ist in der Vereinigung der Mengen (EAm+1\ICm)[!c; !d]und (ECm \ IAm+1)[!c; !d] enthalten und damit auch leer. Damit ist die Menge(ICm \ IAm+1)[!c; !d] entweder leer, oder sie enth�alt die Menge L[!c; !d]. Nach derProposition 95 gilt 0 2 ĤCm(!d) und damit 0 62 (ICm \ IAm+1)(!d), andererseitsaber 0 2 L(!d). Damit ist die Menge (ICm \ IAm+1)[!c; !d] und folglich auch dieMenge (~ICm \ ~IAm+1 \ ~E~e)(!) f�ur ! 2 [!c; !d] leer. Aus der Proposition 89 folgt,da� die Menge (~ICm \ ~E~e)(!) f�ur ! 6 !c leer ist. Damit ist gezeigt, da� die Menge~ICm \ ~IAm+1 \ ~E~e \ ~Hrd leer ist.Um P zu beschreiben, benutzte ich die Proposition (A7.6) mit H� = Ĥ0;�1, alsoH� = ĤA0 und H+ = ĤB0, mit � = �2 � #d = 3� und mit !1 = �!d, !� = �!�,!� = 0, !+ = !�, !2 = !d an. Um FK zu beschreiben, greife ich nun die �Uberlegungenaus dem Beweis der Proposition (A7.6) auf und f�uhre sie weiter. Es sei  �(!) wieim Beweis von (A7.6) die Di�erenz zwischen dem Winkel von dem von ÊA0 \ ÊB0ausgehenden Strahl zum Punkt 0 mit dem Strahl Ê0;�1\Ĥ0;�1 und (�2��). Im Beweisder Proposition (A7.6) wurde gezeigt, da�  �(!) +  +(!) > 0 f�ur alle ! 2 [�!d; !d]gilt, und da�  +(!�) = 0 <  �(!�) und  +(!) < 0 <  �(!) f�ur ! > !� gilt.



56 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 97. Es gilt  +(!d) = �� und damit  +(!) 2 [��; 0] f�ur ! 2 [!�; !d].Beweis. Die Gleichungen der Geraden sindz 2 ÊA0(!d) () z1 sin 4�+ z2 cos 4� = � cos 4� � 1D sin 3�;z 2 ÊB0(!d) () z1 sin 2�� z2 cos 2� = +cos 2� � 1D sin 3�:Dann gilt (nach der Cramerschen Regel), da� der Schnittpunkt (ÊA0 \ ÊB0)(!d)auf der vertikalen Geraden durch den Punkt 0 liegt. Dabei ist der Winkel der Gera-den ÊB0(!) mit den vertikalen Geraden gleich �2 � 2�, also gilt  +(!d) = ��.Satz 98. Im Falle � < �=15 gilt F~e = P .Beweis. Nach den Propositionen 88 und 90 gilt !c > !�. Ich betrachte eine SchichtEe(!) mit ! 2 [!c; !d] und darin den Fundamentalbereich S [ T (siehe die Propo-sition (A7.5)) f�ur die Operation der Drehung um 2� um den Punkt 0 auf C . Nachder Proposition 84 gilt (ĤB0 \ ÎC0)(!) � Int ĤB1(!). Nach der Proposition 97gilt  +(!) 2 [��; 0]. ......................................................................................................................................................................................................................
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pm�1 � ÊBm�1

Abbildung 4. Der Fundamentalbereich S [ T in Ee(!) mit ! 2 [!�; !d].Die Skizze zeigt, da� aus (ICm \ IAm+1)(!) = ? folgt FK(!) = P (!). Nach derProposition 96 ist die Menge ~ICm \ ~IAm+1 \ ~E~e \ ~Hrd und damit auch die Menge(ICm\IAm+1)(!) leer. Daraus folgt FK[!c; !d] = P [!c; !d]. Aus den Propositionen 85und 86 folgt FK[0; !c] = P [0; !c]. Ferner gilt FK[�!d; 0] = ~�(FK[0; !d]) = ~�(P [0; !d]) =P [�!d; 0] und damit FK = P . Es gilt F~e � FK = P , dabei sind 	(F~e) und 	(P )Fundamentalbereiche f�ur die Operation von ~� auf ~G, also gilt P = F~e.Bemerkung. Es bleibt, die Behauptung des Satzes 98 in den F�allen mit � > �=15 zuveri�zieren, also f�ur �(7; 3; 2)1, �(4; 3; 3)1, �(5; 3; 3)2, sowie �(11; 3; 2)5, �(13; 3; 2)7,�(7; 3; 3)4. F�ur die ersten drei F�alle wurde die Behauptung des Satzes 98 in [Fi]f�ur ~� = �(7; 3; 2)1, in [KNRS] f�ur ~� = �(4; 3; 3)1 und in [P] f�ur ~� = �(5; 3; 3)2 bereitsgezeigt.x19. Die F�alle �(2k+3; 3; 3)k und �(2k+6; 3; 2)kNotation. Es gilt #d = �k2p = �4 � 3�2 und !d = tan#d = 1�sin 3�cos 3� .



x19. Die F�alle �(2k+3; 3; 3)k und �(2k+6; 3; 2)k 57Proposition 99. Es gilt 2#d = �2 � 3�, sin 2#d = cos 3�, cos 2#d = sin 3� undsin 3�+ !d cos 3� = 1.Notation. Es gilt am = fm;�2, bm = fm;0 und cm = fm;2.Ungleichungen. Nach der Proposition 76 gilt damitz 2 ÎB0(!) () z1 cos�� z2 sin� 6 A� 1B ;z 2 ÎC0(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 1B (A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1);z 2 ÎB1(!) () z1 cos�+ z2 sin� 6 A� 1B :Proposition 100. Es gilt 0 62 (HA0 \HB0)(!) und 0 62 (HB0 \HC0)(!).Beweis. Die Ungleichung der Halbebene istz 2 ĤB0(!) () z1 cos�� z2 sin� > A� 1B :Aus 0 2 (HA0 \HB0)(!) bzw. 0 2 (HB0 \HC0)(!) w�urde also A� 1 6 0 folgen.Proposition 101. Die Winkelhalbierende des Sektors (ĤB0 \ ĤC0)(!d) geht durchden Koordinatenursprung.Beweis. Ich wende (A7.4) mit H� = ĤB0(!d) und H+ = ĤC0(!d) an. Die Unglei-chungen der Halbebenen sindz 2 ĤB0(!d) () z1 cos�� z2 sin� > A� 1B ;z 2 ĤC0(!d) () z1 sin 2�� z2 cos 2� > A� 1B :Proposition 102. F�ur ein !� 2 (0; !d) schneiden sich die Geraden ÊB0(!�), ÊC0(!�)und ÊB1(!�) in einem Punkt.Beweis. Gleichungen:z 2 ÊB0(!) () z1 cos�� z2 sin� = A� 1B ;z 2 ÊB1(!) () z1 cos�+ z2 sin� = A� 1B ;z 2 ÎC0(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 1B (A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1):Ich wende (A7.1) an. Es gilt � = sin 2� 6= 0 und�(!) �B = (cos 3�� cos�)(A� 1) + sin 2�(A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1)= �2 sin� sin 2�(A� 1) + sin 2�(A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1)= sin 2�(A(sin 3�+ ! cos 3�)� 1� 2 sin�(A� 1))= sin 2�(A(sin 3�+ ! cos 3�) + 2 sin�� 2)



58 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QEs gilt A sin 3�+ 2 sin�� 2 = sin 3�2 sin� + 2 sin�� 2 = �(2 sin�� 1)22 < 0und A(sin 3�+ !d cos 3�) + 2 sin�� 2 = A+ 2 sin�� 2= � 12 sin� + 2 sin��� 2 > 0:Bemerkung. Es gilt !� = tan� tan(�+ #d) � !d.Definition. Es seiP :=  \m2Z(~IAm [ ~IBm)[�!d; 0]! [ \m2Z(~IBm [ ~ICm)[0; !d]! :Aus der Proposition 68 folgt P � FK. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, da��(P ) =  \m2Z(IAm [ IBm)[�!d; 0]! [ \m2Z(IBm [ ICm)[0; !d]!gilt und �jP : P ! �(P ) ein Hom�oomorphismus ist. Es seiP̂ :=  \m2Z(ÎAm [ ÎBm)[�!d; 0]! [ \m2Z(ÎBm [ ÎCm)[0; !d]! :Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P̂ . Um P̂ [0; !d] zubeschreiben, wende ich (A7.6) mitH� = ĤB0; H+ = ĤC0; � = �2 � #d = �4 + 3�2und mit !1 = 0; !� = !�; !� = !dan. In den Propositionen 100, 101 und 102 wurden die Voraussetzungen von (A7.6)�uberpr�uft. Ferner entsteht P̂ [�!d; 0] aus P̂ [0; !d] durch Anwendung der von ~� indu-zierten Isometrie von Se. Betrachtet man die Schichten �(P )(!) genauer, so siehtman, da� die Seiten
�achen der St�ucke P [�!d; 0] und P [0; !d] so zusammenpassen,da� P keine horizontalen in der Ebene f! = 0g enthaltenen Kanten hat. Die Kom-binatorik der Seiten
�ache von P̂ ist in der Abbildung dargestellt. Nach Satz 74 gilt`�K(#d) 6MR < 1. Nach Satz 48 folgt P̂ � L und damit �(P ) = P̂ \ L = P̂ .
am�1bm�1cm�1

ambm
cm
am+1bm+1cm+1

Abbildung 5. Die Seiten
�ache von P̂ f�ur l = 2.



x20. Die F�alle �(3k+3; 3; 3)k und �(3k+6; 3; 2)k 59Proposition 103. Nach der Proposition 75 gilta�1m = cm�3; b�1m = bm+�k+3; c�1m = am+3und ferner amrd = bm, bmrd = cm, bmr�1d = am, cmr�1d = bm, r�1d bm = am��k, r�1d cm =bm��k, rdam = bm+�k, rdbm = cm+�k unda�1m = ~��3(cm�1)a�1m+1 = ~��3(am+1)a�1m�1;b�1m = ~��k+3(bm�1)a�1m+1 = ~��k+3(cm�1)b�1m+1 = ~��k+3(am+1)b�1m�1:Satz 104. Es gilt F~e = P .Beweis. Ich zeige zuerst, da� 	(P ) � ~G ein Fundamentalbereich von ~� ist. Um denSatz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identi�kationen am Rande von P ' �(P ) = P̂unter der Operation von ~�(rd; bm; cm) 7! ~���k(r�1d ; am; bm);(am; r�1d ; bm�1; bm) 7! ~��3(cm; bm; bm+1; rd);(bm; rd; cm; bm+1; am+1; r�1d ; am; bm�1; cm�1)7! ~��k+3(bm; cm; rd; cm�1; bm�1; am; r�1d ; am+1; bm+1);(cm; rd; bm+1; bm) 7! ~�3(am; bm; bm�1; r�1d )und die Kantenzyklen(bm; rd) 7! ~��k+3(cm; bm) 7! ~��k+6(r�1d ; am);(bm; r�1d ) 7! ~��k+3(am; bm) 7! ~��k(rd; cm);(bm; bm+1) 7! ~��k+2(cm; bm+1) 7! ~��k+4(bm; am+1):Die ersten beiden Zyklen sind vom Typ à, der dritte Zykel ist vom Typ á. Nachdem Satz 55 ist 	(P ) ein Fundamentalbereich von ~�. Es bleibt zu zeigen, da� dieFundamentalbereiche P und F~e gleich sind. Nach Satz 74 gilt F~� = FK, und ausP = Cl Int(P ), P � FK = F~� und F~e = Cl Int(F~�) folgt P � F~e und damit P = F~e.x20. Die F�alle �(3k+3; 3; 3)k und �(3k+6; 3; 2)kNotation. Es gilt #d = �k2p = �6 � � und !d = tan#d.Proposition 105. Es gilt cos#d + !d sin#d = 1cos#d , cos#d � !d sin#d = cos 2#dcos#d und�+ #d = �6 .Notation. Es gilt bm = fm;�1 und cm = fm;1.Ungleichungen. Nach der Proposition 76 giltz 2 ÎB0(!) () z1 cos(�� #d)� z2 sin(�� #d) 6 1B (A(cos#d � ! sin#d)� 1);z 2 ÎC0(!) () z1 cos(�+ #d)� z2 sin(�+ #d) 6 1B (A(cos#d + ! sin#d)� 1);z 2 ÎB1(!) () z1 cos(�+ #d) + z2 sin(�+ #d) 6 1B (A(cos#d � ! sin#d)� 1);z 2 ÎC1(!) () z1 cos(�� #d) + z2 sin(�� #d) 6 1B (A(cos#d + ! sin#d)� 1):



60 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 106. Es gilt 0 62 (HB0 \HC0)(!).Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ĤB0(!) () z1 cos(�� #d)� z2 sin(�� #d) > 1B (A(cos#d � ! sin#d)� 1);z 2 ĤC0(!) () z1 cos(�+ #d)� z2 sin(�+ #d) > 1B (A(cos#d + ! sin#d)� 1):Aus 0 2 (HB0\HC0)(!) w�urde also A(cos#d�! sin#d)�1 6 0 und damitA cos#d 6 1folgen. Dabei gilt A cos#d = cos#d2 sin� > cos(�=6)2 sin(�=9) > 1.Proposition 107. Die Winkelhalbierende des Sektors (ĤB0 \ ĤC0)(0) geht durchden Koordinatenursprung.Beweis. Ich wende (A7.4) mit H� = ĤB0(0) und H+ = ĤC0(0) an. Die Unglei-chungen der Halbebenen sindz 2 ĤB0(0) () z1 cos(�� #d)� z2 sin(�� #d) > 1B (A cos#d � 1);z 2 ĤC0(0) () z1 cos(�+ #d)� z2 sin(�+ #d) > 1B (A cos#d � 1):Proposition 108. Die Geraden ÊC0(!d), ÊB1(!d) und ÊC1(!d) schneiden sich ineinem Punkt.Beweis. Gleichungen:z 2 ÊC0(!d) () z1 cos(�+ #d)� z2 sin(�+ #d) = A� cos#dB cos#d ;z 2 ÊB1(!d) () z1 cos(�+ #d) + z2 sin(�+ #d) = A cos 2#d � cos#dB cos#d ;z 2 ÊC1(!d) () z1 cos(�� #d) + z2 sin(�� #d) = A� cos#dB cos#d :Ich wende (A7.2) an. Es gilt� �B cos#d = (sin(2�+ 2#d)� sin 2#d)(A� cos#d)� sin 2�(A cos 2#d � cos#d)= 2 sin�(cos(�+ 2#d)(A� cos#d)� cos�(A cos 2#d � cos#d)):Es gilt fernercos(�+ 2#d)(A� cos#d)� cos�(A cos 2#d � cos#d)= (cos�� cos(�+ 2#d)) cos#d + A(cos(�+ 2#d)� cos� cos 2#d)= 2 sin(�+ #d) sin#d cos#d � A sin� sin 2#d= sin 2#d � � sin(�+ #d)� 12� = 0:



x20. Die F�alle �(3k+3; 3; 3)k und �(3k+6; 3; 2)k 61Definition. Es sei P := \m2Z(~IBm [ ~ICm)[�!d; !d]:Aus der Proposition 68 folgt P � FK. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, da��(P ) = \m2Z(IBm [ ICm)[�!d; !d]gilt und �jP : P ! �(P ) ein Hom�oomorphismus ist. Es seiP̂ := \m2Z(ÎBm [ ÎCm)[�!d; !d]:Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P̂ . Daf�ur wende ich(A7.6) mit H� = ĤB0, H+ = ĤC0, � = �2 � #d = �3 + � und mit !� = �!d, !� = 0,!+ = !d an. In den Propositionen 106, 107 und 108 wurden die Voraussetzungenvon (A7.6) �uberpr�uft. Ferner entsteht P̂ [�!d; 0] aus P̂ [0; !d] durch Anwendung dervon ~� induzierten Isometrie von Se. Die Kombinatorik der Seiten
�ache von P̂ istin der Abbildung dargestellt. Nach Satz 74 gilt `�K(#d) 6 MR < 1. Nach Satz 48folgt P̂ � L und damit �(P ) = P̂ \ L = P̂ .
bm�1cm�1 bmcm bm+1cm+1

Abbildung 6. Die Seiten
�ache von P̂ f�ur l = 3.Proposition 109. Nach der Proposition 75 gilt b�1m = cm�(�k+3), c�1m = bm+(�k+3),bmrd = cm, cmr�1d = bm, r�1d cm = bm��k, rdbm = cm+�k undb�1m = ~��(�k+3)(bm+1)c�1m�1:Satz 110. Es gilt F~e = P .Beweis. Ich zeige zuerst, da� 	(P ) � ~G ein Fundamentalbereich von ~� ist. Um denSatz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identi�kationen am Rande von P ' �(P ) = P̂unter der Operation von ~�(rd; cm) 7! ~���k(r�1d ; bm);(bm; r�1d ; cm�1; cm) 7! ~��(�k+3)(cm; bm; bm+1; rd);(cm; rd; bm+1; bm) 7! ~��k+3(bm; cm; cm�1; r�1d )und die Kantenzyklen(cm; rd) 7! ~��k+3(cm; bm) 7! ~�2(�k+3)(r�1d ; bm);(cm; bm+1) 7! ~��k+2(cm; bm+1) 7! ~�2(�k+2)(cm; bm+1):



62 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QDer erste Zykel ist vom Typ à, der zweite Zykel ist vom Typ á. Nach dem Satz 55ist 	(P ) ein Fundamentalbereich von ~�. Es bleibt zu zeigen, da� die Fundamen-talbereiche P und F~e gleich sind. Nach Satz 74 gilt F~� = FK. Aus P = Cl Int(P ),P � FK = F~� und F~e = Cl Int(F~�) folgt P � F~e und damit P = F~e.x21. Die F�alle �(p; 4; 2)kEs sei ~� = �(p; 4; 2)k mit p = lk + 4, und � sei das Bild von ~� in PSU(1; 1). F�ur dieKonstruktion des Fundamentalbereichs von ~� sei der Fixpunkt u = 0 der Ordnung pgew�ahlt.Es gilt � = �p 2 �0; �5 �. Es gilt nach der Proposition 47 mit Hilfe von (A5)C = ctg� > 1; A = 1p2 sin� > 1;1S = sin� �D; 1RK = cos� �D; 1B = p2 sin� �Dmit D := 1pcos 2� > 1. Es gilt #d = �k2p = �2l � 2�l 2 �0; �2 �, also #d = �2 � 2� f�ur l = 1,#d = �4 � � f�ur l = 2 und #d = �6 � 2�3 f�ur l = 3.Proposition 111. Es sei l > 2, dann gilt #d 2 �0; �4 �, also ist `�K(#d) nach derProposition 47 de�niert, und es gilt`�K(#d) = D � �cos�� sin�p2 cos2 #d � 1� = D � �cos�� sin�pcos 2#d� :Beweis. Es gilt`�K(#d) = 1RK � 1B �rcos2 #d � cos2 �q = D � �cos�� sin�p2 cos2 #d � 1�und 2 cos2 #d � 1 = cos 2#d.Proposition 112. Im Falle l > 2 gilt `�K(#d) < 1.Beweis. Im Falle l > 2 gilt 2#d 6 �2 � 2� und folglich cos 2#d > sin 2�. Dabei giltcos�� sin�psin 2� < pcos 2�() cos� < sin�psin 2�+pcos 2�() 0 < sin2 � sin 2�� sin2 �+ 2 sin�psin 2� cos 2�() psin�(1� sin 2�) < 2p2 cos� cos 2�:Es gilt stets psin�(1� sin 2�) 6 1 und f�ur � 6 �5 gilt 2p2 cos� cos 2� > p2 > 1.Erinnerung. F�ur j 2 Z mit j � l mod 2 giltf2m;j = gm;1;3+k� l+j2 �m = gm�1;3;2+k� l+j2 �m; f2m+1;j = gm;2;2+k� l+j2 �m:Es gilt insbesonderef2m;�l = gm;1;3�m = gm�1;3;2�m; f2m;l = gm;1;p�1�m = gm�1;3;p�2�m;f2m+1;�l= gm;2;2�m; f2m+1;l= gm;2;p�2�m:



x21. Die F�alle �(p; 4; 2)k 63Proposition 113. Es giltfm;jrd = fm;j+2; fm;j+2r�1d = fm;j;rdfm;j = ~�k(fm;j+2); r�1d fm;j = ~��k(fm;j�2);f�1m;l�2j = ~�kj+2(fm;�(l�2j));f�1m;l = ~�2(fm;�l); f�1m;�l = ~��2(fm;l):F�ur p = 2k + 4 gilt au�erdemf�1m;0 = ~��(k+2)(fm;0) = ~�k+2(fm;0):Es gilt ferner f2m+2;�lf2m;�l = f2m+1;�l;f2m+3;�lf2m;�l = f2m+2;�l;f2m+2;�lf2m�1;�l = f2m;�lund damit f�12m;�l = ~��2(f2m�1;l)f�12m+2;�l = ~��2(f2m�2;l)f�12m+1;�l= ~��2(f2m+1;�l)f�12m�2;�l = ~��2(f2m+2;�l)f�12m�1;�l= ~��2(f2m+1;l)f�12m�2;l = ~��2(f2m+2;l)f�12m�1;l;f�12m+1;�l = ~��2(f2m+2;�l)f�12m;�l = ~��2(f2m;l)f�12m+2;�l;f�12m;�l+2j = ~��(kj+2)(f2m�1;l�2j)f�12m+2;�l = ~��(kj+2)(f2m�2;l�2j)f�12m+1;�l= ~��(kj+2)(f2m+1;�l)f�12m�2;�l+2j = ~��(kj+2)(f2m+2;�l)f�12m�1;�l+2j= ~��(kj+2)(f2m+1;l�2j)f�12m�2;l = ~��(kj+2)(f2m+2;l�2j)f�12m�1;l;f�12m+1;�l+2j = ~��(kj+2)(f2m+2;�l)f�12m;�l+2j = ~��(kj+2)(f2m;l�2j)f�12m+2;�l:Mit am = fm;�l, bm = fm;�l+2 und cm = fm;�l+4 giltamrd = bm; bmrd = cm; cmrd = dm; bmr�1d = am; cmr�1d = bm; dmr�1d = cm;a2m+2a2m = a2m+1; a2m+3a2m = a2m+2; a2m+2a2m�1 = a2mund a�12m = ~��2(f2m�1;l)a�12m+2 = ~��2(f2m�2;l)a�12m+1= ~��2(a2m+1)a�12m�2 = ~��2(a2m+2)a�12m�1= ~��2(f2m+1;l)f�12m�2;l = ~��2(f2m+2;l)f�12m�1;l;a�12m+1 = ~��2(a2m+2)a�12m = ~��2(f2m;l)a�12m+2;b�12m = ~��(k+2)(f2m�1;l�2)a�12m+2 = ~��(k+2)(f2m�2;l�2)a�12m+1= ~��(k+2)(a2m+1)b�12m�2 = ~��(k+2)(a2m+2)b�12m�1= ~��(k+2)(f2m+1;l�2)f�12m�2;l = ~��(k+2)(f2m+2;l�2)f�12m�1;l;b�12m+1 = ~��(k+2)(a2m+2)b�12m = ~��(k+2)(f2m;l�2)a�12m+2;c�12m = ~��(2k+2)(f2m�1;l�4)a�12m+2 = ~��(2k+2)(f2m�2;l�4)a�12m+1= ~��(2k+2)(a2m+1)c�12m�2 = ~��(2k+2)(a2m+2)c�12m�1= ~��(2k+2)(f2m+1;l�4)f�12m�2;l = ~��(2k+2)(f2m+2;l�4)f�12m�1;l;c�12m+1 = ~��(2k+2)(a2m+2)c�12m = ~��(2k+2)(f2m;l�4)a�12m+2:



64 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QBeweis. Nach der Proposition 61 gilt ~�k(g) = rdgr�1d . Damit giltrdfm;j = ~�k(fm;jrd) = ~�k(fm;j+2);r�1d fm;j = ~��k(fm;jr�1d ) = ~��k(fm;j�2):Nach der Proposition 63 giltf�10;l = g�10;1;p�1 = g1;3;0 = f4;�l = ~�2(f0;�l);f�11;l = g�10;2;p�2 = g2;2;0 = f5;�l = ~�2(f1;�l):Damit giltf�12m;l = (~�m(f0;l))�1 = ~�m(f�10;l ) = ~�m(~�2(f0;�l)) = ~�2(~�m(f0;�l)) = ~�2(f2m;�l);f�12m+1;l = (~�m(f1;l))�1 = ~�m(f�11;l ) = ~�m(~�2(f1;�l)) = ~�2(~�m(f1;�l)) = ~�2(f2m+1;�l);es gilt also f�1m;l = ~�2(fm;�l). Daraus folgtf�1m;l�2j = (fm;lr�jd )�1 = rjdf�1m;l = rjd~�2(fm;�l) = ~�2(rjdfm;�l)= ~�2(~�kj(fm;�l+2j)) = ~�kj+2(fm;�l+2j):Es gilt fernerf2m+2;�lf2m;�l = gm;3;1�mgm�1;3;2�m = gm;6;2�mc�1 = gm;2;2�m = f2m+1;�l;f2m+3;�lf2m;�l = gm+1;2;1�mgm�1;3;2�m = gm+1;5;2�mc�1 = gm+1;1;2�m = f2m+2;�l;f2m+2;�lf2m�1;�l = gm;3;1�mgm�1;2;3�m = gm;5;3�mc�1 = gm;1;3�m = f2m;�l:Aus f2m+2;�lf2m;�l = f2m+1;�l folgtf�12m;�l = f�12m+1;�lf2m+2;�l = ~��2(f2m+1;l)f�12m�2;l;f�12m+1;�l = f�12m;�lf�12m+2;�l = ~��2(f2m;l)f�12m+2;�l:Aus f2m;�lf2m�2;�l = f2m�1;�l folgtf�12m;�l = f2m�2;�lf�12m�1;�l = ~��2(f2m+2;�l)f�12m�1;�l:Aus f2m+3;�lf2m;�l = f2m+2;�l folgtf�12m;�l = f�12m+2;�lf2m+3;�l = ~��2(f2m+2;l)f�12m�1;l:Aus f2m+1;�lf2m�2;�l = f2m;�l folgtf�12m;�l = f�12m�2;�lf�12m+1;�l = ~��2(f2m�2;l)f�12m+1;�l;f�12m+1;�l = f2m�2;�lf�12m;�l:Aus f2m+2;�lf2m�1;�l = f2m;�l folgtf�12m;�l = f�12m�1;�lf�12m+2;�l = ~��2(f2m�1;l)f�12m+2;�l:Aus f2m;�lf2m�3;�l = f2m�2;�l folgtf�12m;�l = f2m�3;�lf�12m�2;�l:



x21. Die F�alle �(p; 4; 2)k 65Aus f�12m;�l = ~��2(f2m�1;l)f�12m+2;�l folgtf�12m;�l+2j = (f2m;�lrjd)�1 = r�jd f�12m;�l = r�jd ~��2(f2m�1;l)f�12m+2;�l= ~��(kj+2)(f2m�1;l�2j)f�12m+2;�l:Aus f�12m;�l = ~��2(f2m+1;�l)f�12m�2;�l folgt analogf�12m;�l+2j = ~��(kj+2)(f2m+1;�l�2j)f�12m�2;�lund damitf�12m;�l+2j = ~��(kj+2)(f2m+1;�l�2j)f�12m�2;�l = ~��(kj+2)(f2m+1;�lr�jd )f�12m�2;�l= ~��(kj+2)(f2m+1;�l)r�jd f�12m�2;�l = ~��(kj+2)(f2m+1;�l)(f2m�2;�lrjd)�1= ~��(kj+2)(f2m+1;�l)f�12m�2;�l+2j:Die anderen Formeln f�ur f�12m;�l+2j und f�12m+1;�l+2j folgen analog aus den entsprechen-den Formeln f�ur f�12m;�l und f�12m+1;�l.Erinnerung. F�ur M � C 2 und ! 2 R ist M(!) = fz 2 C : (1 + i!; z) 2Mg.Proposition 114. Nach der Proposition 58 gilt�(f0;j) = (A � eij#d; B � e�i(�+j#d));�(f1;j) = (C � eij#d; S � e�ij#d);�(f2;j) = (A � eij#d; B � ei(��j#d))und somitz 2 Î0;j(!) () z1 cos(�+ j#d)� z2 sin(�+ j#d) 6 A(cos(j#d) + ! sin(j#d))� 1B ;z 2 Î1;j(!) () z1 cos(j#d)� z2 sin(j#d) 6 C(cos(j#d) + ! sin(j#d))� 1S ;z 2 Î2;j(!) () z1 cos(�� j#d) + z2 sin(�� j#d) 6 A(cos(j#d) + ! sin(j#d))� 1Bmit z1 = Re(z) und z2 = Im(z). Es gilt insbesonderez 2 Î0;�l(!) () z1 sin 3�+ z2 cos 3� 6 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 Î0;0(!) () z1 cos�� z2 sin� 6 1B (A� 1);z 2 Î0;l(!) () z1 sin�� z2 cos� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 Î1;�l(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� 6 1S (C(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 Î1;0(!) () z1 6 1S (C � 1);z 2 Î1;l(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 1S (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):z 2 Î2;�l(!) () z1 sin�+ z2 cos� 6 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 Î2;0(!) () z1 cos�+ z2 sin� 6 1B (A� 1);z 2 Î2;l(!) () z1 sin 3�� z2 cos 3� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):



66 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qx22. Fall �(k+4; 4; 2)kNotation. Es gilt #d = �k2p = �2 � 2� und !d = tan#d = ctg 2�.Notation. Es sei 
 := cos�� 1p2 . Wegen � 2 (0; �4 ) gilt 
 > 0. Es giltcos 2� = 2 cos2 �� 1 = 2
(
 +p2) und p2 cos� = 
p2 + 1:Es gilt fernerA sin 2�� 1 = 
p2 und C sin 2�� 1 = cos 2� = 2
(
 +p2):Proposition 115. Es gilt sin 2�+!d cos 2� = 1sin 2� und sin 2��!d cos 2� = � cos 4�sin 2� .Notation. Es sei!0 := 2
2sin 2�; !2 := 2
2tan� cos 2�; !3 = !� := 
sin�:Proposition 116. Es gilt 0 < !1 < !2 < !3 = !� < !d.Beweis. Mit 
 = cos�� 1p2 , cos 2� = 2
(
 +p2) und p2 cos� = 
p2 + 1 folgt!1 sin� = 
2p2
p2 + 1 !2 sin� = 
(
p2 + 1)
p2 + 2!� sin� = 
 !d sin� = 
(
p2 + 2)
p2 + 1Die behauptete Ungleichungskette ist somit �aquivalent zu der (f�ur 
 > 0 o�ensichtli-chen) Ungleichungskette0 < 
p2
p2 + 1 < 
p2 + 1
p2 + 2 < 1 < 
p2 + 2
p2 + 1 :Notation. Es gilt am = fm;�1, bm = fm;1 und cm = fm;3.Ungleichungen.z 2 ÎA0(!) () z1 sin 3�+ z2 cos 3� 6 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB0(!) () z1 sin�� z2 cos� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎC0(!) () z1 sin 5�� z2 cos 5� > 1B (A(sin 6�+ ! cos 6�) + 1);z 2 ÎA2(!) () z1 sin�+ z2 cos� 6 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB2(!) () z1 sin 3�� z2 cos 3� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎA1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� 6 1S (C(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 1S (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎC1(!) () z1 sin 6�� z2 cos 6� > 1S (C(sin 6�+ ! cos 6�) + 1):



x22. Fall �(k+4; 4; 2)k 67Proposition 117. Es gilt 0 62 (HA0 \HB0)(!).Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ĤA0(!) () z1 sin 3�+ z2 cos 3� > 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ĤB0(!) () z1 sin�� z2 cos� > 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):Aus 0 2 (HA0\HB0)(!) w�urde also A(sin 2��! cos 2�)�1 6 0 und damit A sin 2��1 6 0 folgen. Dabei gilt A sin 2�� 1 = p2 cos�� 1 > 0.Proposition 118. Die Winkelhalbierende des Sektors (ĤA0 \ ĤB0)(0) geht durchden Koordinatenursprung.Beweis. Ich wende (A7.4) mit H� = ĤA0(0) und H+ = ĤB0(0) an. Die Unglei-chungen der Halbebenen sindz 2 ĤA0(0) () z1 sin 3�+ z2 cos 3� > A sin 2�� 1B ;z 2 ĤB0(0) () z1 sin�� z2 cos� > A sin 2�� 1B :Proposition 119. Die Geraden ÊB0(!�), ÊA2(!�) und ÊB2(!�) schneiden sich ineinem Punkt.Beweis. Die Gleichungen der Geraden sindz 2 ÊB0(!) () z1 sin�� z2 cos� = 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÊB2(!) () z1 sin 3�� z2 cos 3� = 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎA2(!) () z1 sin�+ z2 cos� = 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1):Ich wende (A7.2) an. Es gilt � = sin 2� 6= 0 und�(!) �B == (sin 4�� sin 2�)(A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)+ sin 2�(A(sin 2�� ! cos 2�)� 1)= sin 4�(A sin 2�� 1) + (sin 4�� 2 sin 2�)A! cos 2�= sin 4�((A sin 2�� 1) + (cos 2�� 1)A!)= sin 4�((A sin 2�� 1)� 2 sin2 �A!) = p2 sin� sin 4� � (!� � !):Definition. Es sei P 0 := \m2Z(~IA2m [ ~IB2m)[�!d; !d]:Aus der Proposition 68 folgt P 0 � FK. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt,da� �(P 0) durch die gleichen Operationen wie P 0 aus Im;j statt ~Im;j gebildet wird und�jP 0 : P 0 ! �(P 0) ein Hom�oomorphismus ist. Es sei P̂ 0 durch die gleichen Operationenwie P 0 aus Îm;j statt ~Im;j gebildet.



68 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Q
�!d!��!�!d

a2m�2b2m�2 a2mb2m a2m+2b2m+2
Abbildung 7. Die Seiten
�ache von P̂ 0 f�ur l = 1.Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P̂ 0. Daf�ur wendeich die Proposition (A7.6) mit H� = ĤA0, H+ = ĤB0, � = �2 � #d = 2� undmit !1 = �!d, !� = �!�, !� = 0, !+ = !�, !2 = !d an. In den Propositionen 117,118 und 119 wurden die Voraussetzungen der Proposition (A7.6) �uberpr�uft. DieKombinatorik der Seiten
�ache von P̂ 0 ist in der Abbildung dargestellt.Ich zeige nun, da� P̂ 0 � L gilt. Daf�ur gen�ugt es zu zeigen, da� die Kanten von P̂ 0in L liegen. Aus der Beschreibung von P 0[0; !�] unter Ausnutzung der Symmetrie istklar, da� es ausreicht, die Kanten(ÊB0 \ ÊB2)[!�; !d]; (ÊA0 \ ÊB0)[0; !�] und (ÊB0 \ ÊA2)[0; !�]zu betrachten. Es ist ferner klar, da� f�ur ! 2 [0; !�] der Punkt (ÊA0 \ ÊB0)[0; !�] imDreieck mit den Ecken 0; (ÊB�2 \ ÊA0)(!); (ÊB0 \ ÊA2)(!) liegt. Damit gen�ugt eszu zeigen, da� die Kanten (ÊB0 \ ÊB2)[!�; !d] und (ÊB0 \ ÊA2)[0; !�] in L liegen.Proposition 120. Es gilt (ÊB0 \ ÊB2)(!) 2 L(!) f�ur alle ! 2 [0; !d].Beweis. Berechnet man den Schnittpunkt z(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊB2(!),so sieht man, da� mit ! = tan# und 0 6 # 6 #d = �2 �2�, also 2� 6 2�+# 6 �2 , giltjz(!)jp1 + !2 = jA sin(2�+ #)� cos#jB cos� 6 jA� sin 2�jB cos� = j1�p2 sin� sin 2�jcos�pcos 2� :Wegen p2 cos� > 1 gilt sin 2� = 2 sin� cos� > p2 sin� und damitj1�p2 sin� sin 2�jcos�pcos 2� 6 j1� 2 sin2 �jcos�pcos 2� = cos 2�cos�pcos 2� = pcos 2�cos� < 1:Proposition 121. F�ur den Schnittpunkt z0(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊA2(!) giltz0(!) = A sin 2�� 1B sin� � i! � A cos 2�B cos� :Beweis. Aus den Gleichungenz 2 ÊB0(!) () z1 sin�� z2 cos� = A sin 2�� 1B + A cos 2�B � !z 2 ÊA2(!) () z1 sin�+ z2 cos� = A sin 2�� 1B � A cos 2�B � !l�a�t sich z0(!) leicht ausrechnen.



x22. Fall �(k+4; 4; 2)k 69Proposition 122. Es gilt (ÊB0 \ ÊA2)(!) 2 L(!) f�ur alle ! 2 R.Beweis. F�ur den Schnittpunkt z(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊA2(!) giltj z1(!) j < 0;4 < 1 f�ur � = �5 ;j z1(!) j = A sin 2�� 1B sin� = 2 cos��p2pcos 2� 6 2�p2pcos �3 < 1 f�ur � 6 �6 ;����z2(!)! ���� = pcos 2�cos� < 1:Damit gilt jz1(!)j < 1 und jz2(!)j < j!j, also folgt jz(!)j < p1 + !2.Aus den Propositionen 120 und 122 folgt P̂ 0 � L und damit �(P 0) = P̂ 0 \ L = P̂ 0.Ich untersuche jetzt die Lage von P 0 relativ zu Halbr�aumen ~IA2m+1 und ~IB2m+1, ummit Hilfe dieser Halbr�aume aus P 0 eine Teilmenge P � P 0 zu konstruieren, so da�	(P ) ein Fundamentalbereich ist.Proposition 123. Es gibt ein !4 2 (!�; !d) derart, da� sich die Geraden ÊB0(!4),ÊB1(!4) und ÊB2(!4) in einem Punkt schneiden. Es gilt (ÎB0 \ ÎB2)(!) � ÎB1(!)f�ur ! 6 !4 und (ÎB0\ ÎB2)(!) � Int ÎB1(!) f�ur ! < !4. Es gilt ferner z�(!) 62 ÎB1(!)f�ur ! > !4 f�ur den Schnittpunkt z�(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊB2(!).Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÎB0(!) () �z1 sin�+ z2 cos� > � 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB2(!) () �z1 sin 3�+ z2 cos 3� > � 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB1(!) () �z1 sin 2�+ z2 cos 2� > � 1S (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):Ich wende (A7.3) an. Es gilt�1 = �2 = � sin� < 0; �3 = sin 2� > 0:Es ist also zu zeigen, da� �(!�) < 0 und �(!d) > 0 gilt. Es gilt�(!) � S = 2 sin�p2(A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)� sin 2�(C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)= 2(1� cos2 �)(sin 2�+ ! cos 2�)� 2 sin�(p2� cos�)= 2 sin�(sin�(sin 2�+ ! cos 2�)� (p2� cos�)):Mit 
 = cos�� 1p2 gilt �(!�)�S = �2p2 sin��
2 < 0 und �(!d)�S = 2 tan��
2 > 0.Proposition 124. Es giltd(0; ÊB0(!d)) = A� sin 2�B sin 2� = 1�p2 sin� sin 2�S sin� sin 2� :Beweis. Es giltz 2 ÊB0(!d) () z1 sin�� z2 cos� = A� sin 2�B sin 2� ;Ap2 sin� = 1 und 1�p2 sin� sin 2� > 0.



70 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 125. Es giltd(0; ÊB1(!d)) = C � sin 2�S sin 2� = cos�� sin� sin 2�S sin� sin 2� :Beweis. Es giltz 2 ÊB1(!d) () z1 sin 2�� z2 cos 2� = C � sin 2�S sin 2� ;C = ctg� und cos�� sin� sin 2� > 0.Proposition 126. Es gilt d(0; ÊB0(!d)) � cos� < d(0; ÊB1(!d)).Beweis. Nach den Propositionen 124 und 125 ist die behauptete Ungleichung �aqui-valent zu cos��p2 cos� sin� sin 2� < cos�� sin� sin 2�;also zu p2 cos� > 1.Proposition 127. F�ur ! 2 [!4; !d] ist die Schicht \m2Z ÎBm(!) das konvexe Polygonmit den Ecken (ÊBm \ ÊBm+1)(!) und den Kanten in ÊBm(!), genauer gilt:(ÊB0 \ ÊB1)(!); (ÊB1 \ ÊB2)(!); : : : ; (ÊB2p�1 \ ÊB0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊBm�1 \ ÊBm)(!) und (ÊBm \ ÊBm+1)(!)ist in der Geraden ÊBm(!) enthalten.Beweis. Die Schicht �(P 0)(!) = \j2Z ÎB2j(!) ist das regelm�a�ige konvexe p -Eckmit den Ecken (ÊB2m \ ÊB2m+2)(!) und den Kanten in ÊB2m(!), genauer gilt:(ÊB0 \ ÊB2)(!); (ÊB2 \ ÊB4)(!); : : : ; (ÊB2p�2 \ ÊB0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊB2m�2 \ ÊB2m)(!) und (ÊB2m \ ÊB2m+2)(!)ist in der Geraden ÊB2m(!) enthalten. Der Inkreisradius dieses Polygons ist gleichd(0; ÊB0(!d)). Die Gerade ÊB1(!) ist orthogonal zu der Winkelhalbierenden des zuder Ecke (ÊB0 \ ÊB2)(!) geh�origen Winkels des Polygons \j2Z ÎB2j(!). Nach derProposition 126 gilt d(0; ÊB0(!d)) cos� < d(0; ÊB1(!d)):Damit liegen die Schnittpunkte (ÊB�1 \ ÊB0)(!d) und (ÊB2 \ ÊB3)(!d) in ÎB1(!d).Nach der Proposition 123 liegt der Schnittpunkt (ÊB0 \ ÊB2)(!d) in ĤB1(!d). DiePunkte (ÊB�1 \ ÊB0)(!4) = (ÊB�2 \ ÊB0)(!4);(ÊB2 \ ÊB3)(!4) = (ÊB2 \ ÊB4)(!4)und (ÊB0 \ ÊB2)(!4)sind Ecken des regul�aren Polygons (\j2Z ÎB2j)(!4). Wiederum nach der Proposi-tion 123 gilt (\j2Z ÎB2j)(!4) � (ÎB0 \ ÎB2)(!4) � ÎB1(!4):Damit gilt:Der Durchschnitt des Polygons (\j2Z ÎB2j)(!) mit der Halbebene ĤB2m+1(!) istdas Dreieck (ÎB2m \ ÎB2m+2 \ ĤB2m+1)(!), solche Dreiecke f�ur m 2 f0; : : : ; p � 1gschneiden sich nicht. Daraus ergibt sich die Beschreibung von (\j2Z ÎBj)(!).



x22. Fall �(k+4; 4; 2)k 71Proposition 128. F�ur den Schnittpunkt z00(!) der Geraden ÊA1(!) und ÊB1(!)gilt z00(!) = C sin 2�� 1S sin 2� � i! � CS :Beweis. Aus den Gleichungenz 2 ÊA1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� = C sin 2�� 1S � C cos 2�S � !z 2 ÊB1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� = C sin 2�� 1S + C cos 2�S � !l�a�t sich z00(!) leicht ausrechnen.Proposition 129. F�ur den Schnittpunkt z�(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊB2(!)gilt z�(!) = �ie2i� � 1B cos� � (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):Beweis. Aus den Gleichungen der Geraden ÊB0(!) und ÊB2(!) folgtz�1(!) sin�� z�2(!) cos� = z�1(!) sin 3�� z�2(!) cos 3� = X(!)mit X(!) := 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1). Daraus l�a�t sich z�(!) leicht ausrechnenz�1(!) = cos�� cos 3�sin 2� �X(!) = sin 2�cos� �X(!);z�2(!) = sin�� sin 3�sin 2� �X(!) = �cos 2�cos� �X(!):Proposition 130. Die Geraden ÊB0(!1), ÊA1(!1) und ÊB1(!1) schneiden sich ineinem Punkt.Beweis. In der Proposition 128 wurde der Schnittpunktz00(!) = C sin 2�� 1S sin 2� � i! � CSder Geraden ÊA1(!) und ÊB1(!) berechnet. Ich setze z00(!) in die Gleichungz1 sin�� z2 cos� = 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)der Geraden ÊB0(!) ein und erhalte dann mit S = p2 �BC sin 2�� 1sin 2� sin�+ C cos� � ! = p2(A sin 2�� 1) + Ap2 cos 2� � !:Wegen C = ctg�, Ap2 sin� = 1, 
 = cos�� 1p2 , A sin 2��1 = 
p2 und C sin 2��1 =2
(
 +p2) folgt cos2 �� cos 2�sin� � ! = 2
 � 2
(
 +p2)2 cos� :Wegen cos 2� = cos2 �� sin2 � und 2 cos� = 2
 +p2 folgtsin� � ! = 2
 � 2 cos�� (
 +p2)2 cos� = 2
22 cos�und damit ! = 2
22 sin� cos� = 2
2sin 2� = !1:



72 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 131. Die Geraden ÊB0(!2), ÊA2(!2) und ÊB1(!2) schneiden sich ineinem Punkt.Beweis. In der Proposition 121 wurde der Schnittpunktz0(!) = A sin 2�� 1B sin� � i! � A cos 2�B cos� = 2 cos��p2S sin� � i! � cos 2�S sin� cos�der Geraden ÊB0(!) und ÊA2(!) ausgerechnet. Ich setze z0(!) in die Gleichungz1 sin 2�� z2 cos 2� = 1S (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)der Geraden ÊB1(!) ein und erhalte dann2 cos��p2sin� sin 2�+ cos 2�sin� cos� cos 2� � ! = (C sin 2�� 1) + C cos 2� � !:Wegen C = ctg� und C sin 2�� 1 = cos 2� folgtcos 2�sin� cos� � (cos2 �� cos 2�) � ! = 2 cos�(2 cos��p2)� cos 2�:Wegen cos 2� = cos2 � � sin2 �, 
 = cos� � 1p2 , cos 2� = 2
(
 + p2) und 2 cos� =2
 +p2 folgt cos 2� sin�cos� � ! = 2
(2
 +p2)� 2
(
 +p2) = 2
2:Damit gilt ! = 2
2tan� cos 2� = !2:Lemma 132. Es gilt0 < A sin 2�� 1B < C sin 2�� 1S < 2 cos� � A sin 2�� 1B :Beweis. Wegen S = p2B, A sin 2� � 1 = 
p2, C sin 2� � 1 = 2
(
 + p2) und2 cos� = 2
 + p2 mit 
 = cos� � 1p2 > 0 ist die behauptete Ungleichungskette�aquivalent zu 0 < 
 < 
(
 +p2) < 
(2
 +p2):Lemma 133. Es gilt A cos 2�B cos� < CS :Beweis. Wegen S = p2B, Ap2 sin� = 1, C sin� = cos� ist die behauptete Un-gleichung �aquivalent zu cos 2�cos� < cos�. Dabei gilt cos 2� = cos2 �� sin2 � < cos2 �.



x22. Fall �(k+4; 4; 2)k 73Proposition 134. F�ur die Spitzen z0(!) bzw. z00(!) der Sektoren (ÎB0 \ ÎA2)(!)bzw. (ĤA1 \ ĤB1)(!) giltz0(!) 2 Int ĤA1(!) und z00(!) 2 Int ÎA2(!) f�ur ! > 0,z0(!) 2 Int ĤB1(!) f�ur ! < !2 und z0(!) 62 ĤB1(!) f�ur ! > !2,z00(!) 2 Int ÎB0(!) f�ur ! < !1 und z00(!) 62 ÎB0(!) f�ur ! > !1.Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÎB0(!) () z1 sin�� z2 cos� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎA2(!) () z1 sin�+ z2 cos� 6 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ĤA1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� > 1S (C(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ĤB1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� > 1S (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):Nach den Propositionen 121 und 128 giltz0(!) = A sin 2�� 1B sin� � i! � A cos 2�B cos� ; z00(!) = C sin 2�� 1S sin 2� � i! � CS :Es sei ! > 0. Nach den Lemmata 132 und 133 gilt 0 < z001 (!) < z01(!) und z002 (!) 6z02(!) 6 0 und folglichz01(!) sin 2�+ z02(!) cos 2� > z001 (!) sin 2�+ z002 (!) cos 2�;z001 (!) sin�+ z002 (!) cos� < z01(!) sin�+ z02(!) cos�:Aus z00(!) 2 ÊA1(!) und z0(!) 2 ÊA2(!) folgt damit z0(!) 2 Int ĤA1(!) und z00(!) 2Int ÎA2(!). F�ur ! = 0 gilt 0 < z001 (0) < z01(0) und z002 (0) = z02(0) = 0 und folglichz01(0) sin 2�� z02(0) cos 2� > z001 (0) sin 2�� z02(0) cos 2�;z001 (0) sin�� z002 (0) cos� < z01(0) sin�� z02(0) cos�:Aus z00(0) 2 ÊB1(0) und z0(0) 2 ÊB0(0) folgt damit z0(0) 2 Int ĤB1(0) und z00(0) 2Int ÎB0(0). Nach der Proposition 131 gilt z0(!2) 2 ÊB1(!2). Aus z0(0) 2 Int ĤB1(0),z0(!2) 2 ÊB1(!2) und !2 > 0 folgt z0(!) 2 Int ĤB1(!) f�ur ! < !2 und z0(!) 62 ĤB1(!)f�ur ! > !2. Nach der Proposition 130 gilt z00(!1) 2 ÊB0(!1). Aus z00(0) 2 Int ÎB0(0),z00(!1) 2 ÊB0(!1) und !1 > 0 folgt z00(!) 2 Int ÎB0(!) f�ur ! < !1 und z00(!) 62 ÎB0(!)f�ur ! > !1.Proposition 135. Nach der Proposition 134 gilt f�ur die Spitzen z0(!) bzw. z00(!)der Sektoren (ÎB0 \ ÎA2)(!) bzw. (ĤA1 \ ĤB1)(!)z0(!) 2 (ĤA1 \ ĤB1)(!) f�ur ! 2 [0; !2],z0(!) 2 Int(ĤA1 \ ĤB1)(!) f�ur ! 2 [0; !2),z00(!) 2 (ÎB0 \ ÎA2)(!) f�ur ! 2 [0; !1],z00(!) 2 Int(ÎB0 \ ÎA2)(!) f�ur ! 2 [0; !1).



74 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 136. F�ur den Schnittpunkt z000(!) der Geraden ÊA0(!) und ÊB0(!)gilt z000(!) = �A sin 2�� 1B sin 2� � i! � AB� � e�i�:Beweis. Die Gleichungen der Geraden sindz 2 ÊA0(!) () z1 sin 3�+ z2 cos 3� = 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÊB0(!) () z1 sin�� z2 cos� = 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):Die Drehung � 7! �ei� von C �uberf�uhrt den Schnittpunkt z000(!) in den Schnittpunktder Geraden mit den Gleichungenz1 sin 2�� z2 cos 2� = A sin 2�� 1B + A cos 2�B � !z1 sin 2�+ z2 cos 2� = A sin 2�� 1B � A cos 2�B � !:Aus diesen Gleichungen l�a�t sich leicht ausrechnenz000(!)ei� = A sin 2�� 1B sin 2� � i! � AB:Proposition 137. F�ur den Schnittpunkt z00(!) der Geraden ÊA1(!) und ÊB1(!)und den Schnittpunkt z000(!) der Geraden ÊA0(!) und ÊB0(!) gilt jz000(!)j < jz00(!)jf�ur ! 2 [0; !1].Beweis. Nach der Proposition 136 giltjz000(!)j2 = 1B2 � �(A sin 2�� 1)2sin2 2� + A2 � !2� :Nach der Proposition 128 giltjz00(!)j2 = 1S2 � �(C sin 2�� 1)2sin2 2� + C2 � !2� :Es sei f(!) := jz00(!)j2 � jz000(!)j2. Wegen 1B2 = 2S2 , C2 � 2A2 = cos2 ��1sin2 � = �1 und(C sin 2�� 1)2 � 2(A sin 2�� 1)2 = 4
2(
 +p2)2 � 4
2= 4
2(
2 + 2p2
 + 1)gilt f(!) = 1S2 sin2 2� � �4
2(
2 + 2p2
 + 1)� !2 sin2 2�� :F�ur ! 2 [0; !1] mit !1 = 2
2sin 2� giltf(!) > f(!1) = 1S2 sin2 2� � �4
2(
2 + 2p2
 + 1)� 4
4� = 4
2(2p2
 + 1)S2 sin2 2� > 0:



x22. Fall �(k+4; 4; 2)k 75Proposition 138. F�ur ! 2 [0; !1] liegt der Schnittpunkt z00(!) der Geraden ÊA1(!)und ÊB1(!) au�erhalb des regelm�a�igen p -Ecks mit den Ecken z000(!)e2ij�, 0 6 j < p,wobei z000(!) der Schnittpunkt der Geraden ÊA0(!) und ÊB0(!) ist.Beweis. Nach der Proposition 137 liegt der Punkt z00(!) sogar au�erhalb des demPolygon umbeschriebenen Kreises.Proposition 139. Der Schnittpunkt z000(!) der Geraden ÊA0(!) und ÊB0(!) liegtin Int ÎA1(!) f�ur ! > 0.Beweis. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichung der Halbebene sindz 2 ÊA0(!) () z1 sin 3�+ z2 cos 3� = 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÊB0(!) () z1 sin�� z2 cos� = 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎA1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� 6 1S (C(sin 2�� ! cos 2�)� 1):Ich wende (A7.1) an. Es gilt � = � sin 4� < 0. Es ist also zu zeigen, da� �(!) < 0f�ur ! > 0 gilt. Es gilt wegen S = p2B�(!) � S =p2 sin 3�(A(sin 2�� ! cos 2�)� 1)� sin 4�(C(sin 2�� ! cos 2�)� 1)�p2 sin�(A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)und wegen C sin� = cos� und Ap2 sin� = 1�(!) � S sin� =(sin 3�� sin 4� cos�)(sin 2�� ! cos 2�)� sin�(sin 2�+ ! cos 2�)+ sin�(sin 4�+p2(sin�� sin 3�)):Wegen sin 3� = sin(4�� �) = sin 4� cos� � sin� cos 4�, sin 4� = 4 sin� cos� cos 2�und sin�� sin 3� = �2 sin� cos 2� folgt�(!) � S = 4 sin� cos 2�
 � cos 4�(sin 2�� ! cos 2�)� (sin 2�+ ! cos 2�):Wegen cos 4�(sin 2�� ! cos 2�) + (sin 2�+ ! cos 2�)= sin 2�(cos 4�+ 1) + ! cos 2�(1� cos 4�)= sin 2� � 2 cos2 2�+ ! cos 2� � 2 sin2 2�= 4 sin� cos� cos 2�(! sin 2�+ cos 2�)folgt �(!) � S = 4 sin� cos 2�(
 � cos�(! sin 2�+ cos 2�)):F�ur ! > 0 gilt also mit 
 = cos�� 1p2 wegenp2 cos� = p2
 + 1 und cos 2� = 2
(
 +p2);da� �(!) � S4 sin� cos 2� 6 �(0) � S4 sin� cos 2� = 
 �p2
(
 +p2)(p2
 + 1)= �
(2
2 + 3p2
 + 1)negativ ist.



76 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 140. Der Schnittpunkt (ÊA0 \ ÊB0)(!1) liegt in Int ÎB1(!1).Beweis. Nach der Proposition 130 schneiden sich die Geraden ÊB0(!1), ÊA1(!1)und ÊB1(!1) in einem Punkt. Nach der Proposition 135 liegt die Spitze z0(!1) desSektors (ÎB0 \ ÎA2)(!1) in Int(ĤA1 \ ĤB1)(!1). Damit giltz0(!1) 2 Int(ÊB0 \ ĤA1)(!1) = Int(ÊB0 \ ĤB1)(!1);Int(ÊB0 \ ÎA1)(!1) = Int(ÊB0 \ ÎB1)(!1):Nach der Proposition 139 liegt der Schnittpunkt z000(!1) der Geraden ÊA0(!1) undÊB0(!1) in Int ÎA1(!1) und damit auch in Int ÎB1(!1).Proposition 141. Der Schnittpunkt (ÊA0 \ ÊB0)(!�) liegt in Int ÎB1(!�).Beweis. Der Punkt (ÊA0\ÊB0)(!�) = (ÊB�2\ÊB0)(!�) ist eine Ecke des PolygonsTm2ZÎB2m(!�). Nach der Proposition 123 gilt(\j2Z ÎB2j)(!�) � (ÎB0 \ ÎB2)(!�) � ÎB1(!�):Proposition 142. Der Schnittpunkt (ÊA0 \ ÊB0)(!) liegt in Int ÎB1(!) f�ur alle !aus dem Intervall [!1; !�].Beweis. Nach den Propositionen 140 und 141 gilt die Behauptung f�ur ! = !1 undf�ur ! = !�, also auch f�ur alle ! 2 [!1; !�].Proposition 143. Der Schnittpunkt (ÊA2 \ ÊB2)(0) liegt in Int ÎB1(0).Beweis. Die Ungleichung der Halbebene ÎB1(0) istz 2 ÎB1(0) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 C sin 2�� 1S :F�ur den Schnittpunkt � = z000(0)e2i� der Geraden ÊA2(0) und ÊB2(0) gilt nach derProposition 136 � = z000(0)e2i� = A sin 2�� 1B sin 2� � ei�:Damit gilt nach dem Lemma 132�1 < j�j = A sin 2�� 1B sin 2� < C sin 2�� 1S sin 2� und �2 > 0:Also gilt �1 sin 2�� �2 cos 2� < C sin 2�� 1Sund damit � 2 Int ÎB1(0).Proposition 144. Der Schnittpunkt (ÊA2 \ ÊB2)(!�) liegt in Int ÎB1(!�).Beweis. Nach der Proposition 119 schneiden sich die Geraden ÊB0(!�), ÊA2(!�)und ÊB2(!�) in einem Punkt. Nach der Proposition 123 ist (ÎB0 \ ÎB2)(!�) inInt ÎB1(!�) enthalten. Damit gilt(ÊA2 \ ÊB2)(!�) = (ÊB0 \ ÊB2)(!�) � (ÎB0 \ ÎB2)(!�) � Int ÎB1(!�):



x22. Fall �(k+4; 4; 2)k 77Proposition 145. Der Schnittpunkt (ÊA2 \ ÊB2)(!) liegt in Int ÎB1(!) f�ur alle !aus dem Intervall [0; !�].Beweis. Nach den Propositionen 143 und 144 gilt die Behauptung f�ur ! = 0 undf�ur ! = !�, also auch f�ur alle ! 2 [0; !�].Proposition 146. F�ur ! 2 [0; !1] ist die Schicht\m2Z(ÎA2m [ ÎB2m)(!)� [m2Z(ÎB2m \ Int ĤA2m+1 \ Int ĤB2m+1 \ ÎA2m+2)(!)das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (ÊAm \ ÊBm)(!) und (ÊBm \ ÊAm+1)(!)und den Kanten in ÊAm(!) und ÊBm(!), genauer gilt:(ÊA0 \ ÊB0)(!); (ÊB0 \ ÊA1)(!); (ÊA1 \ ÊB1)(!);(ÊB1 \ ÊA2)(!); : : : ; (ÊB2p�1 \ ÊA0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊBm�1 \ ÊAm)(!) und (ÊAm \ ÊBm)(!)ist in der Geraden ÊAm(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊAm \ ÊBm)(!) und (ÊBm \ ÊAm+1)(!)ist in der Geraden ÊBm(!) enthalten.F�ur ! 2 [!1; !2] ist die Schicht\m2Z(ÎA2m [ ÎB2m)(!)� [m2Z(ÎB2m \ Int ĤB2m+1 \ ÎA2m+2)(!)das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (ÊA2m \ ÊB2m)(!), (ÊB2m \ ÊB2m+1)(!)und (ÊB2m+1\ÊA2m+2)(!) und den Kanten in ÊB2m(!), ÊB2m+1(!) und ÊA2m+2(!),genauer gilt: (ÊA0 \ ÊB0)(!); (ÊB0 \ ÊB1)(!); (ÊB1 \ ÊA2)(!);(ÊA2 \ ÊB2)(!); : : : ; (ÊB2p�1 \ ÊA0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊA2m \ ÊB2m)(!) und (ÊB2m \ ÊB2m+1)(!)ist in der Geraden ÊB2m(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊB2m \ ÊB2m+1)(!) und (ÊB2m+1 \ ÊA2m+2)(!)ist in der Geraden ÊB2m+1(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊB2m+1 \ ÊA2m+2)(!) und (ÊA2m+2 \ ÊB2m+2)(!)



78 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qist in der Geraden ÊA2m+2(!) enthalten.Beweis. Die Schicht �(P 0)(!) = \m2Z(ÎA2m [ ÎB2m)(!)f�ur ! 2 [0; !�] ist das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (ÊA2m \ ÊB2m)(!) und(ÊB2m \ ÊA2m+2)(!) und den Kanten in ÊA2m(!) und ÊB2m(!), genauer gilt:(ÊA0 \ ÊB0)(!); (ÊB0 \ ÊA2)(!); (ÊA2 \ ÊB2)(!);(ÊB2 \ ÊA4)(!); : : : ; (ÊB2p�2 \ ÊA0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊB2m�2 \ ÊA2m)(!) und (ÊA2m \ ÊB2m)(!)ist in der Geraden ÊA2m(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊA2m \ ÊB2m)(!) und (ÊB2m \ ÊA2m+2)(!)ist in der Geraden ÊB2m(!) enthalten.Ich bezeichne die Spitze des Sektors (ÎB0 \ ÎA2)(!) durch z0(!), die Spitze desSektors (ĤA1 \ ĤB1)(!) durch z00(!) und die Spitze des Sektors (ĤA0 \ ĤB0)(!)durch z000(!).Die Schicht �(P 0)(!) = \m2Z(ÎA2m [ ÎB2m)(!)f�ur ! 2 [0; !�] kann auch beschrieben werden als die Vereinigung des regelm�a�igenp -Ecks �(!) mit den Ecken z000(!); z000(!)e2i�; : : : ; z000(!)e(2p�2)i� mit den p Dreiecken,die unter der Anwendung der Drehung � 7! �e2i� aus dem Dreieck �(!) mit denEcken z000(!); z000(!)e2i�; z0(!) entstehen.Es sei ! 2 [0; !1]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks �(!) und des Sek-tors (ĤA1 \ ĤB1)(!) mit Spitze im Punkte z00(!). Nach der Proposition 135 liegtder Punkt z00(!) im Sektor (ÎB0 \ ÎA2)(!), nach der Proposition 138 liegt derPunkt z00(!) au�erhalb des regelm�a�igen p -Ecks �(!), also liegt die Spitze z00(!)des Sektors (ĤA1 \ ĤB1)(!) im Dreieck �(!). Nach den Propositionen 135, 139und 145 z0(!) 2 (ĤA1 \ ĤB1)(!); z000(!); z000(!)e2i� 62 (ĤA1 \ ĤB1)(!)Damit ist der Durchschnitt des Sektors (ĤA1\ĤB1)(!) mit dem Dreieck �(!) gleichdem Viereck (ÎB0 \ ĤA1 \ ĤB1 \ ÎA2)(!) mit den Ecken z0(!), (ÊB0 \ ÊA1)(!),z00(!) und (ÊB1 \ ÊA2)(!).Es sei ! 2 [!1; !2]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks �(!) und der Halb-ebene ĤB1(!). Nach den Propositionen 134, 142 und 145 giltz0(!) 2 Int ĤB1(!); z000(!); z000(!)e2i� 62 ĤB1(!):Damit ist der Durchschnitt der Halbebene ĤB1(!) mit dem Dreieck �(!) gleich demDreieck (ÎB0 \ ĤB1 \ ÎA2)(!) mit den Eckenz0(!); (ÊB0 \ ÊB1)(!) und (ÊB1 \ ÊA2)(!):



x22. Fall �(k+4; 4; 2)k 79Definition. Es sei P = P [�!d; !d] undP [0; !1] = P 0[0; !1]� [m2Z(~IB2m \ ~HA�2m+1 \ ~HB�2m+1 \ ~IA2m+2)[0; !1]= 0BBB@ \m2Z(~IA2m [ ~IB2m)� [m2Z(~IB2m \ ~HA�2m+1 \ ~HB�2m+1 \ ~IA2m+2)1CCCA [0; !1];P [!1; !2] = P 0[!1; !2]� [m2Z(~IB2m \ ~HB�2m+1 \ ~IA2m+2)[!1; !2]= 0BBB@ \m2Z(~IA2m [ ~IB2m)� [m2Z(~IB2m \ ~HB�2m+1 \ ~IA2m+2)1CCCA [!1; !2];P [!2; !3] = \m2Z(~IA2m [ ~IB2m)[!2; !3];P [!3; !4] = \m2Z ~IB2m[!3; !4];P [!4; !d] = \m2Z ~IBm[!4; !d];P [�!d; 0] = �(P [0; !d]):Es gilt �(P ) � �(P 0) = P̂ 0 � L. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, da� �(P )durch die gleichen Operationen wie P aus Im;j und Hm;j statt ~Im;j und ~Hm;j gebildetwird und �jP : P ! �(P ) ein Hom�oomorphismus ist. Es sei P̂ durch die gleichenOperationen wie P aus Îm;j und Ĥm;j statt ~Im;j und ~Hm;j gebildet. Aus P̂ 0 = �(P 0)folgt �(P ) = P̂ . Aus der Beschreibung von P 0 und den Propositionen 127 und 146ergibt sich eine Bescheibung von P . Betrachtet man die Schichten �(P )(!) genauer,so sieht man, da� die Seiten
�achen der St�ucke P [�!d; 0], P [0; !1], P [!i; !i+1] miti 2 f1; 2; 3g und P [!4; !d] so zusammenpassen, da� P keine horizontalen in denEbenen f! = 0g bzw. f! = !ig mit i 2 f1; 2; 3; 4g enthaltenen Kanten hat. DieKombinatorik der Seiten
�ache von P ist in der Abbildung dargestellt, wobei an f�urungerades n zu den beiden unteren Dreiecken und bn zu den beiden oberen Dreieckengeh�ort.
a2m�3
b2m�3

a2m�2b2m�2
a2m�1
b2m�1

a2mb2ma2m+1
b2m+1

a2m+2b2m+2
a2m+3
b2m+3

Abbildung 8. Die Seiten
�ache von P f�ur l = 1.



80 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 147. Nach der Proposition 113 gilt a�1m = ~��2(bm), b�1m = ~�2(am),amrd = bm, bmr�1d = am, r�1d bm = ~�4(am), rdam = ~��4(bm) unda�12m = ~��2(a2m+2)a�12m�1 = ~��2(a2m+1)a�12m�2= ~��2(b2m�1)a�12m+2 = ~��2(b2m�2)a�12m+1;a�12m+1 = ~��2(b2m)a�12m+2 = ~��2(a2m+2)a�12m:Satz 148. 	(P ) ist ein Fundamentalbereich f�ur die Operation von ~� auf ~G.Beweis. Um den Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identi�kationen am Randevon P unter der Operation von ~�(rd; bm) 7! ~�4(r�1d ; am);(a2m; r�1d ; a2m�1; a2m�2; b2m�2; a2m�1; b2m�1; b2m�2; b2m; a2m+2; a2m+1) 7!~��2(b2m; a2m; a2m+2; a2m+1; b2m+1; a2m+2; b2m+2; b2m+1; rd; b2m�1; b2m�2);(a2m+1; r�1d ; a2m; a2m+2) 7! ~��2(b2m+1; a2m+1; a2m+2; b2m);(a2m+1; b2m+1; a2m+2; b2m) 7! ~��2(b2m+1; rd; b2m; b2m+2)(Dabei gibt es jeweils zwei verschiedene Kanten, die in ~EA2m \ ~EB2m�2 \ ~E~e bzw.~EB2m \ ~EA2m+2 \ ~E~e enthalten sind) und die Kantenzyklen(a2m; a2m�1) 7! ~��1(a2m; b2m�2) 7! ~��3(b2m+1; b2m);(a2m; a2m�2) 7! ~��2(a2m+1; b2m) 7! ~��3(b2m; b2m�1);(a2m; b2m�1) 7! ~��1(b2m; b2m�2) 7! ~�1(a2m+1; a2m);(am; r�1d ) 7! ~��2(am; bm) 7! ~��4(rd; bm):Die ersten drei Zykel sind vom Typ à, der vierte Zykel ist vom Typ á.Bemerkung. Es bleibt zu zeigen, da� P = F~e gilt. Daf�ur sollte man zeigen, da�FE � P gilt. Ich kann zeigen, da� f�ur ! 6 !d(ĤB0 \ ÎC0)(!) � Int ĤB2(!) und (ĤB1 \ ÎC1)(!) � Int ĤB2(!)gilt. Daraus kann man folgern, da� eine der Zusammenhangskomponenten von FEgleich P ist. Ist F~e zusammenh�angend und gilt ~e 2 F~e, so folgt daraus direkt F~e = P .x23. Fall �(2k+4; 4; 2)kNotation. Es gilt #d = �k2p = �4 � � und!d = tan#d = 1� cos 2#dsin 2#d :Proposition 149. Es gilt sin 2�+ !d cos 2� = 1. Wegen 2#d = �2 � 2� giltsin 2#d = cos 2� und cos 2#d = sin 2�:Damit folgt !d = 1�sin 2�cos 2� . Nach (A1.9) giltcos�� sin� = p2 sin#d; sin�+ cos� = p2 cos#dund sin 2� = 1� 2 sin2 #d = 2 cos2 #d � 1:Nach (A1.10) gilt C = ctg� = 1+sin 2#dcos 2#d = cos 2#d1�sin 2#d .



x23. Fall �(2k+4; 4; 2)k 81Notation. Es gilt am = fm;�2, bm = fm;0 und cm = fm;2.Ungleichungen.z 2 ÎB0(!) () z1 cos�� z2 sin� 6 1B (A� 1);z 2 ÎC0(!) () z1 sin�� z2 cos� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� 6 1B (A� 1);z 2 ÎC2(!) () z1 sin 3�� z2 cos 3� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB1(!) () z1 6 1S (C � 1);z 2 ÎC1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 1S (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);Proposition 150. Es gilt 0 62 (HA0 \HB0)(!) und 0 62 (HB0 \HC0)(!).Beweis. Die Ungleichung der Halbebene istz 2 ĤB0(!) () z1 cos�� z2 sin� > A� 1B :Aus 0 2 (HA0 \HB0)(!) bzw. 0 2 (HB0 \HC0)(!) w�urde also A� 1 6 0 folgen.Proposition 151. Die Winkelhalbierende des Sektors (ĤB0 \ ĤC0)(!d) geht durchden Koordinatenursprung.Beweis. Ich wende (A7.4) mit H� = ĤB0(!d) und H+ = ĤC0(!d) an. Die Unglei-chungen der Halbebenen sindz 2 ĤB0(!d) () z1 cos�� z2 sin� > A� 1B ;z 2 ĤC0(!d) () z1 sin�� z2 cos� > A� 1B :Proposition 152. Die Geraden ÊB0(!�), ÊC0(!�) und ÊB2(!�) mit!1 = !� := 1� cos#dcos#d � tan� = tan� tan #d2 � !d 2 (0; !d)schneiden sich in einem Punkt.Beweis. Die Gleichungen der Geraden sindz 2 ÊB0(!) () z1 cos�� z2 sin� = A� 1B ;z 2 ÊB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� = A� 1B ;z 2 ÊC0(!) () z1 sin�� z2 cos� = A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1B :



82 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QIch wende (A7.2) an. Es gilt � = sin 2� > 0 und�(!) �B = (cos 2�� 1)(A� 1) + sin 2�(A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)= �2 sin�� sin�(A� 1)� cos�(A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)�:Es gilt fernersin�(A� 1)� cos�(A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)= A(sin�(1� 2 cos2 �)� ! cos� cos 2�) + (cos�� sin�)= �A cos 2�(sin�+ ! cos�) +p2 sin#d= cos� cos 2�A � (!� � !)mit !� = � tan�+ p2 sin#dA cos� cos 2�:Wegen 1A = p2 sin� und cos 2� = sin 2#d giltp2 sin#dA cos� cos 2� = 2 sin� sin#dcos� sin 2#d = 2 sin#d tan�2 sin#d cos#d = tan�cos#dund damit!� = tan� � 1� cos#dcos#d = tan� � 1� cos#dsin#d � tan#d = tan� � tan #d2 � !d:Definition. Es seiP 0 :=  \m2Z(~IA2m [ ~IB2m)[�!d; 0]! [ \m2Z(~IB2m [ ~IC2m)[0; !d]! :Aus der Proposition 68 folgt P 0 � FK. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt,da� �(P 0) durch die gleichen Operationen wie P 0 aus Im;j statt ~Im;j gebildet wird und�jP 0 : P 0 ! �(P 0) ein Hom�oomorphismus ist. Es sei P̂ 0 durch die gleichen Operationenwie P 0 aus Îm;j statt ~Im;j gebildet.Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P̂ 0. Um P̂ [0; !d] zubeschreiben, wende ich (A7.6) mit H� = ĤB0, H+ = ĤC0, � = �2 � #d = �4 + � undmit !1 = 0, !� = !�, !� = !d an. In den Propositionen 150, 151 und 102 wurdendie Voraussetzungen von (A7.6) �uberpr�uft. Ferner entsteht P̂ 0[�!d; 0] aus P̂ 0[0; !d]durch Anwendung der von ~� induzierten Isometrie von Se. Die Kombinatorik derSeiten
�ache von P̂ 0 ist in der Abbildung dargestellt. Nach der Proposition 112 gilt`�K(#d) < 1. Nach Satz 48 folgt P̂ 0 � L und damit �(P 0) = P̂ 0\L = P̂ 0. Ich untersuchejetzt die Lage von P 0 relativ zu Halbr�aumen ~IA2m+1, ~IB2m+1 und ~IC2m+1, um mitHilfe dieser Halbr�aume aus P 0 eine Teilmenge P � P 0 zu konstruieren, so da� 	(P )ein Fundamentalbereich ist.Proposition 153. F�ur den Schnittpunkt z(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊB2(!) giltz(!) = A� 1B cos�:
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Abbildung 9. Die Seiten
�ache von P̂ 0 f�ur l = 2.Beweis. Aus den Gleichungenz 2 ÊB0(!) () z1 cos�� z2 sin� = A� 1Bz 2 ÊB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� = A� 1Bl�a�t sich z(!) leicht ausrechnen.Notation. Es sei !2 := tan #d2 . Es gilt!2 = tan #d2 = 1� cos#dsin#d = sin#d1 + cos#dund cos 2#d + !2 sin 2#d = cos 3#d2cos #d2 = 2 cos#d � 1:Proposition 154. Es gilt 0 < !1 = !� < !2 < !d.Proposition 155. Es sei z0(!) der Schnittpunkt der Geraden ÊC0(!) und ÊB2(!).Dann gilt z02(!) = 1S (2 sin2 #d � !2 � ! � C sin 2#d);die Funktion z01(!) ist streng monoton wachsend, die Funktion z02(!) ist streng monotonfallend, es gilt �1 6 z01(!) f�ur � 2 (ÎC0 \ ÎB2)(!). Es gilt fernerz0(!2) = (C � 1) + i(2 sin2 #d � C sin 2#d)!2S ; z0(!d) = 2(A� 1)S � e�i#d :Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÎC0(!) () z1 sin�� z2 cos� 6 X(!);z 2 ÎB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� 6 Y (!)mit X(!) := A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1B = A(cos 2#d + ! sin 2#d)� 1Bund Y (!) := A� 1B > 0:



84 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QDamit giltz0(!) = (X(!) sin�+ Y (!) cos�) + i (Y (!) sin��X(!) cos�);die Funktion z01(!) = X(!) sin�+ Y (!) cos� ist monoton wachsend und es giltz02(!) = Y (!) sin��X(!) cos�= 1B ((A� 1) sin�� (A(cos 2#d + ! sin 2#d)� 1) cos�)= 1B ((cos�� sin�)� A((cos� cos 2#d � sin�) + ! cos� sin 2#d)):Wegen sin� = cos(�2 � �) = cos(�+ 2#d) = cos� cos 2#d � sin� sin 2#d;cos�� sin� = p2 sin#d und S = p2Bgilt z02(!) = 1S (2 sin#d � Ap2 sin 2#d(sin�+ ! cos�)):Wegen sin�+ ! cos� = sin�(1 + !C) und Ap2 sin� = 1 giltz02(!) = 1S (2 sin#d � sin 2#d(1 + !C)):Wegen 2 sin#d � sin 2#d = 2 sin#d(1� cos#d) = 2 sin2 #d � !2 giltz02(!) = 1S (2 sin2 #d � !2 � ! � C sin 2#d):F�ur � 2 (ÎC0 \ ÎB2)(!) gilt�1 = (�1 sin�� �2 cos�) sin�+ (�1 cos�+ �2 sin�) cos�6 X(!) sin�+ Y (!) cos� = z01(!):F�ur ! = !2 gilt cos 2#d + !2 sin 2#d = 2 cos#d � 1 und damitX(!2) = A(cos 2#d + !2 sin 2#d)� 1B = A(2 cos#d � 1)� 1B :Wegen (C � 1) sin� = cos�� sin�;sin�+ cos� = p2 cos#d;Ap2 sin� = 1 und S = p2Bgilt z01(!2) = X(!2) sin�+ Y (!2) cos�= 2A cos#d sin�+ A(cos�� sin�)� (sin�+ cos�)B= 2 cos#d + (C � 1)� 2 cos#dS = C � 1S :



x23. Fall �(2k+4; 4; 2)k 85Es gilt ferner z02(!2) = 2 sin2 #d � sin 2#dCS � !2:F�ur ! = !d gilt cos 2#d + !d sin 2#d = 1 und damitX(!d) = A(cos 2#d + !d sin 2#d)� 1B = A� 1B = Y (!d):Es gilt also z0(!d)A� 1 = (sin�+ cos�) + i (sin�� cos�)B= p2(cos#d � i sin#d)B = p2B � e�i#d = 2S � e�i#d:Proposition 156. F�ur den Schnittpunkt z00(!) der Geraden ÊB1(!) und ÊC1(!)gilt z00(!) = (C � 1) + i(!d � C!)S :Es gilt au�erdem z00(!d) = C � 1S cos#d � e�i#d:Beweis. Aus den Gleichungen der Geradenz 2 ÊB1(!) () z1 = C � 1Sz 2 ÊC1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� = C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1Sfolgt z001 (!) = 1S (C � 1) und wegen 1� sin 2� = !d cos 2�z002 (!) � S cos 2� = z001 (!) � S sin 2�� (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)= (!d � C!) cos 2�:Es gilt fernerz00(!d) = (C � 1) + i(!d � C!d)S = C � 1S � (1� i!d) = C � 1S cos#d � e�i#d:Bemerkung. Die Drehung � 7! �ei#d von C �uberf�uhrt die Geraden ÊB1(!) undÊC1(!) in die Geraden mit den Gleichungenz1 sin(#d + 2�) + z2 cos(#d + 2�) = C � 1S ;z1 sin(#d + 2�)� z2 cos(#d + 2�) = C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1S :



86 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 157. F�ur den Schnittpunkt z000(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊC0(!)gilt z000(!) = (A� 1) + i(!d � A!)B � e�i�:Es gilt ferner z000(!�) = A� 1B cos� und z000(!d) = A� 1B cos#d � e�i�=4:Beweis. Die Gleichungen der Geraden sindz 2 ÊB0(!) () z1 cos�� z2 sin� = A� 1B ;z 2 ÊC0(!) () z1 sin�� z2 cos� = A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1B :Die Drehung � 7! �ei� von C �uberf�uhrt den Schnittpunkt z000(!) in den Schnittpunktder Geraden mit den Gleichungenz1 = A� 1B ; z1 sin 2�� z2 cos 2� = A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1B :Aus diesen Gleichungen folgt analog zum Beweis der Proposition 156z000(!) = (A� 1) + i(!d � A!)B � e�i�und z000(!d) = � A� 1B cos#d � e�i#d� � e�i� = A� 1B cos#d � e�i�=4:Nach der Proposition 152 ist der Schnittpunkt der Geraden ÊB0(!�) und ÊC0(!�)gleich dem Schnittpunkt der Geraden ÊB0(!�) und ÊB2(!�), also gilt nach der Pro-position 153 z000(!�) = A� 1B cos�:Proposition 158. F�ur die Spitze z0(!) des Sektors (ÎC0 \ ÎB2)(!) giltz0(!) 2 Int ÎB1(!) f�ur ! < !2,z0(!2) 2 ÊB1(!2) undz0(!) 2 Int ĤB1(!) f�ur ! > !2.Es gilt(ÎC0 \ ÎB2)(!) � ÎB1(!) f�ur ! 6 !2,(ÎC0 \ ÎB2)(!) � Int ÎB1(!) f�ur ! < !2.Beweis. Die Gleichung der Halbebene ÎB1(!) istz1 6 1S (C � 1):Die Behauptung folgt nun aus der Proposition 155.



x23. Fall �(2k+4; 4; 2)k 87Lemma 159. Es gilt 0 < A� 1B < C � 1S � cos�:Beweis. Wegen S = p2B, 1A = p2 sin� und C = ctg� ist die behauptete Unglei-chungskette �aquivalent zu0 < 1�p2 sin� < (cos�� sin�) � cos�:Dabei gilt wegen (A1.14)(cos�� sin�) � cos� = cos2 �� sin� cos�= 1� sin�(sin�+ cos�) > 1�p2 sin�:Proposition 160. Es gilt ÎB0 \ ÎB2 � Int ÎB1, also ist die Menge ÎB0 \ ÎB2 \ ĤB1leer.Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÎB0(!) () z1 cos�� z2 sin� 6 A� 1B ;z 2 ÎB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� 6 A� 1B ;z 2 ÎB1(!) () z1 6 C � 1S :Aus � 2 (ÎB0 \ ÎB2)(!) folgt nach dem Lemma 159�1 6 A� 1B cos� < C � 1S ;also gilt � 2 Int ÎB1(!).Proposition 161. Es giltz0(!2) 2 (ÊB1 \ Int ĤC1)(!2) und z00(!2) 2 Int(ÎC0 \ ĤB2)(!2):Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÎC0(!) () z1 sin�� z2 cos� 6 A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1B ;z 2 ĤB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� > A� 1B ;z 2 ÎB1(!) () z1 6 C � 1S ;z 2 ĤC1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� > C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1S :Nach der Proposition 158 gilt z0(!2) 2 ÊB1(!2), worausz01(!2) = C � 1S = z001 (!2)



88 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qfolgt. Wegen C = cos 2#d1� sin 2#d = 1� 2 sin2 #d1� sin 2#dgilt z02(!2)� z002 (!2) = !2(C(1� sin 2#d) + 2 sin2 #d)� !dS = !2 � !dS < 0:Es gilt also z01(!2) = z001 (!2) und z02(!2) < z002 (!2) und folglichz01(!2) sin 2�� z02(!2) cos 2� > z001 (!2) sin 2�� z002 (!2) cos 2�;z001 (!2) sin�� z002 (!2) cos� < z01(!2) sin�� z02(!2) cos�;z001 (!2) cos�+ z002 (!2) sin� > z01(!2) cos�+ z02(!2) sin�:Aus z00(!2) 2 ÊC1(!2) und z0(!2) 2 (ÊC0\ÊB2)(!2) folgt damit z0(!2) 2 Int ĤC1(!2)und z00(!2) 2 Int(ÎC0 \ ĤB2)(!2).Proposition 162. Es giltz0(!d) 2 Int(ĤB1 \ ĤC1)(!d) und z00(!d) 2 Int(ÎC0 \ ÎB2)(!d):Beweis. Nach den Propositionen 155 und 156 giltz0(!d) = 2(A� 1)S � e�i#d und z00(!d) = C � 1S cos#d � e�i#d:Damit liegen die Punkte z0(!d) und z00(!d) auf dem Strahl R+ �e�i#d. Aus den Unglei-chungen sieht man leicht, da� der Koordinatenursprung in den Halbebenen ÎC0(!d),ÎB2(!d), ÎB1(!d) und ÎC1(!d) enthalten ist. F�ur � 2 R+ � e�i#d gilt also� 2 Int ÎC0(!d) () � 2 Int ÎB2(!d) () j�j < jz0(!d)j;� 2 Int ĤC1(!d) () � 2 Int ĤB1(!d) () j�j > jz00(!d)j:Nach der Proposition 158 gilt z0(!d) 2 Int ĤB1(!d) und damit jz0(!d)j > jz00(!d)j,also gilt z00(!d) 2 Int(ÎC0 \ ÎB2)(!d) und z0(!d) 2 Int(ĤC1 \ ĤB1)(!d).Proposition 163. Es gibt ein !3 2 (!2; !d) derart, da� f�ur die Spitze z00(!) desSektors (ÎB1 \ ÎC1)(!) gilt:z00(!) 2 Int ĤB2(!) f�ur ! < !3,z00(!3) 2 ÊB2(!3),z00(!) 2 Int ÎB2(!) f�ur ! > !3.Beweis. Nach den Propositionen 161 und 162 gilt z00(!) 2 Int ĤB2(!) f�ur ! = !2und z00(!) 2 Int ÎB2(!) f�ur ! = !d.Proposition 164. F�ur die Spitzen z0(!) bzw. z00(!) der Sektoren (ÎC0 \ ÎB2)(!)bzw. (ĤB1 \ ĤC1)(!) gilt:z0(!) 2 Int ĤC1(!) und z00(!) 2 Int ÎC0(!) f�ur ! 2 [!2; !d],z0(!) 2 Int ĤB1(!) f�ur ! > !2 und z0(!) 62 ĤB1(!) f�ur ! < !2,z00(!) 2 Int ÎB2(!) f�ur ! > !3 und z00(!) 62 ÎB2(!) f�ur ! < !3.Beweis. Es gilt z0(!) 2 Int ĤC1(!) und z00(!) 2 Int ÎC0(!) nach den Propositio-nen 161 und 162 f�ur ! = !2 und f�ur ! = !d, also auch f�ur alle ! 2 [!2; !d]. DieBehauptungen �uber ÎB1 und ÎB2 folgen aus den Propositionen 158 und 163.



x23. Fall �(2k+4; 4; 2)k 89Proposition 165. Aus der Proposition 164 folgt f�ur die Spitzen z0(!) bzw. z00(!)der Sektoren (ÎC0 \ ÎB2)(!) bzw. (ĤB1 \ ĤC1)(!)z0(!) 2 (ĤB1 \ ĤC1)(!) f�ur ! 2 [!2; !d],z0(!) 2 Int(ĤB1 \ ĤC1)(!) f�ur ! 2 (!2; !d],z00(!) 2 (ÎC0 \ ÎB2)(!) f�ur ! 2 [!3; !d],z00(!) 2 Int(ÎC0 \ ÎB2)(!) f�ur ! 2 (!3; !d].Proposition 166. F�ur den Schnittpunkt z00(!) der Geraden ÊB1(!) und ÊC1(!)und den Schnittpunkt z000(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊC0(!) gilt jz000(!)j < jz00(!)jf�ur ! 2 [0; !d].Beweis. Nach der Proposition 157 giltjz000(!)j2 = (A� 1)2 + (!d � A!)2B2 :Nach der Proposition 156 giltjz00(!)j2 = (C � 1)2 + (!d � C!)2S2 :Es sei f(!) := jz00(!)j2 � jz000(!)j2. Wegen S2 = 2B2 giltf(!) � S2 = (C � 1)2 � 2(A� 1)2 + (!d � C!)2 � 2(!d � A!)2Der Koe�zient bei !2 ist C2 � 2A2 = cos2 �� 1sin2 � = �1;also ist die Funktion f(!) konkav. Damit gen�ugt es, f(0) > 0 und f(!d) > 0 zuzeigen. Dabei gilt f(0) � S2 = (C � 1)2 � 2(A� 1)2 � !d2;f(!d) � S2 = (1 + !d2)((C � 1)2 � 2(A� 1)2):Wegen ((C � 1)2 � 2(A� 1)2) � sin2 � = (cos�� sin�)2 � (1�p2 sin�)2= 2p2 sin�(1� 1p2(sin�+ cos�))= 2p2 sin�(1� cos#d)gilt f(!d) � S2 sin� = 2p2(1 + !d2)(1� cos#d) > 0;f(0) � S2 sin� = 2p2(1� cos#d)� !d2 sin�:Es gilt p = 2k + 4, wobei k eine ungerade nat�urliche Zahl ist, damit gilt p 2 f6; 10goder p > 14. Die explizite Rechnung zeigt, da� 2p2(1�cos#d)�!d2 sin� > 0 f�ur p = 6und p = 10 gilt. F�ur p > 14 gilt2p2(1� cos#d) > 2p2 � �1� cos��4 � �14�� > 0;4und !d2 sin� = tan2 #d sin� 6 tan2 �4 sin �14 < 0;3:



90 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 167. F�ur ! 2 [!3; !d] liegt der Schnittpunkt z00(!) der Geraden ÊB1(!)und ÊC1(!) au�erhalb des regelm�a�igen p -Ecks mit den Ecken z000(!)e2ij�, 0 6 j < p,wobei z000(!) der Schnittpunkt der Geraden ÊB0(!) und ÊC0(!) ist.Beweis. Nach der Proposition 166 liegt der Punkt z00(!) sogar au�erhalb des demPolygon umbeschriebenen Kreises.Proposition 168. Der Schnittpunkt (ÊB0\ ÊC0)(!) liegt in Int ÎB1(!) f�ur ! > !�.Beweis. Die Ungleichung der Halbebene ÎB1(!) istz 2 ÎB1(!) () z1 6 C � 1S :F�ur den Schnittpunkt �(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊC0(!) gilt nach der Proposi-tion 157 �1(!) = (A� 1) cos�+ !d sin�� ! � A sin�B ; �1(!�) = A� 1B cos�:F�ur ! > !� gilt also nach dem Lemma 159�1(!) 6 �1(!�) = A� 1B cos� < C � 1Sund damit �(!) 2 Int ÎB1(!).Proposition 169. Der Schnittpunkt (ÊB2 \ ÊC2)(!) liegt in Int ÎC1(!) f�ur ! 6 !d.Beweis. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichung der Halbebene sindz 2 ÊB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� = A� 1B ;z 2 ÊC2(!) () z1 sin 3�� z2 cos 3� = A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1B ;z 2 ÎC1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1S :Ich wende (A7.1) an. Es gilt � = � cos 2� < 0. Es ist also zu zeigen, da� �(!) < 0f�ur ! 6 !d gilt. Wegen S = p2B gilt�(!) � S = p2 cos�(A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)� cos 2�(C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)�p2 sin�(A� 1):Wegen C sin� = cos� und Ap2 sin� = 1 gilt�(!) � S sin� = cos�(1� cos 2�)(sin 2�+ ! cos 2�)� sin�+ sin�(cos 2��p2(cos�� sin�)):Wegen cos 2� = 1� 2 sin2 � und 2 sin� cos� = sin 2� folgt�(!) � S = sin 2�(sin 2�+ ! cos 2�)� 2 sin2 ��p2(cos�� sin�):F�ur ! 6 !d gilt also wegen sin 2�+ !d cos 2� = 1�(!) � S 6 �(!d) � S = sin 2�� 2 sin2 ��p2(cos�� sin�)= p2(p2 sin�� 1)(cos�� sin�) < 0:



x23. Fall �(2k+4; 4; 2)k 91Proposition 170. Der Schnittpunkt (ÊB2 \ ÊC2)(!) liegt in Int ÎB1(!) f�ur alle !aus dem Intervall [!�; !2)Beweis. Nach der Proposition 158 gilt (ÎC0\ ÎB2)(!) � Int ÎB1(!) f�ur ! < !2. F�ur! 2 [!�; !2] gilt (ÊB2 \ ÊC2)(!) � (ÎC0 \ ÎB2)(!) � Int ÎB1(!):Proposition 171. Der Schnittpunkt (ÊB2 \ ÊC2)(!3) liegt in Int ÎB1(!3).Beweis. Nach der Proposition 163 schneiden sich die Geraden ÊB2(!3), ÊB1(!3)und ÊC1(!3) in einem Punkt. Nach der Proposition 165 liegt die Spitze z0(!3) desSektors (ÎC0 \ ÎB2)(!3) in Int(ĤB1 \ ĤC1)(!3). Damit giltz0(!3) 2 Int(ÊB2 \ ĤB1)(!3) = Int(ÊB2 \ ĤC1)(!3);Int(ÊB2 \ ÎB1)(!3) = Int(ÊB2 \ ÎC1)(!3):Nach der Proposition 169 gilt � 2 Int ÎC1(!3) f�ur den Schnittpunkt � der GeradenÊB2(!3) und ÊC2(!3), es folgt also � 2 Int ÎB1(!3).Proposition 172. Der Schnittpunkt (ÊB2 \ ÊC2)(!) liegt in Int ÎB1(!) f�ur alle !aus dem Intervall [!�; !3].Beweis. Nach den Propositionen 170 und 171 gilt die Behauptung f�ur ! 2 [!�; !2)und f�ur ! = !3, also auch f�ur alle ! 2 [!�; !3].Proposition 173. F�ur ! 2 [!3; !d] ist die Schicht\m2Z(ÎB2m [ ÎC2m)(!)� [m2Z(ÎC2m \ Int ĤC2m+1 \ Int ĤB2m+1 \ ÎB2m+2)(!)das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (ÊBm \ ÊCm)(!) und (ÊCm \ ÊBm+1)(!)und den Kanten in ÊBm(!) und ÊCm(!), genauer gilt:(ÊB0 \ ÊC0)(!); (ÊC0 \ ÊB1)(!); (ÊB1 \ ÊC1)(!);(ÊC1 \ ÊB2)(!); : : : ; (ÊC2p�1 \ ÊB0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊCm�1 \ ÊBm)(!) und (ÊBm \ ÊCm)(!)ist in der Geraden ÊBm(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊBm \ ÊCm)(!) und (ÊCm \ ÊBm+1)(!)ist in der Geraden ÊCm(!) enthalten.F�ur ! 2 [!2; !3] ist die Schicht\m2Z(ÎB2m [ ÎC2m)(!)� [m2Z(ÎC2m \ Int ĤC2m+1 \ ÎB2m+2)(!)



92 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qdas nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (ÊB2m \ ÊC2m)(!), (ÊC2m \ ÊC2m+1)(!)und (ÊC2m+1\ÊB2m+2)(!) und den Kanten in ÊC2m(!), ÊC2m+1(!) und ÊB2m+2(!),genauer gilt: (ÊB0 \ ÊC0)(!); (ÊC0 \ ÊC1)(!); (ÊC1 \ ÊB2)(!);(ÊB2 \ ÊC2)(!); : : : ; (ÊC2p�1 \ ÊB0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊB2m \ ÊC2m)(!) und (ÊC2m \ ÊC2m+1)(!)ist in der Geraden ÊC2m(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊC2m \ ÊC2m+1)(!) und (ÊC2m+1 \ ÊB2m+2)(!)ist in der Geraden ÊC2m+1(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊC2m+1 \ ÊB2m+2)(!) und (ÊB2m+2 \ ÊC2m+2)(!)ist in der Geraden ÊB2m+2(!) enthalten.Beweis. Die Schicht �(P 0)(!) = \m2Z(ÎB2m [ ÎC2m)(!)f�ur ! 2 [0; !�] ist das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (ÊB2m \ ÊC2m)(!)und (ÊC2m \ ÊB2m+2)(!) und den Kanten in ÊB2m(!) und ÊC2m(!), genauer gilt:(ÊB0 \ ÊC0)(!); (ÊC0 \ ÊB2)(!); (ÊB2 \ ÊC2)(!);(ÊC2 \ ÊB4)(!); : : : ; (ÊC2p�2 \ ÊB0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊC2m�2 \ ÊB2m)(!) und (ÊB2m \ ÊC2m)(!)ist in der Geraden ÊB2m(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊB2m \ ÊC2m)(!) und (ÊC2m \ ÊB2m+2)(!)ist in der Geraden ÊC2m(!) enthalten.Ich bezeichne die Spitze des Sektors (ÎC0 \ ÎB2)(!) durch z0(!), die Spitze desSektors (ĤB1 \ ĤC1)(!) durch z00(!) und die Spitze des Sektors (ĤB0 \ ĤC0)(!)durch z000(!).Die Schicht �(P 0)(!) = \m2Z(ÎB2m [ ÎC2m)(!)f�ur ! 2 [!�; !d] kann auch beschrieben werden als die Vereinigung des regelm�a�igenp -Ecks �(!) mit den Ecken z000(!); z000(!)e2i�; : : : ; z000(!)e(2p�2)i� mit den p Dreiecken,



x23. Fall �(2k+4; 4; 2)k 93die unter der Anwendung der Drehung � 7! �e2i� aus dem Dreieck �(!) mit denEcken z000(!); z000(!)e2i�; z0(!) entstehen.Es sei ! 2 [!3; !d]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks �(!) und desSektors (ĤB1 \ ĤC1)(!) mit Spitze im Punkte z00(!). Nach der Proposition 165liegt der Punkt z00(!) im Sektor (ÎC0 \ ÎB2)(!), nach der Proposition 167 liegt derPunkt z00(!) au�erhalb des regelm�a�igen p -Ecks �(!), also liegt die Spitze z00(!) desSektors (ĤB1\ĤC1)(!) im Dreieck �(!). Nach den Propositionen 165, 168 und 169gilt z0(!) 2 (ĤB1 \ ĤC1)(!); z000(!); z000(!)e2i� 62 (ĤB1 \ ĤC1)(!):Damit ist der Durchschnitt des Sektors (ĤB1\ĤC1)(!) mit dem Dreieck �(!) gleichdem Viereck (ÎC0 \ ĤB1 \ ĤC1 \ ÎB2)(!) mit den Eckenz0(!); (ÊC0 \ ÊB1)(!); z00(!); (ÊC1 \ ÊB2)(!):Es sei ! 2 [!2; !3]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks �(!) und der Halb-ebene ĤB1(!). Nach den Propositionen 164, 168 und 172 giltz0(!) 2 Int ĤB1(!); z000(!); z000(!)e2i� 62 ĤB1(!):Damit ist der Durchschnitt der Halbebene ĤB1(!) mit dem Dreieck �(!) gleich demDreieck (ÎC0 \ ĤB1 \ ÎB2)(!) mit den Eckenz0(!); (ÊC0 \ ÊB1)(!); (ÊB1 \ ÊB2)(!):Definition. Es sei P = P [�!d; !d] undP [0; !1] = \m2Z ~IB2m[0; !1];P [!1; !2] = \m2Z(~IB2m [ ~IC2m)[!1; !2];P [!2; !3] = P 0[!2; !3]� [m2Z(~IC2m \ ~HB�2m+1 \ ~IB2m+2)[!2; !3]= 0BBB@ \m2Z(~IB2m [ ~IC2m)� [m2Z(~IC2m \ ~HB�2m+1 \ ~IB2m+2)1CCCA [!2; !3];P [!3; !d] = P 0[!3; !d]� [m2Z(~IC2m \ ~HB�2m+1 \ ~HC�2m+1 \ ~IB2m+2)[!3; !d]= 0BBB@ \m2Z(~IB2m [ ~IC2m)� [m2Z(~IC2m \ ~HB�2m+1 \ ~HC�2m+1 \ ~IB2m+2)1CCCA [!3; !d];P [�!d; 0] = �(P [0; !d]):Es gilt �(P ) � �(P 0) = P̂ 0 � L. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, da� �(P )durch die gleichen Operationen wie P aus Im;j und Hm;j statt ~Im;j und ~Hm;j gebildet



94 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qwird und �jP : P ! �(P ) ein Hom�oomorphismus ist. Es sei P̂ durch die gleichenOperationen wie P aus Îm;j und Ĥm;j statt ~Im;j und ~Hm;j gebildet. Aus P̂ 0 = �(P 0)folgt �(P ) = P̂ . Aus der Beschreibung von P 0 und der Proposition 173 ergibt sicheine Bescheibung von P .Betrachtet man die Schichten �(P )(!) genauer, so sieht man, da� die Seiten
�achender St�ucke P [�!d; 0], P [0; !1], P [!i; !i+1] mit i 2 f1; 2g und P [!3; !d] so zusam-menpassen, da� P keine horizontalen in den Ebenen f! = 0g bzw. f! = !ig miti 2 f1; 2; 3g enthaltenen Kanten hat. Die Kombinatorik der Seiten
�ache von P ist inder Abbildung dargestellt.
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Abbildung 10. Die Seiten
�ache von P f�ur l = 2.Proposition 174. Nach der Proposition 113 gilta�1m = cm�4; b�1m = bm+p; c�1m = am+4;amrd = bm; bmrd = cm;bmr�1d = am; cmr�1d = bm;r�1d bm = am�2k; r�1d cm = bm�2k;rdam = bm+2k; rdbm = cm+2kund a�12m = ~��2(a2m+2)a�12m�1 = ~��2(a2m+1)a�12m�2= ~��2(c2m�1)a�12m+2 = ~��2(c2m�2)a�12m+1a�12m+1 = ~��2(c2m)a�12m+2 = ~��2(a2m+2)a�12m;b�12m = ~�k+2(b2m�1)a�12m+2 = ~�k+2(b2m�2)a�12m+1= ~�k+2(a2m+2)b�12m�1 = ~�k+2(a2m+1)b�12m�2;b�12m+1 = ~�k+2(b2m)a�12m+2 = ~�k+2(a2m+2)b�12m:



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 95Satz 175. 	(P ) ist ein Fundamentalbereich f�ur die Operation von ~� auf ~G.Beweis. Um den Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identi�kationen am Randevon P unter der Operation von ~�(rd; bm; cm) 7! ~��k(r�1d ; am; bm);(a2m; r�1d ; b2m�1; b2m�2; b2m) 7! ~��2(c2m; b2m; b2m+2; b2m+1; rd);(b2m; r�1d ; a2m; b2m�2; c2m�2; b2m�1; c2m�1; rd; c2m; b2m+2; a2m+2; b2m+1; a2m+1) 7!~�k+2(b2m; a2m; r�1d ; a2m+1; b2m+1; a2m+2; b2m+2; c2m; rd; c2m�1; b2m�1; c2m�2; b2m�2);(c2m; rd; b2m+1; b2m+2; b2m) 7! ~�2(a2m; b2m; b2m�2; b2m�1; r�1d );(a2m+1; r�1d ; b2m; b2m+1) 7! ~��2(c2m+1; b2m+1; b2m+2; rd);(b2m+1; r�1d ; a2m+1; b2m; a2m+2) 7! ~�k+2(b2m+1; a2m+1; r�1d ; a2m+2; b2m);(b2m+1; rd; c2m+1; b2m+2; c2m) 7! ~�k+2(b2m+1; c2m+1; rd; c2m; b2m+2);(c2m+1; rd; b2m+2; b2m+1) 7! ~�2(a2m+1; b2m+1; b2m; r�1d )und die Kantenzyklen(a2m; b2m�1) 7! ~��1(b2m; c2m�2) 7! ~�k+1(b2m+1; b2m);(a2m; b2m�2) 7! ~��2(b2m+1; c2m) 7! ~�k+1(b2m; b2m�1);(a2m+1; b2m) 7! ~��1(b2m; c2m�1) 7! ~�k+2(b2m; b2m�2);(am; r�1d ) 7! ~��2(bm; cm) 7! ~�k(rd; bm);(bm; r�1d ) 7! ~�k+2(am; bm) 7! ~�k(rd; cm):Die ersten drei Zykel sind vom Typ à, die letzten zwei Zykel sind vom Typ á.Bemerkung. Es bleibt zu zeigen, da� P = F~e gilt. Daf�ur sollte man zeigen, da�FE � P gilt.x24. Fall �(3k+4; 4; 2)kNotation. Es gilt #d = �k2p = �6 � 2�3 und !d = tan#d. Es sei � := � + #d = �6 + �3 .Es gilt � = 3�� �2 und damit sin 3� = cos�;cos 3� = � sin�:Daraus folgt A = � 1p2 cos 3� und C = � tan 3�:Es gilt ferner #d = �� � = �2 � 2� und !d = ctg 2�. Es gilt3�� 2� = �2 � � und damit sin(3�� 2�) = cos�;cos(3�� 2�) = sin�:Proposition 176. Es gilt�6 < � < �4 < �3 < 2� < �2 < 3� < 2�3 < 4� < � < 4�3 < 8� < 2�:Es gilt sin 2�+ !d cos 2� = 1sin 2� und sin 2�� !d cos 2� = � cos 4�sin 2� .



96 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QNotation. Es sei 
 := 1p2 � sin�. Wegen �=6 < � < �=4 gilt 0 < 
 < p2�12 . Esgilt cos 2� = 1� 2 sin2 � = 2
(p2� 
) und p2 sin� = 1� 
p2.Notation. Es sei!1 := 2
2sin 2�; !2 := 2
2 tan�cos 2� ; !3 = !� := 
cos�:Proposition 177. Es gilt 0 < !1 < !2 < !3 = !� < !d.Beweis. Mit 
 = 1p2 � sin�, cos 2� = 2
(p2� 
) und p2 sin� = 1� 
p2 folgt!1 cos� = 
2p21� 
p2 !2 cos� = 
(1� 
p2)2� 
p2!� cos� = 
 !d cos� = 
(2� 
p2)1� 
p2Die behauptete Ungleichungskette ist somit �aquivalent zu der Ungleichungskette0 < 
p21� 
p2 < 1� 
p22� 
p2 < 1 < 2� 
p21� 
p2 :F�ur 
 2 (0; p2�12 ) sind diese Ungleichungen erf�ullt.Notation. Es giltam = fm;�3; bm = fm;�1; cm = fm;1; dm = fm;3:Ungleichungen.z 2 ÎA0(!) () z1 cos 9�� z2 sin 9� 6 � 1B (A(sin 6�� ! cos 6�) + 1);z 2 ÎB0(!) () �z1 cos 5�+ z2 sin 5� 6 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÎC0(!) () z1 cos�� z2 sin� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎD0(!) () z1 cos 3�+ z2 sin 3� > 1B (A(sin 6�+ ! cos 6�) + 1);z 2 ÎA2(!) () z1 cos 3�� z2 sin 3� > 1B (A(sin 6�� ! cos 6�) + 1);z 2 ÎB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� 6 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÎC2(!) () �z1 cos 5�� z2 sin 5� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎD2(!) () z1 cos 9�+ z2 sin 9� 6 � 1B (A(sin 6�+ ! cos 6�) + 1);z 2 ÎB1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� 6 1S (C(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÎC1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 1S (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎD1(!) () z1 sin 6�+ z2 cos 6� > 1S (C(sin 6�� ! cos 6�) + 1):



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 97Lemma 178. Es gilt 0 < C � sin 2�S < �A cos 4�+ sin 2�B sin� :Beweis. Es gilt C � sin 2� > 1� sin 2� > 0 undC � sin 2�S < �A cos 4�+ sin 2�B sin�() (C � sin 2�) sin� < �p2(A cos 4�+ sin 2�)() sin� sin 3�+ sin� sin 2� cos 3� < p2 sin 2� cos 3�� cos 4�() cos� cos 3� < sin 2� cos 3�(p2� sin�)() 2 sin�(p2� sin�) < 1() �(p2 sin�� 1)2 < 0:Proposition 179. Es gilt 0 62 (ĤB0\ĤC0)(!) und 0 62 (ĤB0\ĤD0)(!) f�ur ! 6 !d.Beweis. Die Ungleichung der Halbebene istz 2 ĤB0(!) () �z1 cos 5�+ z2 sin 5� > 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1):F�ur ! 6 !d giltA(sin 2�� ! cos 2�)� 1 > A(sin 2�� !d cos 2�)� 1 = �A cos 4�+ sin 2�sin 2� > 0nach dem Lemma 178 und damit 0 62 ĤB0(!).Proposition 180. Die Winkelhalbierende des Sektors (ĤB0 \ ĤC0)(0) geht durchden Koordinatenursprung.Beweis. Ich wende (A7.4) mit H� = ĤB0(0) und H+ = ĤC0(0) an. Die Ungleich-ungen der Halbebenen sindz 2 ĤB0(0) () �z1 cos 5�+ z2 sin 5� > 1B (A sin 2�� 1);z 2 ĤC0(0) () z1 cos�� z2 sin� > 1B (A sin 2�� 1):Proposition 181. Die Geraden ÊC0(!�), ÊD0(!�) und ÊB2(!�) schneiden sich ineinem Punkt. Es gilt(ÊD0 \ ÊB2)(!) � Int ÎC0(!) f�ur ! < !�,(ÊD0 \ ÊB2)(!) � Int ĤC0(!) f�ur ! > !�.Beweis. Die Gleichungen der Geraden sindz 2 ÊD0(!) () z1 cos 3�+ z2 sin 3� = 1B (A(sin 6�+ ! cos 6�) + 1);z 2 ÊB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� = 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÎC0(!) () z1 cos�� z2 sin� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):



98 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QIch wende (A7.1) an. Es gilt � = � sin 2� < 0. Es ist also zu zeigen, da� �(!�) = 0,�(!) < 0 f�ur ! < !� und �(!) > 0 f�ur ! > !� gilt. Es gilt�(!) �B =sin 4�(A(sin 2�� ! cos 2�)� 1)� A sin 2�((sin 2�+ ! cos 2�) + (sin 6�+ ! cos 6�))=A sin 2�(sin 4�� (sin 2�+ sin 6�))� sin 4�� ! � A(sin 4� cos 2�+ sin 2�(cos 2�+ cos 6�)):Wegen sin 2�+ sin 6� = 2 sin 4� cos 2� und cos 2�+ cos 6� = 2 cos 2� cos 4� folgt�(!) �Bsin 4� = A sin 2�(1� 2 cos 2�)� 1� ! � A(cos 2�+ cos 4�):Wegen Ap2 cos 3� = �1 und cos 3� = cos�(2 cos 2�� 1) giltA(cos 2�+ cos 4�) = A � 2 cos� cos 3� = �p2 cos�und A sin 2�(1� 2 cos 2�) = A � 2 sin� cos�(1� 2 cos 2�)= �2A sin� cos 3� = p2 sin�:Daraus folgt�(!) �Bsin 4� = p2 sin�� 1 + ! � p2 cos� = �p2 cos�(!� � !):Proposition 182. Die Winkelhalbierende des Sektors (ĤB0 \ ĤD0)(!d) geht durchden Koordinatenursprung.Beweis. Ich wende (A7.4) mit H� = ĤB0(!d) und H+ = ĤD0(!d) an. Die Un-gleichungen der Halbebenen sindz 2 ĤB0(!d) () z1 cos 5�� z2 sin 5� 6 A cos 4�+ sin 2�B sin 2� ;z 2 ĤD0(!d) () z1 cos 3�+ z2 sin 3� 6 A cos 4�+ sin 2�B sin 2� :Proposition 183. Es gilt(1) (ÊB0 \ ÊD0)(!d) � Int ÎC0(!d),(2) (ÊC0 \ ÊD0)(!d) � Int ÎC1(!d),(3) (ÊB2 \ ÊC2)(!d) � Int ÎC1(!d),(4) (ÊD0 \ ÊB2)(!d) � Int ĤC1(!d),(5) (ÊB2 \ ÊC2)(!d) � Int ÎC0(!d).Beweis. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÊB0(!d) () z1 cos 5�� z2 sin 5� = �X;z 2 ÎC0(!d) () z1 cos�� z2 sin� 6 Y;z 2 ÊD0(!d) () z1 cos 3�+ z2 sin 3� = �X;z 2 ÊB2(!d) () z1 cos�+ z2 sin� = X;z 2 ÊC2(!d) () z1 cos 5�+ z2 sin 5� = �Y;z 2 ÎC1(!d) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 Z



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 99mit X = �A cos 4�+ sin 2�B sin 2� ; Y = A� sin 2�B sin 2� ; Z = C � sin 2�S sin 2� :Nach dem Lemma 178 gilt X > Z sin� > 0. Die Drehung �(�) = � � ie�2i� von C�uberf�uhrt diese Geraden und Halbebenen in die Geraden und Halbebenen mit denfolgenden Gleichungen und Ungleichungenz 2 �(ÊB0(!d)) () z1 sin 7�+ z2 cos 7� = �X;z 2 �(ÎC0(!d)) () z1 sin 3�+ z2 cos 3� 6 Y;z 2 �(ÊD0(!d)) () z1 sin�� z2 cos� = X;z 2 �(ÊB2(!d)) () z1 sin�+ z2 cos� = X;z 2 �(ÊC2(!d)) () z1 sin 3�� z2 cos 3� = Y;z 2 �(ÎC1(!d)) () z1 6 Z:(1) Ich zeige �((ÊB0 \ ÊD0)(!d)) � �(Int ÎC0(!d)). Aus z 2 �((ÊB0 \ ÊD0)(!d))folgt �z1 sin 7�� z2 cos 7� = z1 sin�� z2 cos� = X und damitz1(sin�� sin 7�)� z2(cos�+ cos 7�) = 2X:Wegen sin��sin 7� = �2 sin 3� cos 4� und cos�+cos 7� = 2 cos 3� cos 4� folgt(z1 sin 3�+ z2 cos 3�) cos 4� = �X:Andererseits gilt z 2 �(Int ÎC0(!d)) () z1 sin 3�+ z2 cos 3� < Y . Es bleibtalso, X + Y cos 4� < 0zu zeigen. Dabei gilt�(X + Y cos 4�)B sin 2� = (A cos 4�+ sin 2�)� (A� sin 2�) cos 4�= sin 2�(1 + cos 4�) > 0:(2) Ich zeige �((ÊC0 \ ÊD0)(!d)) � �(Int ÎC1(!d)). Aus z 2 �((ÊC0 \ ÊD0)(!d))folgt z1 sin 3�+ z2 cos 3� = Y und z1 sin�� z2 cos� = X und damitz1 sin 4� = X cos 3�+ Y cos�:Andererseits gilt z 2 �(Int ÎC1(!d)) () z1 < Z. Es bleibt also,X cos 3�+ Y cos� < Z sin 4�zu zeigen. Dabei gilt Z � S sin 2� = C � sin 2�. Wegencos� = cos(4�� 3�) = cos 3� cos 4�+ sin 3� sin 4�;cos�+ cos 3� = 2 cos� cos 2�gilt (X cos 3�+ Y cos�)B sin 2�= �(A cos 4�+ sin 2�) cos 3�+ (A� sin 2�) cos�= A(cos�� cos 4� cos 3�)� sin 2�(cos�+ cos 3�)= A sin 3� sin 4�� 2 cos� cos 2� sin 2�= sin 4�(A sin 3�� cos�):



100 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QWegen S = p2B ist X cos 3�+ Y cos� < Z sin 4� �aquivalent zup2(A sin 3�� cos�) < C � sin 2�:Wegen Ap2 sin 3� = � tan 3� = C ist diese Ungleichung �aquivalent zu derUngleichung p2 cos� > sin 2� und damit zu p2 sin� < 1.(3) Ich zeige �((ÊB2\ÊC2)(!d)) � �(Int ÎC1(!d)). Die Spiegelung an der z1-Achse�uberf�uhrt den Punkt �((ÊB2 \ ÊC2)(!d)) in den Punkt �((ÊC0 \ ÊD0)(!d))und die Halbebene �(Int ÎC1(!d)) in sich. Es wurde bereits gezeigt, da� derPunkt �((ÊC0 \ ÊD0)(!d)) im Inneren der Halbebene �(ÎC1(!d)) liegt, alsoliegt der Punkt �((ÊB2 \ ÊC2)(!d)) im Inneren der Halbebene �(ÎC1(!d)).(4) Ich zeige �((ÊD0 \ ÊB2)(!d)) � �(Int ĤC1(!d)). Die Ungleichung der Halb-ebene �(Int ĤC1(!d)) ist z1 > Z. Aus z 2 �((ÊD0 \ ÊB2)(!d)) folgtz1 sin�� z2 cos� = z1 sin�+ z2 cos� = Xund damit z1 sin� = X. Es bleibt also,X > Z sin�zu zeigen, was nach dem Lemma 178 gilt.(5) Ich zeige �((ÊB2 \ ÊC2)(!d)) � �(Int ÎC0(!d)). Die Gleichungen der Geradenund die Ungleichung der Halbebene sindz 2 �(ÊB2(!d)) () z1 sin�+ z2 cos� = X;z 2 �(ÊC2(!d)) () z1 sin 3�� z2 cos 3� = Y;z 2 �(ÎC0(!d)) () z1 sin 3�+ z2 cos 3� 6 Y:Ich wende (A7.1) an. Es gilt � = � sin 4� < 0. Es ist also zu zeigen, da� � < 0gilt. Es gilt � = X sin 6�� Y (sin 4�� sin 2�):Wegen sin 4�� sin 2� = 2 sin� cos 3� und sin 6� = 2 sin 3� cos 3� gilt� = 2 cos 3�(X sin 3�� Y sin�):Es gilt (X sin 3�� Y sin�)B sin 2� == �(A cos 4�+ sin 2�) sin 3�� (A� sin 2�) sin�= �A(sin�+ sin 3� cos 4�)� sin 2�(sin 3�� sin�):Wegen sin� = sin(4�� 3�) = sin 4� cos 3�� sin 3� cos 4�;sin 3�� sin� = 2 sin� cos 2�gilt (X sin 3�� Y sin�)B sin 2� = � sin 4�(A cos 3�+ sin�)= 
 � sin 4�mit 
 = 1p2 � sin�. Damit gilt� �B sin 2� = 2 cos 3� sin 4� � 
 < 0:



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 101Proposition 184. Es gilt (ÊB0 \ ÊD0)(0) � Int ÎB2(0).Beweis. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichung der Halbebene sindz 2 ÊB0(0) () z1 cos 5�� z2 sin 5� = � 1B (A sin 2�� 1);z 2 ÊD0(0) () z1 cos 3�+ z2 sin 3� = 1B (A sin 6�+ 1);z 2 ÎB2(0) () z1 cos�+ z2 sin� 6 1B (A sin 2�� 1):Ich wende (A7.1) an. Es gilt � = sin 8� < 0. Es ist also zu zeigen, da� � < 0 gilt. Esgilt wegen sin 2�+ sin 8� = 2 sin 5� cos 3� und sin 6� = 2 sin 3� cos 3�� �B = (sin 2�+ sin 8�)(A sin 2�� 1)� sin 6�(A sin 6�+ 1)= 2 cos 3�(sin 5�(A sin 2�� 1)� sin 3�(A sin 6�+ 1))= 2A cos 3�(sin 2� sin 5�� sin 3� sin 6�) + 2 sin�(sin 3�+ sin 5�):Wegen Ap2 cos 3� = �1, sin 3�+ sin 5� = 2 sin 4� cos� undsin 2� sin 5�� sin 3� sin 6� = � sin � sin 8�nach (A1.8) folgt � �B = p2 sin� sin 8�+ 4 sin 4� cos� sin�= 2p2 sin 4�(sin� cos 4�+p2 cos� sin�):Es gilt sin� cos 4�+p2 cos� sin� < sin �6 cos 2�3 +p2 cos �6 sin�=r32 � � sin�� 12p6�:Es gilt p = 3k + 4, wobei k eine ungerade nat�urliche Zahl ist, damit gilt entwederp 2 f7; 10; 13g oder p > 16. F�ur p > 16 gilt sin� 6 sin �16 < 12p6 und damit � < 0.F�ur p 2 f7; 10; 13g folgt � < 0 durch explizite Rechnung.Proposition 185. Es gilt (ÎB0 \ ÎD0)(!) � Int ÎC0(!) f�ur alle ! 2 R. Die Ge-rade ÊC0(!) ist orthogonal zu der (gemeinsamen) winkelhalbierenden Geraden derSektoren (ÎB0 \ ÎD0)(!) und (ĤB0 \ ĤD0)(!).Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÎB0(!) () z1 cos 5�� z2 sin 5� > � 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÎD0(!) () z1 cos 3�+ z2 sin 3� > 1B (A(sin 6�+ ! cos 6�) + 1);z 2 ÎC0(!) () z1 cos�� z2 sin� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):Es sei z 2 (ÎB0 \ ÎD0)(!), dann giltz1(cos 3�+ cos 5�)� z2(sin 5�� sin 3�)> A((sin 6�� sin 2�) + !(cos 2�+ cos 6�)) + 2B



102 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QWegen cos 3�+cos 5� = 2 cos� cos 4�, sin 5��sin 3� = 2 sin� cos 4�, sin 6��sin 2� =2 sin 2� cos 4�, cos 2�+ cos 6� = 2 cos 2� cos 4� und cos 4� < 0 giltz1 cos�� z2 sin� 6 A(sin 2�+ ! cos 2�) + 1cos 4�B< A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1B :Diese Rechnung zeigt ferner, da� die Geraden mit den Gleichungen z1 cos��z2 sin� =const orthogonal zu der (gemeinsamen) winkelhalbierenden Geraden der Sektoren(ÎB0 \ ÎD0)(!) und (ĤB0 \ ĤD0)(!) ist, also auch die Gerade ÊC0(!).Definition. Es sei P 0 = P 0[�!d; !d],P 0[0; !�] := \m2Z(~IB2m [ ~IC2m)[0; !�];P 0[!�; !d] := \m2Z(~IB2m [ ~IC2m [ ~ID2m)[!�; !d]und P 0[�!d; 0] := �(P 0[0; !d]). Aus der Proposition 68 folgt P 0 � FK. Aus den Pro-positionen 45 und 69 folgt, da� �(P 0) durch die gleichen Operationen wie P 0 aus Im;jstatt ~Im;j gebildet wird und �jP 0 : P 0 ! �(P 0) ein Hom�oomorphismus ist. Es sei P̂ 0durch die gleichen Operationen wie P 0 aus Îm;j statt ~Im;j gebildet.Ich untersuche nun die kombinatorische Struktur des Randes von P̂ 0.Um P̂ 0[0; !�] zu beschreiben, wende ich (A7.6) mit H� = ĤB0, H+ = ĤC0, � =�2 � #d = �3 + 2�3 und mit !� = 0 an. In den Propositionen 179 und 180 wurden dieVoraussetzungen von (A7.6) �uberpr�uft. Nach der Proposition 183 liegt der Punkt(ÊB2 \ ÊC2)(!d) im Inneren der Halbebene ÎC0(!d), also gilt !+ > !d.Um P̂ 0[!�; !d] zu beschreiben, wende ich zuerst (A7.6) mit H� = ĤB0, H+ = ĤD0,� = �2 �2#d = �6 + 4�3 und mit !� = !d an. In den Propositionen 179 und 182 wurdendie Voraussetzungen der Proposition (A7.6) �uberpr�uft. Nach der Proposition 184gilt (ÊB0 \ ÊD0)(0) � Int ÎB2(0) und damit !� < 0. Nach der Proposition 185gilt (ÎB0 \ ÎD0)(!) � Int ÎC0(!) f�ur alle ! 2 R, also ist die Strecke zwischen denPunkten (ÊB0 \ ÊC0)(!) und (ÊD0 \ ÊC0)(!) gleich (ÊC0 \ (ĤB0 \ ĤD0))(!), undes gilt (ÊB0 \ ÊD0)(!) � Int ÎC0(!). F�ur eine Gerade E seid�(E)(!) := d(E(!); (ÊB0 \ ÊD0)(!)):Nach der Proposition 185 ist die Gerade ÊC0(!) orthogonal zu der winkelhalbieren-den Geraden des Sektors (ĤB0 \ ĤD0)(!), also giltd�(ÊC0 \ ÊB0)(!) = d�(ÊC0 \ ÊD0)(!):Aus (A7.6) folgt d�(ÊD�2 \ ÊB0)(!d) = d�(ÊB2 \ ÊD0)(!d)und d�(ÊD�2 \ ÊB0)(!�) > d�(ÊB2 \ ÊD0)(!�):



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 103Nach der Proposition 181 gilt (ÊD0 \ ÊB2)(!d) � Int ĤC0(!d). Nach der Proposi-tion 183 gilt (ÊB0 \ ÊD0)(!d) � Int ÎC0(!d). Damit gilt f�ur ! = !dd�(ÊD�2 \ ÊB0)(!) = d�(ÊB2 \ ÊD0)(!)> d�(ÊC0 \ ÊD0)(!) = d�(ÊC0 \ ÊB0)(!):Nach der Proposition 181 gilt (ÊC0 \ ÊD0)(!�) = (ÊD0 \ ÊB2)(!�) und damitd�(ÊD�2 \ ÊB0)(!) > d�(ÊB2 \ ÊD0)(!)= d�(ÊC0 \ ÊD0)(!)= d�(ÊC0 \ ÊB0)(!)f�ur ! = !�. Damit gilt (ÊB0 \ ÊD0)(!) � Int ÎC0(!);(ÊD�2 \ ÊB0)(!) � ĤC0(!);(ÊD�2 \ ÊB0)(!) � ĤC0(!)f�ur ! 2 [!�; !d].Die Kombinatorik der Seiten
�ache von P̂ 0 ist in der Abbildung dargestellt. Nach derProposition 112 gilt `�K(#d) < 1. Nach Satz 48 folgt P̂ 0 � L und damit �(P 0) =P̂ 0 \ L = P̂ 0. Ich untersuche jetzt die Lage von P 0 relativ zu Halbr�aumen ~IB2m+1und ~IC2m+1, um mit Hilfe dieser Halbr�aume aus P 0 eine Teilmenge P � P 0 zu kon-struieren, so da� 	(P ) ein Fundamentalbereich ist.
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Abbildung 11. Die Seiten
�ache von P̂ 0 f�ur l = 3.Proposition 186. F�ur den Schnittpunkt z0(!) der Geraden ÊC0(!) und ÊB2(!) giltz0(!) = A sin 2�� 1B cos� � i! � A cos 2�B sin� :



104 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QBeweis. Aus den Gleichungenz 2 ÊC0(!) () z1 cos�� z2 sin� = A sin 2�� 1B + ! � A cos 2�Bz 2 ÊB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� = A sin 2�� 1B � ! � A cos 2�Bl�a�t sich z0(!) leicht ausrechnen.Proposition 187. F�ur den Schnittpunkt z00(!) der Geraden ÊB1(!) und ÊC1(!)gilt z00(!) = C sin 2�� 1S sin 2� � i! � CS :Beweis. Aus den Gleichungenz 2 ÊB1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� = C sin 2�� 1S � ! � C cos 2�Sz 2 ÊC1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� = C sin 2�� 1S + ! � C cos 2�Sl�a�t sich z00(!) leicht ausrechnen.Proposition 188. Die Geraden ÊD0(!4), ÊB2(!4) und ÊC1(!4) schneiden sich ineinem Punkt f�ur ein !4 2 (!�; !d). Es gilt(ÎD0 \ ÎB2)(!) � Int ÎC1(!) f�ur ! < !4,(ÎD0 \ ÎB2)(!) � ÎC1(!) f�ur ! 6 !4.F�ur den Schnittpunkt z(!) der Geraden ÊD0(!) und ÊB2(!) giltz(!4) 2 ÊC1(!4),z(!) 2 Int ÎC1(!) f�ur ! < !4,z(!) 2 Int ĤC1(!) f�ur ! > !4.Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÎD0(!) () z1 cos 3�+ z2 sin 3� > A(sin 6�+ ! cos 6�) + 1B ;z 2 ÎB2(!) () �z1 cos�� z2 sin� > �A(sin 2�� ! cos 2�)� 1B ;z 2 ÎC1(!) () �z1 sin 2�+ z2 cos 2� > �C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1S :Ich wende (A7.3) an. Es gilt�1 = � cos� < 0; �2 = � cos� < 0; �3 = sin 2� > 0:Es ist also zu zeigen, da� �(!�) < 0 und �(!d) > 0 gilt. Es gilt wegen S = p2B�(!) � S =� cos�p2(A(sin 6�+ ! cos 6�) + 1)+ cos�p2(A(sin 2�� ! cos 2�)� 1)� sin 2�(C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 105und wegen Ap2 cos 3� = �1 und C cos 3� = � sin 3� gilt�(!) � S cos 3�cos� = (sin 6�+ ! cos 6�)� (sin 2�� ! cos 2�)+ 2 sin� sin 3�(sin 2�+ ! cos 2�)+ 2 cos 3�(sin��p2):Wegen sin 6�� sin 2� = 2 sin 2� cos 4� und cos 6�+ cos 2� = 2 cos 2� cos 4� gilt�(!) � S cos 3�2 cos� =(cos 4�+ sin� sin 3�)(sin 2�+ ! cos 2�)+ cos 3�(sin��p2):Wegen cos 4� = cos(�+ 3�) = cos� cos 3�� sin� sin 3� gilt�(!) � S2 cos� = cos�(sin 2�+ ! cos 2�) + (sin��p2):Es gilt sin 2�+ !� cos 2� = p2(sin 2� cos�� sin� cos 2�) + cos 2�p2 cos�= p2 sin�+ cos 2�p2 cos�und damit �(!�) � Sp2 cos� = 2p2 sin�+ cos 2�� 2 = �2
2 < 0:Es gilt ferner sin 2�+ !d cos 2� = 1sin 2� und damit�(!d) � S tan� = 2
2 > 0:Proposition 189. F�ur ! 2 [!4; !d] ist die Schicht\m2Z(ÎB2m [ ÎC2m [ ÎD2m)(!)� \m2Z(ÎD2m \ Int ĤC2m+1 \ ÎB2m+2)(!)das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken(ÊB2m \ ÊC2m)(!); (ÊC2m \ ÊD2m)(!);(ÊD2m \ ÊC2m+1)(!); (ÊC2m+1 \ ÊB2m+2)(!)und den Kanten ÊC2m(!), ÊD2m(!), ÊC2m+1(!) und ÊB2m+2(!), genauer gilt:(ÊB0 \ ÊC0)(!); (ÊC0 \ ÊD0)(!); (ÊD0 \ ÊC1)(!);(ÊC1 \ ÊB2)(!); (ÊB2 \ ÊC2)(!); (ÊC2 \ ÊD2)(!);(ÊD2 \ ÊC3)(!); (ÊC3 \ ÊB4)(!); : : : ; (ÊC2p�1 \ ÊB0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊB2m \ ÊC2m)(!) und (ÊC2m \ ÊD2m)(!)



106 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qist in der Geraden ÊC2m(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊC2m \ ÊD2m)(!) und (ÊD2m \ ÊC2m+1)(!)ist in der Geraden ÊD2m(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊD2m \ ÊC2m+1)(!) und (ÊC2m+1 \ ÊB2m+2)(!)ist in der Geraden ÊC2m+1(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊC2m+1 \ ÊB2m+2)(!) und (ÊB2m+2 \ ÊC2m+2)(!)ist in der Geraden ÊB2m+2(!) enthalten.Beweis. Es sei ! 2 [!4; !d]. Die Schicht�(P 0)(!) = \m2Z(ÎB2m [ ÎC2m [ ÎD2m)(!)kann auch beschrieben werden als die Vereinigung des konvexen 2p -Ecks mit denEcken (ÊB0 \ ÊC0)(!); (ÊC0 \ ÊD0)(!); (ÊB2 \ ÊC2)(!);(ÊC2 \ ÊD2)(!); : : : ; (ÊC2p�2 \ ÊD2p�2)(!)mit den p Dreiecken, die unter der Anwendung der Drehung � 7! �e2i� aus demDreieck �(!) mit den Ecken (ÊC0 \ ÊD0)(!), (ÊD0 \ ÊB2)(!) und (ÊB2 \ ÊC2)(!)entstehen. Das Dreieck �(!) ist enthalten im Sektor (ÎD0 \ ÎB2)(!). Ich betrachtedie relative Lage des Dreiecks �(!) und der Halbebene ĤC1(!). Nach der Proposi-tion 188 gilt (ÊD0 \ ÊB2)(!4) � ÊC1(!4);(ÎD0 \ ÎB2)(!4) � ÎC1(!4);also gilt (ÊC0 \ ÊD0)(!4); (ÊB2 \ ÊC2)(!d) � ÎC1(!d). Nach der Proposition 183gilt (ÊC0 \ ÊD0)(!d) � Int ÎC1(!d);(ÊB2 \ ÊC2)(!d) � Int ÎC1(!d);(ÊD0 \ ÊB2)(!d) � Int ĤC1(!d):Damit gilt (ÊC0 \ ÊD0)(!) � ÎC1(!);(ÊB2 \ ÊC2)(!) � ÎC1(!);(ÊD0 \ ÊB2)(!) � Int ĤC1(!)f�ur alle ! 2 [!4; !d], also ist der Durchschnitt der Halbebene ĤC1(!) mit dem Drei-eck �(!) gleich dem Dreieck (ÎD0 \ ĤC1 \ ÎB2)(!) mit den Ecken (ÊD0 \ ÊB2)(!),(ÊD0 \ ÊC1)(!) und (ÊC1 \ ÊB2)(!).



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 107Lemma 190. Es gilt(1) 2A� C = p2� cos�sin� ,(2) 2A2 � C2 = 1,(3) Ap2 sin 2�� C cos� = sin�,(4) 2 sin� � A sin 2�� 1B � C sin 2�� 1S = 2
2S > 0,(5) 0 < A sin 2�� 1B < C sin 2�� 1S < 2 sin� � A sin 2�� 1B .Beweis. Es gilt(1) Es gilt 2A� C = p2sin� � ctg�.(2) Es gilt 2A2 � C2 = 1�cos2 �sin2 � = 1.(3) Wegen Ap2 cos 3� = �1 und C cos 3� = � sin 3� gilt(Ap2 sin 2�� C cos�) � (� cos 3�) = sin 2�� sin 3� cos�:Wegen sin 2� = sin(3�� �) = sin 3� cos�� sin� cos 3� folgtAp2 sin 2�� C cos� = sin�:(4) Wegen S = p2B gilt2 sin� � A sin 2�� 1B � C sin 2�� 1S= 2p2 sin�(A sin 2�� 1)� (C sin 2�� 1)S :Es gilt ferner2p2 sin�(A sin 2�� 1)� (C sin 2�� 1)= 2 sin�(Ap2 sin 2�� C cos�)� 2p2 sin�+ 1= 2 sin2 �� 2p2 sin�+ 1 = 2
2 > 0:(5) Es bleibt, 0 < A sin 2�� 1B < C sin 2�� 1Szu zeigen. Wegen S = p2B, Ap2 cos 3� = �1 und C cos 3� = � sin 3� sinddiese Ungleichungen �aquivalent zu0 < sin 2�+p2 cos 3� < sin 2� sin 3�+ cos 3�:Dabei giltsin 2�+p2 cos 3� > sin �3 +p2 cos 2�3 = p3�p22 > 0und mit (A1.4)(sin 2� sin 3�+ cos 3�)� (sin 2�+p2 cos 3�)= � cos 3�(p2� 1)� sin 2�(1� sin 3�)> � cos 3�(p2� 1)� (1� sin 3�)= sin�(p2� 1)� (1� cos�)= sin�((p2� 1)� tan(�=2))> sin�((p2� 1)� tan(�=14)) > 0:



108 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QLemma 191. Es gilt C sin�S � A cos 2�B = cos�S > 0und damit A cos 2�B sin� < CS :Beweis. Wegen S = p2B giltC sin�S � A cos 2�B = 1S (C sin�� Ap2 cos 2�):Wegen Ap2 cos 3� = �1 und C cos 3� = � sin 3� gilt(C sin�� Ap2 cos 2�) � (� cos 3�) = sin 3� sin�� cos 2�:Wegen cos 2� = cos(3�� �) = cos� cos 3�+ sin� sin 3� folgtC sin�� Ap2 cos 2� = cos�:Proposition 192. Die Geraden ÊC0(!1), ÊB1(!1) und ÊC1(!1) schneiden sich ineinem Punkt.Beweis. In der Proposition 187 wurde der Schnittpunktz00(!) = C sin 2�� 1S sin 2� � i! � CSder Geraden ÊB1(!) und ÊC1(!) berechnet. Ich setze z00(!) in die Gleichungz1 cos�� z2 sin� = A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1Bder Geraden ÊC0(!) ein und erhalte dann! � �C sin�S � A cos 2�B � = A sin 2�� 1B � C sin 2�� 12S sin� :Nach den Lemmata 190 und 191 giltA sin 2�� 1B � C sin 2�� 12S sin� = 
2S sin�; C sin�S � A cos 2�B = cos�Sund damit ! = 
2sin� cos� = 2
2sin 2� = !1:



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 109Proposition 193. Die Geraden ÊC0(!2), ÊB2(!2) und ÊC1(!2) schneiden sich ineinem Punkt.Beweis. In der Proposition 186 wurde der Schnittpunktz0(!) = A sin 2�� 1B cos� � i! � A cos 2�B sin�der Geraden ÊC0(!) und ÊB2(!) ausgerechnet. Ich setze z0(!) in die Gleichungz1 sin 2�� z2 cos 2� = C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1Sder Geraden ÊC1(!) ein und erhalte dann! cos 2� � �CS � A cos 2�B sin� � = 2 sin� � A sin 2�� 1B � C sin 2�� 1S :Nach den Lemmata 190 und 191 gilt2 sin� � A sin 2�� 1B � C sin 2�� 1S = 2
2S ; CS � A cos 2�B sin� = ctg �Sund damit ! = 2
2 tan�cos 2� = !2:Proposition 194. Es gilt(ÎC0 \ ÎB2)(!) � Int ÎC1(!) f�ur ! > !2,(ÎC0 \ ÎB2)(!) � ÎC1(!) f�ur ! > !2.F�ur den Schnittpunkt z0(!) der Geraden ÊC0(!) und ÊB2(!) giltz0(!2) 2 ÊC1(!2),z0(!) 2 Int ĤC1(!) f�ur ! < !2,z0(!) 2 Int ÎC1(!) f�ur ! > !2.Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÎC0(!) () �z1 cos�+ z2 sin� > � 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB2(!) () �z1 cos�� z2 sin� > � 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÎC1(!) () �z1 sin 2�+ z2 cos 2� > � 1S (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):Ich wende (A7.3) an. Es gilt�1 = � cos� < 0; �2 = cos 3� = � sin� < 0; �3 = sin 2� > 0:Nach der Proposition 193 schneiden sich die Geraden ÊC0(!2), ÊB2(!2) und ÊC1(!2)in einem Punkt, also gilt �(!2) = 0. Nach der Proposition 181 schneiden sich die Ge-raden ÊC0(!�), ÊD0(!�) und ÊB2(!�) in einem Punkt, es gilt also (ÊC0\ÊB2)(!�) =(ÊD0\ÊB2)(!�). Nach der Proposition 188 gilt (ÊD0\ÊB2)(!�) � Int ÎC1(!�), alsofolgt �(!�) < 0. Es gilt 0 < !2 < !� nach der Proposition 177. Damit gilt �(!2) = 0,�(!) > 0 f�ur ! < !2 und �(!) < 0 f�ur ! > !2.



110 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 195. F�ur die Spitzen z0(!) bzw. z00(!) der Sektoren (ÎC0 \ ÎB2)(!)bzw. (ĤB1 \ ĤC1)(!) gilt:z0(!) 2 Int ĤB1(!) und z00(!) 2 Int ÎB2(!) f�ur ! > 0,z0(!) 2 Int ĤC1(!) f�ur ! < !2 und z0(!) 62 ĤC1(!) f�ur ! > !2,z00(!) 2 Int ÎC0(!) f�ur ! < !1 und z00(!) 62 ÎC0(!) f�ur ! > !1.Beweis. Die Ungleichungen der Halbebenen sindz 2 ÎC0(!) () z1 cos�� z2 sin� 6 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB2(!) () z1 cos�+ z2 sin� 6 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ĤB1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� > 1S (C(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ĤC1(!) () z1 sin 2�� z2 cos 2� > 1S (C(sin 2�+ ! cos 2�)� 1):Nach den Propositionen 186 und 187 giltz0(!) = A sin 2�� 1B cos� � i! � A cos 2�B sin� ; z00(!) = C sin 2�� 1S sin 2� � i! � CS :Es sei ! > 0. Nach den Lemmata 190 und 191 gilt0 < z001 (!) < z01(!) und z002 (!) 6 z02(!) 6 0und folglich z01(!) sin 2�+ z02(!) cos 2� > z001 (!) sin 2�+ z002 (!) cos 2�;z001 (!) cos�+ z002 (!) sin� < z01(!) cos�+ z02(!) sin�:Aus z00(!) 2 ÊB1(!) und z0(!) 2 ÊB2(!) folgt damitz0(!) 2 Int ĤB1(!); z00(!) 2 Int ÎB2(!):F�ur ! = 0 gilt 0 < z001 (0) < z01(0) und z002 (0) = z02(0) = 0 und folglichz01(0) sin 2�� z02(0) cos 2� > z001 (0) sin 2�� z02(0) cos 2�;z001 (0) cos�� z002 (0) sin� < z001 (0) cos�� z002 (0) sin�:Aus z00(0) 2 ÊC1(0) und z0(0) 2 ÊC0(0) folgt damitz0(0) 2 Int ĤC1(0); z00(0) 2 Int ÎC0(0):Der Punkt z0(!) liegt in Int ĤC1(!) f�ur ! = 0 und nach der Proposition 194 inÊC1(!) f�ur ! = !2 > 0, also gilt z0(!) 2 Int ĤC1(!) f�ur ! < !2 und z0(!) 62 ĤC1(!)f�ur ! > !2. gilt z00(!1) 2 ÊC0(!1). Der Punkt z00(!) liegt in Int ÎC0(!) f�ur ! = 0 undnach der Proposition 192 in ÊC0(!) f�ur ! = !1 > 0, also gilt z00(!) 2 Int ÎC0(!) f�ur! < !1 und z00(!) 62 ÎC0(!) f�ur ! > !1.



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 111Proposition 196. Aus der Proposition 195 folgt f�ur die Spitzen z0(!) bzw. z00(!)der Sektoren (ÎC0 \ ÎB2)(!) bzw. (ĤB1 \ ĤC1)(!)z0(!) 2 (ĤB1 \ ĤC1)(!) f�ur ! 2 [0; !2],z0(!) 2 Int(ĤB1 \ ĤC1)(!) f�ur ! 2 [0; !2),z00(!) 2 (ÎC0 \ ÎB2)(!) f�ur ! 2 [0; !1],z00(!) 2 Int(ÎC0 \ ÎB2)(!) f�ur ! 2 [0; !1).Proposition 197. F�ur den Schnittpunkt z000(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊC0(!)gilt z000(!) = �AB � ! + i � A sin 2�� 1B sin 2� � � e�3i�:Beweis. Die Gleichungen der Geraden sindz 2 ÊB0(!) () z1 cos 5�� z2 sin 5� = �A sin 2�� 1B + ! � A cos 2�B ;z 2 ÊC0(!) () z1 cos�� z2 sin� = +A sin 2�� 1B + ! � A cos 2�B :Die Drehung � 7! �e3i� von C �uberf�uhrt den Schnittpunkt z000(!) in den Schnittpunktder Geraden mit den Gleichungenz1 cos 2�� z2 sin 2� = �A sin 2�� 1B + ! � A cos 2�B ;z1 cos 2�+ z2 sin 2� = +A sin 2�� 1B + ! � A cos 2�B :Aus diesen Gleichungen l�a�t sich leicht ausrechnenz000(!) � e3i� = AB � ! + i � A sin 2�� 1B sin 2� :Proposition 198. F�ur den Schnittpunkt z00(!) der Geraden ÊB1(!) und ÊC1(!)und den Schnittpunkt z000(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊC0(!) gilt jz000(!)j < jz00(!)jf�ur ! 2 [0; !1].Beweis. Nach der Proposition 197 giltjz000(!)j2 = 1B2 � �(A sin 2�� 1)2sin2 2� + A2 � !2� :Nach der Proposition 187 giltjz00(!)j2 = 1S2 � �(C sin 2�� 1)2sin2 2� + C2 � !2� :Es sei f(!) := jz00(!)j2 � jz000(!)j2. Wegen S2 = 2B2 giltf(!) � S2 sin2 2� = ((C sin 2�� 1)2 � 2(A sin 2�� 1)2) + !2(C2 � 2A2) sin2 2�:Nach dem Lemma 190 gilt 2A� C = p2�cos�sin� und 2A2 � C2 = 1. Damit gilt(C sin 2�� 1)2 � 2(A sin 2�� 1)2 = (C2 � 2A2) sin2 2�+ 2(2A� C) sin 2�� 1= 2 sin 2� � p2� cos�sin� � 1� sin2 2�



112 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qund f(!) � S2 sin2 2� = 2 sin 2� � p2� cos�sin� � 1� sin2 2�� !2 sin2 2�:F�ur ! 2 [0; !1] mit !1 = 2
2sin 2� giltf(!) � S2 sin2 2� > f(!1) � S2 sin2 2�= 2 sin 2� � p2� cos�sin� � 1� sin2 2�� 4
4:Es gilt p = 3k + 4, wobei k eine ungerade nat�urliche Zahl ist, damit ist p entwederaus f7; 10; 13g, oder es gilt p > 14. F�ur p > 14 giltsin� 6 sin(�=14);sin 2� > sin(�=3) = p3=2;cos� < 1 und sin2 2�; 4
4 < 1und damit f(!1) � S2 sin2 2� = 2 sin 2� � p2� cos�sin� � 1� sin2 2�� 4
4> p3 � p2� 1sin(�=14) � 3 > 0:F�ur p 2 f7; 10; 13g folgt f(!1) > 0 durch explizite Rechnung.Proposition 199. F�ur ! 2 [0; !1] liegt der Schnittpunkt z00(!) der Geraden ÊB1(!)und ÊC1(!) au�erhalb des regelm�a�igen p -Ecks mit den Ecken z000(!)e2ij�, 0 6 j < p,wobei z000(!) der Schnittpunkt der Geraden ÊB0(!) und ÊC0(!) ist.Beweis. Nach der Proposition 198 liegt der Punkt z00(!) sogar au�erhalb des demPolygon umbeschriebenen Kreises.Proposition 200. Der Schnittpunkt z000(!) der Geraden ÊB0(!) und ÊC0(!) liegtin Int ÎB1(!) f�ur ! > 0.Beweis. Die Gleichungen der Geraden und die Ungleichung der Halbebene sindz 2 ÊB0(!) () �z1 cos 5�+ z2 sin 5� = 1B (A(sin 2�� ! cos 2�)� 1);z 2 ÊC0(!) () z1 cos�� z2 sin� = 1B (A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1);z 2 ÎB1(!) () z1 sin 2�+ z2 cos 2� 6 1S (C(sin 2�� ! cos 2�)� 1):Ich wende (A7.1) an. Es gilt � = � sin 4� < 0. Es ist also zu zeigen, da� �(!) < 0f�ur ! > 0 gilt. Es gilt wegen S = p2B�(!) � S =p2 cos�(A(sin 2�� ! cos 2�)� 1)� sin 4�(C(sin 2�� ! cos 2�)� 1)+p2 cos 3�(A(sin 2�+ ! cos 2�)� 1)



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 113und wegen C cos 3� = � sin 3� und Ap2 cos 3� = �1�(!) � S cos 3� =(sin 3� sin 4�� cos�)(sin 2�� ! cos 2�)� cos 3�(sin 2�+ ! cos 2�)+ cos 3�(sin 4��p2(cos�+ cos 3�)):Wegen cos� = cos(4��3�) = cos 3� cos 4�+sin 3� sin 4�, sin 4� = 4 sin� cos� cos 2�und cos�+ cos 3� = 2 cos� cos 2� folgt�(!) � S =4 cos� cos 2�(sin�� 1p2)� cos 4�(sin 2�� ! cos 2�)� (sin 2�+ ! cos 2�):Wegen cos 4�(sin 2�� ! cos 2�) + (sin 2�+ ! cos 2�)= sin 2�(cos 4�+ 1)� ! cos 2�(cos 4�� 1)= sin 2�(2 cos2 2�)� ! cos 2�(�2 sin2 2�)= 4 sin� cos� cos 2�(! sin 2�+ cos 2�)folgt �(!) � S = 4 cos� cos 2�((sin�� 1p2)� sin�(! sin 2�+ cos 2�)):F�ur ! > 0 gilt also�(!) � S4 cos� cos 2� 6 �(0) � S4 cos� cos 2� = (sin�� 1p2)� sin� cos 2� < 0:Proposition 201. Der Schnittpunkt (ÊB0 \ ÊC0)(!1) liegt in Int ÎC1(!1).Beweis. Nach der Proposition 192 schneiden sich die Geraden ÊC0(!1), ÊB1(!1)und ÊC1(!1) in einem Punkt. Nach der Proposition 196 liegt die Spitze z0(!1) desSektors (ÎC0 \ ÎB2)(!1) in Int(ĤB1 \ ĤC1)(!1). Damit giltz0(!1) 2 Int(ÊC0 \ ĤB1)(!1) = Int(ÊC0 \ ĤC1)(!1);Int(ÊC0 \ ÎB1)(!1) = Int(ÊC0 \ ÎC1)(!1):Nach der Proposition 200 gilt z000(!1) 2 Int ÎB1(!1) f�ur den Schnittpunkt z000(!1) derGeraden ÊB0(!1) und ÊC0(!1), es folgt also z000(!1) 2 Int ÎC1(!1).Proposition 202. Der Schnittpunkt (ÊB0 \ ÊC0)(!�) liegt in Int ÎC1(!�).Beweis. Aus der Beschreibung von �(P 0)(!�) folgt, da� die Ecke (ÊB0 \ ÊC0)(!�)von �(P 0)(!�) im Sektor (ÎC0 \ ÎB2)(!�) liegt, und nach der Proposition 194 gilt(ÎC0 \ ÎB2)(!�) � Int ÎC1(!�).Proposition 203. Der Schnittpunkt (ÊB0 \ ÊC0)(!) liegt in Int ÎC1(!) f�ur alle !aus dem Intervall [!1; !�].Beweis. Nach den Propositionen 201 und 202 gilt die Behauptung f�ur ! = !1 undf�ur ! = !�, also auch f�ur alle ! 2 [!1; !�].



114 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QProposition 204. Der Schnittpunkt (ÊB2 \ ÊC2)(0) liegt in Int ÎC1(0).Beweis. Die Ungleichung der Halbebene ÎC1(0) istz 2 ÎC1(0) () z1 sin 2�� z2 cos 2� 6 C sin 2�� 1S :F�ur den Schnittpunkt � = z000(0)e2i� der Geraden ÊB2(0) und ÊC2(0) gilt nach derProposition 197 � = z000(0) � e2i� = i � A sin 2�� 1B sin 2� � ei(2��3�):Damit gilt nach dem Lemma 190 und wegen cos(2�� 3�) = sin� > 0�1 < j�j = A sin 2�� 1B sin 2� < C sin 2�� 1S sin 2� ;�2 = A sin 2�� 1B sin 2� � cos(2�� 3�) > 0;also gilt �1 sin 2�� �2 cos 2� < C sin 2�� 1Sund damit � 2 Int ÎC1(0).Proposition 205. Der Schnittpunkt (ÊB2 \ ÊC2)(!�) liegt in Int ÎC1(!�).Beweis. Aus der Beschreibung von �(P 0)(!�) folgt, da� die Ecke (ÊB2 \ ÊC2)(!�)von �(P 0)(!�) im Sektor (ÎC0 \ ÎB2)(!�) liegt, und nach der Proposition 194 gilt(ÎC0 \ ÎB2)(!�) � Int ÎC1(!�).Proposition 206. Der Schnittpunkt (ÊB2 \ ÊC2)(!) liegt in Int ÎC1(!) f�ur ! aus[0; !�].Beweis. Nach den Propositionen 204 und 205 gilt die Behauptung f�ur ! = 0 undf�ur ! = !�, also auch f�ur alle ! 2 [0; !�].Proposition 207. F�ur ! 2 [0; !1] ist die Schicht\m2Z(ÎB2m [ ÎC2m)(!)� [m2Z(ÎC2m \ Int ĤB2m+1 \ Int ĤC2m+1 \ ÎB2m+2)(!)das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (ÊBm \ ÊCm)(!) und (ÊCm \ ÊBm+1)(!)und den Kanten in ÊBm(!) und ÊCm(!), genauer gilt:(ÊB0 \ ÊC0)(!); (ÊC0 \ ÊB1)(!); (ÊB1 \ ÊC1)(!);(ÊC1 \ ÊB2)(!); : : : ; (ÊC2p�1 \ ÊB0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊCm�1 \ ÊBm)(!) und (ÊBm \ ÊCm)(!)ist in der Geraden ÊBm(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊBm \ ÊCm)(!) und (ÊCm \ ÊBm+1)(!)



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 115ist in der Geraden ÊCm(!) enthalten.F�ur ! 2 [!1; !2] ist die Schicht\m2Z(ÎB2m [ ÎC2m)(!)� [m2Z(ÎC2m \ Int ĤC2m+1 \ ÎB2m+2)(!)das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (ÊB2m \ ÊC2m)(!), (ÊC2m \ ÊC2m+1)(!)und (ÊC2m+1\ÊB2m+2)(!) und den Kanten in ÊC2m(!), ÊC2m+1(!) und ÊB2m+2(!),genauer gilt (ÊB0 \ ÊC0)(!); (ÊC0 \ ÊC1)(!); (ÊC1 \ ÊB2)(!);(ÊB2 \ ÊC2)(!); : : : ; (ÊC2p�1 \ ÊB0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊB2m \ ÊC2m)(!) und (ÊC2m \ ÊC2m+1)(!)ist in der Geraden ÊC2m(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊC2m \ ÊC2m+1)(!) und (ÊC2m+1 \ ÊB2m+2)(!)ist in der Geraden ÊC2m+1(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊC2m+1 \ ÊB2m+2)(!) und (ÊB2m+2 \ ÊC2m+2)(!)ist in der Geraden ÊB2m+2(!) enthalten.Beweis. Die Schicht �(P 0)(!) = \m2Z(ÎB2m [ ÎC2m)(!)f�ur ! 2 [0; !�] ist das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken (ÊB2m \ ÊC2m)(!) und(ÊC2m \ ÊB2m+2)(!) und den Kanten in ÊB2m(!) und ÊC2m(!), genauer gilt:(ÊB0 \ ÊC0)(!); (ÊC0 \ ÊB2)(!); (ÊB2 \ ÊC2)(!);(ÊC2 \ ÊB4)(!); : : : ; (ÊC2p�2 \ ÊB0)(!)sind die Ecken im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken(ÊC2m�2 \ ÊB2m)(!) und (ÊB2m \ ÊC2m)(!)ist in der Geraden ÊB2m(!) enthalten, die Kante zwischen den Ecken(ÊB2m \ ÊC2m)(!) und (ÊC2m \ ÊB2m+2)(!)ist in der Geraden ÊC2m(!) enthalten.Ich bezeichne die Spitze des Sektors (ÎC0 \ ÎB2)(!) durch z0(!), die Spitze desSektors (ĤB1 \ ĤC1)(!) durch z00(!) und die Spitze des Sektors (ĤB0 \ ĤC0)(!)durch z000(!).



116 Kapitel 3. Die Serien E, Z und QDie Schicht �(P 0)(!) = \m2Z(ÎB2m [ ÎC2m)(!)f�ur ! 2 [0; !�] kann auch beschrieben werden als die Vereinigung des p -Ecks �(!)mit den Ecken z000(!)e2ij� mit den p Dreiecken, die unter der Anwendung der Drehung� 7! �e2i� aus dem Dreieck �(!) mit den Ecken z000(!); z000(!)e2i�; z0(!) entstehen.Es sei ! 2 [0; !1]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks �(!) und des Sek-tors (ĤB1 \ ĤC1)(!) mit Spitze im Punkte z00(!). Nach der Proposition 196 liegtder Punkt z00(!) im Sektor (ÎC0 \ ÎB2)(!), nach der Proposition 199 liegt derPunkt z00(!) au�erhalb des regelm�a�igen p -Ecks �(!), also liegt die Spitze z00(!)des Sektors (ĤB1 \ ĤC1)(!) im Dreieck �(!). Nach den Propositionen 196, 200und 206 z0(!) 2 (ĤB1 \ ĤC1)(!); z000(!); z000(!)e2i� 62 (ĤB1 \ ĤC1)(!)Damit ist der Durchschnitt des Sektors (ĤB1\ĤC1)(!) mit dem Dreieck �(!) gleichdem Viereck (ÎC0 \ ĤB1 \ ĤC1 \ ÎB2)(!) mit den Eckenz0(!); (ÊC0 \ ÊB1)(!); z00(!); (ÊC1 \ ÊB2)(!):Es sei ! 2 [!1; !2]. Ich betrachte die relative Lage des Dreiecks �(!) und der Halb-ebene ĤC1(!). Nach den Propositionen 195, 203 und 206 giltz0(!) 2 Int ĤC1(!); z000(!); z000(!)e2i� 62 ĤC1(!):Damit ist der Durchschnitt der Halbebene ĤC1(!) mit dem Dreieck �(!) gleich demDreieck (ÎC0 \ ĤC1 \ ÎB2)(!) mit den Eckenz0(!); (ÊC0 \ ÊC1)(!) und (ÊC1 \ ÊB2)(!):Definition. Es sei P = P [�!d; !d] undP [0; !1] = P 0[0; !1]� [m2Z(~IC2m \ ~HB�2m+1 \ ~HC�2m+1 \ ~IB2m+2)[0; !1]= 0BBB@ \m2Z(~IB2m [ ~IC2m)� [m2Z(~IC2m \ ~HB�2m+1 \ ~HC�2m+1 \ ~IB2m+2)1CCCA [0; !1];P [!1; !2] = P 0[!1; !2]� [m2Z(~IC2m \ ~HC�2m+1 \ ~IB2m+2)[!1; !2]= 0BBB@ \m2Z(~IB2m [ ~IC2m)� [m2Z(~IC2m \ ~HC�2m+1 \ ~IB2m+2)1CCCA [!1; !2];P [!2; !3] = \m2Z(~IB2m [ ~IC2m)[!2; !3];



x24. Fall �(3k+4; 4; 2)k 117P [!3; !4] = \m2Z(~IB2m [ ~IC2m [ ~ID2m)[!3; !4];P [!4; !d] = P 0[!4; !d]� \m2Z(~ID2m \ Int ~HC2m+1 \ ~IB2m+2)[!4; !d]= 0BBB@ \m2Z(~IB2m [ ~IC2m [ ~ID2m)� \m2Z(~ID2m \ ~HC�2m+1 \ ~IB2m+2)1CCCA [!4; !d];P [�!d; 0] = �(P [0; !d]):Es gilt �(P ) � �(P 0) = P̂ 0 � L. Aus den Propositionen 45 und 69 folgt, da� �(P )durch die gleichen Operationen wie P aus Im;j und Hm;j statt ~Im;j und ~Hm;j gebildetwird und �jP : P ! �(P ) ein Hom�oomorphismus ist. Es sei P̂ durch die gleichenOperationen wie P aus Îm;j und Ĥm;j statt ~Im;j und ~Hm;j gebildet. Aus P̂ 0 = �(P 0)folgt �(P ) = P̂ . Aus der Beschreibung von P 0 und den Propositionen 189 und 207ergibt sich eine Bescheibung von P .Betrachtet man die Schichten �(P )(!) genauer, so sieht man, da� die Seiten
�achender St�ucke P [�!d; 0], P [0; !1], P [!i; !i+1] mit i 2 f1; 2; 3g und P [!4; !d] so zu-sammenpassen, da� P keine horizontalen in den Ebenen f! = 0g bzw. f! = !igmit i 2 f1; 2; 3; 4g enthaltenen Kanten hat. Die Kombinatorik der Seiten
�ache von Pist in der Abbildung dargestellt, wobei bn f�ur ungerades n zu den beiden unterenDreiecken und cn zu den beiden oberen Dreiecken geh�ort.
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Abbildung 12. Die Seiten
�ache von P f�ur l = 3.Proposition 208. Nach der Proposition 113 gilta�1m = dm�4; b�1m = cm�(2k+4);c�1m = bm+(2k+4); d�1m = am+4;amrd = bm; bmrd = cm; cmrd = dm;



118 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Qbmr�1d = am; cmr�1d = bm; dmr�1d = cm;r�1d bm = am�2k; r�1d cm = bm�2k; r�1d dm = cm�2k;rdam = bm+2k; rdbm = cm+2k; rdcm = dm+2kund a�12m = ~��2(a2m+2)a�12m�1 = ~��2(a2m+1)a�12m�2= ~��2(d2m�1)a�12m+2 = ~��2(d2m�2)a�12m+1;a�12m+1 = ~��2(d2m)a�12m+2 = ~��2(a2m+2)a�12m;b�12m = ~��(k+2)(c2m�1)a�12m+2 = ~��(k+2)(c2m�2)a�12m+1= ~��(k+2)(a2m+2)b�12m�1 = ~��(k+2)(a2m+1)b�12m�2;b�12m+1 = ~��(k+2)(c2m)a�12m+2 = ~��(k+2)(a2m+2)b�12m:Satz 209. 	(P ) ist ein Fundamentalbereich f�ur die Operation von ~� auf ~G.Beweis. Um den Satz 55 anzuwenden, beschreibe ich die Identi�kationen am Randevon P unter der Operation von ~�(rd; bm; cm; dm) 7! ~��k(r�1d ; am; bm; cm);(a2m; r�1d ; b2m�1; c2m�2; b2m) 7! ~��2(d2m; c2m; b2m+2; c2m+1; rd);(b2m; r�1d ; a2m; c2m�2; b2m�1; c2m�1; c2m�2; d2m�2; c2m�1; rd; c2m) 7!~��(k+2)(c2m; b2m; r�1d ; b2m+1; a2m+2; b2m+2; b2m+1; c2m+1; b2m+2; d2m; rd);(d2m; rd; c2m+1; b2m+2; c2m) 7! ~�2(a2m; b2m; c2m�2; b2m�1; r�1d );(b2m+1; r�1d ; c2m; a2m+2) 7! ~��(k+2)(c2m+1; b2m+1; b2m+2; c2m);(b2m+1; c2m+1; b2m+2; c2m) 7! ~��(k+2)(c2m+1; rd; d2m; b2m+2);(c2m+1; c2m; b2m+2; b2m+1) 7! ~�k+2(b2m+1; a2m+2; c2m; r�1d );(c2m+1; b2m+2; d2m; rd) 7! ~�k+2(b2m+1; c2m; b2m+2; c2m+1)und die Kantenzyklen(a2m; b2m�1) 7! ~��1(b2m; d2m�2) 7! ~��(k+3)(c2m+1; c2m);(a2m; c2m�2) 7! ~��2(c2m+1; d2m) 7! ~�k+1(b2m; b2m�1);(b2m; c2m�2) 7! ~��(k+2)(b2m+1; c2m) 7! ~�k+1(b2m; c2m�1);(a2m; r�1d ) 7! ~��2(c2m; d2m) 7! ~��2(k+2)(rd; b2m);(bm; r�1d ) 7! ~��(k+2)(bm; cm) 7! ~��2(k+2)(rd; cm);(c2m; r�1d ) 7! ~�k+2(a2m; b2m) 7! ~��2(k+2)(rd; d2m):Die ersten drei Zykel sind vom Typ à, die letzten drei Zykel sind vom Typ á.Bemerkung. Es bleibt zu zeigen, da� P = F~e gilt. Daf�ur sollte man zeigen, da�FE � P gilt.x25. AbbildungenIn diesem Abschnitt werden f�ur die Fundamentalbereiche aus den Arnoldschen Se-rien E, Z und Q die Identi�kationen am Rand beschrieben und die Abbildungen derFundamentalbereiche aus dem Anfang der Serien zusammengestellt. Die ersten sechs



x25. Abbildungen 119Abbildungen zeigen schematische Darstellungen eines Ausschnitts der Ober
�ache desFundamentalbereichs (ohne die in Erd bzw. Er�1d enthaltenen Seiten). Die Paare derzu identi�zierenden Seiten
�achen sind in diesem Schema durch gleiche Schattierunggekennzeichnet. In dieser Weise werden die Identi�kationsvorschriften f�ur die in ~E0;jenthaltenen Seiten angegeben, alle anderen Seiten sind Bilder dieser Seiten unter derSymmetrie ~�.Die weiteren Abbildungen zeigen die Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Se-rien. Durch die Zuordnung [(1+i!; z); '] 7! (z; !) wird ~E~e mit C �R und die Menge ~S~emit der Schicht mit j!j 6 tan#d identi�ziert. Die Abbildungen stellen den Rand desBildpolytops in C �R ohne die obere und die untere Seite in der orthogonalen Paral-lelprojektion dar. Ist eine Seite des Fundamentalbereichs in ~Em;j = ~Efm;j enthalten,so wird sie mit (m; j) beschriftet.
(m;�1)(m�3;1) (m;1) (m+3;�1)Abbildung 13. Die F�alle �(k + 3; 3; 3)k und �(k + 6; 3; 2)k.

(m;�2)(m�3;2) (m;2) (m+3;�2)(m;0) (m+�k+3;0)
Abbildung 14. Die F�alle �(2k + 3; 3; 3)k und �(2k + 6; 3; 2)k.

(m;�1)(m�(�k+3);1) (m;1) (m+(�k+3);�1)Abbildung 15. Die F�alle �(3k + 3; 3; 3)k und �(3k + 6; 3; 2)k.
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(2m;�1)

(2m�4;1) (2m;1)
(2m+4;�1)

(2m+1;�1)
(2m+1;1)(2m�3;1)

(2m+5;�1)Abbildung 16. Der Fall �(k + 4; 4; 2)k.
(2m;�2)(2m;0)(2m;2)(2m�4;2) (2m+p;0)(2m+4;�2)

(2m+1;�2) (2m+1;0)
(2m+1;0) (2m+1;2)(2m�3;2)

(2m+1+p;0)
(2m+1+p;0)

(2m+5;�2)Abbildung 17. Der Fall �(2k + 4; 4; 2)k.
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(2m;�3) (2m;�1)......................................................................

(2m;1)...................................................................... (2m;3)
(2m+4;�3) (2m+(2k+4);�1)

(2m�(2k+4);1) (2m�4;3)

(2m+1;�1)
(2m+1;1)

(2m+1�(2k+4);�1)
(2m+1+(2k+4);1)

Abbildung 18. Der Fall �(3k + 4; 4; 2)k.



122 Kapitel 3. Die Serien E, Z und Q
E12 E13 E14�(7; 3; 2) �(5; 4; 2) �(4; 3; 3)
E18 E19 E20�(5; 3; 3)2 �(7; 4; 2)3 �(11; 3; 2)5

E24 E25 E26�(13; 3; 2)7 �(9; 4; 2)5 �(7; 3; 3)4

E30 E31 E32�(8; 3; 3)5 �(11; 4; 2)7 �(17; 3; 2)11Abbildung 19. Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serie E.
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Z11 Z12 Z13�(8; 3; 2) �(6; 4; 2) �(5; 3; 3)
Z17 Z18 Z19�(7; 3; 3)2 �(10; 4; 2)3 �(16; 3; 2)5
Z23 Z24 Z25�(20; 3; 2)7 �(14; 4; 2)5 �(11; 3; 3)4
Z29 Z30 Z31�(13; 3; 3)5 �(18; 4; 2)7 �(28; 3; 2)11Abbildung 20. Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serie Z.
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Q10 Q11 Q12�(9; 3; 2) �(7; 4; 2) �(6; 3; 3)
Q16 Q17 Q18�(9; 3; 3)2 �(13; 4; 2)3 �(21; 3; 2)5
Q22 Q23 Q24�(27; 3; 2)7 �(19; 4; 2)5 �(15; 3; 3)4
Q28 Q29 Q30�(18; 3; 3)5 �(25; 4; 2)7 �(39; 3; 2)11Abbildung 21. Fundamentalbereiche aus dem Anfang der Serie Q.





Anhang
Formelsammlung

...................................................................................................................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................
.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ........................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................................................................................................... .....................................................................................................................................................................................
............

...............................................................................................................................................................
..........

.................................................................. ................................................................................................................................................................................................. ......................................................................................................................................................................... ................................................................................................................................................................................................................................................................... ......................................................................................................................................................................... ...........................................................................................
.......................................
............................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................... ................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................. ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ................................................................................ .................................................................................................................................. ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ................................................................................



D ieser Anhang enth�alt die Formeln und Fakten aus der euklidischen und hy-perbolischen Trigonometrie, linearen Algebra und analytischen Geometrie,die bei den Rechnungen oft benutzt wurden, zum Teil auch ohne einen ex-pliziten Hinweis auf den Anhang.A1. Trigonometrie(A1:1) sin2 x+ cos2 x = 1
(A1:2) sin(x� y) = sin x cos y � sin y cos xcos(x� y) = cos x cos y � sin x sin ytan(x� y) = tan x� tan y1� tan x tan y
(A1:3) sin x� tan y cos x = sin(x� y)cos ycos x� ctg y sin x = sin(y � x)sin y
(A1:4) sin 2x = 2 sinx cos xcos 2x = cos2 x� sin2 x= 2 cos2 x� 1 = 1� 2 sin2 xtan 2x = 2 tanx1� tan2 xtan x2 = 1� cos xsin x = sin x1 + cos x
(A1:5) sin 3x = 3 sinx� 4 sin3 x = sinx(2 cos 2x+ 1)= sin x(3� 4 sin2 x) = sin x(4 cos2 x� 1)cos 3x = 4 cos3 x� 3 cosx = cos x(2 cos 2x� 1)= cos x(4 cos2 x� 3) = cos x(1� 4 sin2 x)
(A1:6) sin x sin y = cos(x� y)� cos(x+ y)2cos x cos y = cos(x� y) + cos(x+ y)2sin x cos y = sin(x� y) + sin(x+ y)2 127



128 Anhang. Formelsammlung
(A1:7) sin x+ sin y = +2 sin x+ y2 cos x� y2sin x� sin y = +2 sin x� y2 cos x+ y2cos x+ cos y = +2 cos x� y2 cos x+ y2cos x� cos y = �2 sin x+ y2 sin x� y2
(A1:8) sin x cos y � sin(x+ y + z) cos z = � sin(y + z) cos(x+ z)cos x cos y � cos(x+ y + z) cos z = +sin(y + z) sin(x+ z)cos x sin y + cos(x+ y + z) sin z = +sin(y + z) cos(x+ z)sin x sin y + sin(x+ y + z) sin z = +sin(y + z) sin(x+ z)sin x sin y + cos(x+ y + z) cos z = +cos(y + z) cos(x+ z)
(A1:9) sin��4 � x� = 1p2 � (cos x� sin x)cos��4 � x� = 1p2 � (sin x+ cos x)sin2 ��4 � x� = 12 � (1� sin 2x)cos2 ��4 � x� = 12 � (1 + sin 2x)(A1:10) tan��4 � x� = 1� tanx1 + tanx = 1� sin 2xcos 2x = cos 2x1 + sin 2x(A1:11) sin 3x2 sinx � 1 = cos 3x2 cosx
(A1:12) sin(x+ y)� sin x+ sin y = +4 cos x2 sin y2 cos x+ y2sin(x+ y)� sin x� sin y = �4 sin x2 sin y2 sin x+ y2(A1:13) sin x+ cos x 6 p2(A1:14) 1 < sin x+ cos x < p2 f�ur 0 < x < �4



A3. Hyperbolische Trigonometrie 129A2. Einige Werte der trigonometrischen Funktionensin �2 = 1 cos �2 = 0 ctg �2 = 0sin �3 = p32 cos �3 = 12 tan �3 = p3 ctg �3 = 1p3sin �4 = 1p2 cos �4 = 1p2 tan �4 = 1 ctg �4 = 1sin �6 = 12 cos �6 = p32 tan �6 = 1p3 ctg �6 = p3A3. Hyperbolische Trigonometrie
(A3:1) cosh2 x� sinh2 x = 1sinh x =pcosh2 x� 1cosh x =psinh2 x+ 1 f�ur x > 0(A3:2) sinh 2x = 2 sinh x cosh xcosh 2x = sinh2 x+ cosh2 x= 2 cosh2 x� 1 = 2 sinh2 x+ 1
(A3:3) sinh x2 =rcosh x� 12cosh x2 =rcosh x+ 12tanh x2 =rcosh x� 1cosh x+ 1 f�ur x > 0
(A3:4) sinh2 x = tanh2 x1� tanh2 xcosh2 x = 11� tanh2 xtanh2 x = 1� 1cosh2 xctgh2 x = cosh2 xcosh2 x� 1(A3:5) cosh(x+ y + z) = cosh x cosh y cosh z + cosh x sinh y sinh z+ sinh x cosh y sinh z + sinh x sinh y cosh zcosh(x+ 2y) = cosh x(cosh2 y + sinh2 y) + 2 sinh x sinh y cosh y



130 Anhang. FormelsammlungA4. Hyperbolische Dreiecksformeln(A4:1) sinh asin� = sinh bsin � = sinh csin 
(A4:2) cosh c = cos� cos � + cos 
sin� sin �(A4:3) cosh c = cosh a cosh b� sinh a sinh b cos 
F�ur ein gleichschenkliges Dreieck mit a = b gilt(A4:4) cosh c = cosh2 a� sinh2 a cos 
= sinh2 a(1� cos 
) + 1= 2 sinh2 a sin2 
2 + 1:...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................a bc �� 

Abbildung 22. Hyperbolisches Dreieck.

A5. Daten des Dreiecks �(p; q; r)�(p; q; r) ist ein hyperbolisches Dreieck mit Ecken u; v; w 2 D und Winkeln�u = �p ; �v = �q und �w = �r :Die Seitenl�angen `v := �(u; v), `w := �(u; w) und `vw := �(v; w) lassen sich mit derFormel (A4.2) aus den Winkeln berechnen.In den F�allen � = �(p; 3; 3) bzw. � = �(p; 3; 2) gilt mit � = �2p bzw. � = �pcosh `v = 1p3 � ctg�; sinh `v = 1p3 � pcos 3�sin�pcos�; tanh `v = pcos 3�cos�pcos�:Im Falle � = �(p; 4; 2) gilt mit � = �pcosh `v = ctg� sinh `v = pcos 2�sin� tanh `v = pcos 2�cos�cosh `w = 1p2 sin� sinh `w = pcos 2�p2 sin� tanh `w = 1pcos 2�und sinh2(2`w) = 4 sinh2 `w cosh2 `w = cos 2�sin4 � :



A7. Analytische Geometrie 131A6. Hyperbolische GeometrieEs sei � die hyperbolische und d die Euklidische Metrik auf D . Es gilt f�ur a; b 2 D :(A6:1) jaj2 = cosh �(0; a)� 1cosh �(0; a) + 1(A6:2) cosh �(0; a) = 1 + jaj21� jaj2 ; j sinh �(0; a)j = 2jaj1� jaj2(A6:3) d2(a; b) = jaj2 + jbj2 � 2 � jaj � jbj � cosh �(0; a) cosh �(0; b)� cosh �(a; b)sinh �(0; a) sinh �(0; b)(A6:4) d(a; b) = p2(cosh �(a; b)� 1)cosh �(0; a) + 1 ; falls �(0; a) = �(0; b)A7. Analytische GeometrieProposition (A7.1). Zwei Geraden und eine abgeschlossene Halbebene H in R2seien gegeben durch a1x+ b1y = c1;a2x+ b2y = c2;a3x+ b3y 6 c3:Es sei � := ���� a1 b1a2 b2 ���� ; � := ������� a1 b1 c1a2 b2 c2a3 b3 c3 ������� :Es sei � 6= 0, die beiden Geraden schneiden sich also in genau einem Punkt p. Danngilt p 2 IntH () � �� > 0;p 62 H () � �� < 0;p 2 @H () � = 0:Beweis. Es sei p = (x0; y0), dann giltx0 = 1� � ���� c1 b1c2 b2 ���� ; y0 = 1� � ���� a1 c1a2 c2 ����und damita3x0 + b3y0 � c3 = 1� � �a3 � ���� c1 b1c2 b2 ����+ b3 � ���� a1 c1a2 c2 ����� c3 � ���� a1 b1a2 b2 ����� :Andererseits gilt� = a3 � ���� b1 c1b2 c2 ����� b3 � ���� a1 c1a2 c2 ����+ c3 � ���� a1 b1a2 b2 ����= ��a3 � ���� c1 b1c2 b2 ����+ b3 � ���� a1 c1a2 c2 ����� c3 � ���� a1 b1a2 b2 �����und damit a3x0 + b3y0 � c3 = ��� :



132 Anhang. FormelsammlungFolgerung (A7.2). Drei Geraden in R2 seien gegeben durcha1x+ b1y = c1;a2x+ b2y = c2;a3x+ b3y = c3:Es sei � := ���� a1 b1a2 b2 ���� ; � := ������� a1 b1 c1a2 b2 c2a3 b3 c3 ������� :Es sei � 6= 0, die ersten beiden Geraden schneiden sich also in genau einem Punkt p.Dann gilt: die drei Geraden schneiden sich genau dann in einem Punkt, wenn � = 0gilt.Proposition (A7.3). Drei abgeschlossene Halbebenen H1, H2, H3 in R2 seien gege-ben durch a1x+ b1y > c1;a2x+ b2y > c2;a3x+ b3y > c3:Es sei�1 := ���� a2 b2a3 b3 ���� ; �2 := � ���� a1 b1a3 b3 ���� ; �3 := ���� a1 b1a2 b2 ���� ; � := ������� a1 b1 c1a2 b2 c2a3 b3 c3 ������� :Es gelte �3 6= 0, �1 � �3 6 0, �2 � �3 6 0 und � � �3 < 0, dann gilt H1 \H2 � IntH3.Beweis. Das lineare Gleichungssystema1�1 + a2�2 = a3;b1�1 + b2�2 = b3hat wegen �3 6= 0 die eindeutig bestimmte L�osung (�1; �2) mit�1 = ��1�3 ; �2 = ��2�3 :Wegen �1 � �3; �2 � �3 6 0 gilt �1; �2 > 0. F�ur (x; y) 2 H1 \H2 gilta1x+ b1y > c1 und a2x+ b2y > c2;und damit a3x+ b3y = (a1�1 + a2�2)x+ (b1�1 + b2�2)y= �1(a1x+ b1y) + �2(a2x+ b2y)> �1c1 + �2c2 = �c1�1 + c2�2�3 :Andererseits gilt � = c1�1 + c2�2 + c3�3:Damit gilt f�ur (x; y) 2 H1 \H2 wegen � � �3 6 0a3x+ b3y > �c1�1 + c2�2�3 = ��c3�3 +��3 = c3 � ��3 > c3;also (x; y) 2 H3.



A7. Analytische Geometrie 133Proposition (A7.4). Es seien z = (z1; z2) die Koordinaten in C �= R2 . Die Halbebe-nen H+ und H� von C seien gegeben durch die Ungleichungenz 2 H� () z1 sin x+ z2 cos x > c;z 2 H+ () z1 sin y + z2 cos y > c;dann hat die Winkelhalbierende des Sektors H� \H+ die Gleichung(sin x� sin y)z1 + (cos x� cos y)z2 = 0und enth�alt damit den Koordinatenursprung 0.Proposition (A7.5). Es seien H+ und H� Halbebenen in C �= R2 mit 0 62 H+\H�.Es sei N 2 N , � := �=N und � die Drehung um den Winkel 2� um dem Punkt 0, also�(z) = ze2i�:F�ur m 2 Z betrachte ichdie Halbebenen H�m := �m(H�),die Geraden E�m := @H�m = �m(@H�),die Strahlen `�m := E�m \H�m,den Sektor Km := H�m \H+m = �m(H� \H+),den Punkt pm := �m(E�m \ E+m)und den Strahl `m mit Anfangspunkt pm und 0 2 `m.Wegen 0 62 Km gilt `m \ Km = fpmg. Es sei  � die Di�erenz zwischen dem Winkelzwischen den von pm ausgehenden Strahlen `m und `�m und dem Winkel (�2 � �). Essei 2� der Winkel des Sektors Km. Es gilt + +  � = � � 2(� � �):Es gelte � � � > 0 und damit  + +  � < �. Die Gestalt der MengeP := C � [m2ZIntKmh�angt von  � ab.F�ur  +;  � > 0 ist P das nichtkonvexe Polygon mit den Ecken E�m\E+m und E+m\E�m+1und Kanten in E�m, genauer gilt: E�0 \E+0 ; E+0 \E�1 ; E�1 \E+1 ; : : : ; E+N�1 \E�0 sind dieEcken von P im positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken E+m�1 \E�m undE�m \ E+m ist in der Geraden E�m enthalten, die Kante zwischen den Ecken E�m \ E+mund E+m \ E�m+1 ist in der Geraden E+m enthalten.F�ur  + 6 0 <  � ist P das regelm�a�ige Polygon mit den Ecken E+m \ E+m+1 undKanten in E+m, genauer gilt: E+0 \E+1 ; E+1 \ E+2 ; : : : ; E+N�1 \ E+0 sind die Ecken von Pim positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken E+m�1 \ E+m und E+m \ E+m+1ist in der Geraden E+m enthalten.F�ur  � 6 0 <  + ist P das regelm�a�ige Polygon mit den Ecken E�m \ E�m+1 undKanten in E�m, genauer gilt: E�0 \E�1 ; E�1 \ E�2 ; : : : ; E�N�1 \ E�0 sind die Ecken von Pim positiven Umlaufsinn, die Kante zwischen den Ecken E�m�1 \ E�m und E�m \ E�m+1ist in der Geraden E�m enthalten.
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Abbildung 23. Der Fall  +;  � > 0.

..........................................................................................p0 p1`+0 `�1.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
................................................. ........................................................`+1 .......................................................................................... .............................................................................................................................................................................................................. .................................................................................................................................................. .............................................................................................................................................................................................................. ........................................................ .......................................................................................... ...................................................................................................................................................................................................................................................................... ................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ `�0Abbildung 24. Der Fall  + 6 0 <  �.Die Skizzen verdeutlichen die Gestalt von P f�ur verschiedene Werte von  �.Bemerkung. Setzt man zus�atzlich � � � < �2 voraus, so tritt der Fall  +;  � < 0nicht auf.Beweis. Es sei S das Dreieck mit den Ecken 0, p0 und p1 und T das durch dieStrecke [p0; p1] und die Strahlen `�0 und `�1 begrenzte (unbeschr�ankte) Polygon. Dannist F := S[T ein Fundamentalbereich f�ur die Operation der von � erzeugten Gruppeauf C . Es sei � das regelm�a�ige Polygon mit den Ecken p0; : : : ; pN�1.Es sei  +;  � > 0. Die Sektoren IntKm liegen au�erhalb �, damit gilt insbesondereS � P . Wegen 0 <  + +  � < � schneiden sich die Strahlen `+0 und `�1 in einemPunkt q, und � := T � IntK0 ist das Dreieck mit den Ecken p0, p1 und q. Es gilt� \ IntK0 = ? und � \ IntK1 = ?. F�ur m 2 f2; : : : ; N � 1g gilt Km \ [p0; p1] = ?,`+m\`+0 = ? und `�m\`�1 = ? und damit �\Km = ?. Daraus folgt � � P . In diesemFall gilt also F \ P = S [�.
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Abbildung 25. Der Fall  +;  � > 0.
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Abbildung 26. Der Fall  + 6 0 <  �.Es sei  + 6 0 <  �. Wegen  ++ � < � schneiden sich die Strahlen `+0 und `�1 nicht.Damit gilt T � K0. Es gilt ferner � \ IntH+m � IntKm. Der Durchschnitt � \ P istdamit das regelm�a�ige Polygon mit den Ecken E+m \ E+m+1 und Kanten in E+m.Der Fall  � 6 0 <  + wird analog zum Fall  + 6 0 <  � bewiesen.Proposition (A7.6). Es seien (!; z) die Koordinaten in R � C �= R3 . F�ur reelleZahlen !, !1, !2 und eine Teilmenge M von R � C seiM(!) = fz 2 C : (!; z) 2Mg;M [!1; !2] = f(!; z) 2M : ! 2 [!1; !2]g =M \ ([!1; !2]� C ):Ich betrachte einen Keil K := H� \ H+, wobei H� Halbr�aume in R � C �= R3 sind.Es sei N 2 N , � := �=N und � die Drehung um den Winkel 2� um die !-Achse, also



136 Anhang. Formelsammlung�(!; z) = (!; ze2i�). Es sei 2� der Winkel des Sektors K(!). (Dieser Winkel h�angtnicht von ! ab.) Es sei � � � 2 (0; �2 ). F�ur m 2 Z betrachte ichdie Halbr�aume H�m = �m(H�),die Ebenen E�m = @H�m = �m(@H�)und den Keil Km = H�m \H+m = �m(K).Es sei P := R � C � [m2ZIntKm:Es sei !� 2 R derart, da� der Punkt 0 auf der winkelhalbierenden Geraden des SektorsK(!�) liegt. Es sei !+ > !� derart, da� sich die Geraden E+0 (!+), E�1 (!+) und E+1 (!+)in einem Punkt schneiden. Es sei !� < !� derart, da� sich die Geraden E�0 (!�),E+0 (!�) und E�1 (!�) in einem Punkt schneiden. Es seien !1; !2 2 R mit!1 < !� < !� < !+ < !2derart, da� 0 62 K(!) f�ur ! 2 [!1; !2] gilt. Dann hat die Seiten
�ache von P [!1; !2] diein der folgenden Abbildung dargestellte kombinatorische Struktur.!2!+!�!�!1 E�m�1E+m�1 E�mE
+m E�m+1E+m+1

Abbildung 27. Die Seiten
�ache von P [!1; !2].Beweis. F�ur die Winkel  �(!) zum Sektor K(!) wie sie in der Proposition (A7.5)de�niert wurden gilt  �(!) +  +(!) = � � 2(� � �) > 0:Die Winkel  +(!) bzw.  �(!) h�angen monoton von ! ab. Die Winkelhalbierende desSektors K(!�) geht durch den Koordinatenursprung, also gilt  +(!�) =  �(!�) unddamit  �(!�);  +(!�) > 0. Die Geraden E+0 (!+), E�1 (!+) und E+1 (!+) schneiden sichin einem Punkt, also gilt  +(!+) = 0 und folglich  �(!+) > 0. Die Geraden E�0 (!�),E+0 (!�) und E�1 (!�) schneiden sich in einem Punkt, also gilt  �(!�) = 0 und folg-lich  +(!�) > 0. Damit gilt �(!) < 0 <  +(!) f�ur ! 2 [!1; !�); �(!) = 0 <  +(!) f�ur ! = !�;0 <  �(!) <  +(!) f�ur ! 2 (!�; !�);0 <  �(!) =  +(!) f�ur ! = !�;0 <  +(!) <  �(!) f�ur ! 2 (!�; !+); +(!) = 0 <  �(!) f�ur ! = !+; +(!) < 0 <  �(!) f�ur ! 2 (!+; !2]:Nach der Proposition (A7.5) ergibt sich eine Beschreibung der Schichten P (!) f�ur! 2 [!1; !2] und daraus eine Beschreibung des Polyeders P [!1; !2].
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