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Einleitung éÚÂÒÁ× ÔÅÍÕ, ÂÅÒÉ × ÒÕËÉ ÎÅÚÁÒÖÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÐÅÒÏ É ÒÁÚ-ÂÏÒÞÉ×ÙÍ, ÎÅ ËÁÒÁËÕÌÉÓÔÙÍ ÐÏÞÅÒËÏÍ ÐÉÛÉ ÖÅÌÁÅÍÏÅÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÌÉÓÔÁ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÅÔÒÏÎÕÔÏÊ ÄÒÕÇÕÀ.áÎÔÏÎ þÅÈÏ×, ðÒÁ×ÉÌÁ ÄÌÑ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈ Á×ÔÏÒÏ×In dieser Arbeit befassen wir uns mit der Gruppe der orientierungserhaltenden Isometrien der hy-perbolischen Ebene. Wir identi�zieren diese Gruppe mit den Gruppen PSL(2;R) bzw. PSU(1; 1),wenn wir die obere Halbebene H bzw. die Kreisscheibe D als Modelle der hyperbolischen Ebenenehmen. Der Gegenstand unserer Untersuchung sind homogene R�aume, die als Quotienten einer end-lichbl�attrigen �Uberlagerung von PSU(1; 1) nach einer diskreten Untergruppe entstehen. Einige dieser R�aumehaben seit langem Interesse gefunden als Seifertsche Faserr�aume, Lorentz-Raumformen sowie als Umge-bungsr�ander isolierter Singularit�aten. Die Lorentz-Metrik auf der Liegruppe PSU(1; 1) und ihren end-lichbl�attrigen �Uberlagerungen wird durch die Killingform induziert. Igor Dolgachev hat in [D1] und [D2]eine Konstruktion von isolierten Singularit�aten angegeben, deren Umgebungsr�ander zu den Quotienten derk-fachen �Uberlagerung Gk von PSU(1; 1) nach diskreten Untergruppen di�eomorph sind. Diese Konstruktionwollen wir hier kurz skizzieren.Wir betrachten ein komplexes Geradenb�undel L �uber D mit L
k �= TD und eine Hochhebung der Stufe k,das hei�t eine diskrete Untergruppe �k von Gk, die verm�oge der �Uberlagerungsabbildung zu ihrem Bildin PSU(1; 1) isomorph ist. Diese Untergruppe von Gk operiert auf dem Geradenb�undel L. Bildet manden Quotienten nach dieser Operation und zieht anschlie�end den Nullschnitt zusammen, so erh�alt maneinen komplexen Raum mit einer isolierten Singularit�at. Aus der Konstruktion folgt insbesondere, da�der Umgebungsrand dieser Singularit�at zum Quotienten der k-fachen �Uberlagerung von PSU(1; 1) nach derdiskreten Untergruppe �k di�eomorph ist.Den Quotienten der Gruppe Gk nach einer diskreten Untergruppe wollen wir beschreiben, indem wir einenFundamentalbereich f�ur die Operation dieser diskreten Untergruppe durch Linksmultiplikation konstruierenund die Identi�kationen angeben, die diese Operation amRande des Fundamentalbereichs induziert. ThomasFischer hat in seiner Dissertation [Fi] eine Konstruktion f�ur G1 = PSU(1; 1) dargestellt. Im ersten Teil dieserArbeit verallgemeinern wir diese Konstruktion auf den Fall von G2 = SU(1; 1). Ist die diskrete Untergruppecokompakt, so sind die konstruierten Fundamentalbereiche kompakte Polytope mit totalgeod�atischen Seiten,die Identi�kationen am Rande des Fundamentalbereichs sind die Seitenpaarungen. Eine wichtige Vorausset-zung zur Durchf�uhrung der Konstruktion ist die Existenz eines elliptischen Fixpunktes der Operation derdiskreten Untergruppe.Die Lorentz-Mannigfaltigkeit SU(1; 1) l�a�t sich in den Pseudo-Euklidischen Raum R4 mit der Standardbili-nearform ( � ; � ) der Signatur (+;+;�;�) als Pseudosph�areS:= fx 2 R4 : (x; x) = 1geinbetten. Die Identi�kation der Gruppe SU(1; 1) mit der Pseudosph�are Sinduziert eine Gruppenstrukturauf S. Die diskrete Untergruppe ~� wird dabei mit einer diskreten Untergruppe von S identi�ziert. DieMultiplikation auf Sund damit auch die Operation von ~� durch Linksmultiplikation l�a�t sich auf ganz R4erweitern. Nach der Wahl eines elliptischen Fixpunktes von ~� wird mit Hilfe der Tangentialhalbr�aume andie Pseudosph�are Sin Punkten von ~� ein vierdimensionales Polytop konstruiert. Die Bilder der dreidimen-sionalen Seiten dieses Polytops unter der radialen Projektion sind Fundamentalbereiche f�ur die Operationvon ~� auf S.Als Vorbild dient die Konstruktion der Fundamentalbereiche f�ur die Operation einer endlichen nicht zykli-schen Untergruppe ~� von SU(2), zum Beispiel der bin�aren Ikosaedergruppe ~I, auf SU(2) durch Linksmul-tiplikation. Die Gruppe SU(2) wird dabei mit der Sph�are S3 im euklidischen Raum R4 identi�ziert. Jededreidimensionale Seiten�ache des vierdimensionalen Polytops Tg2~�Hg ist ein Fundamentalbereich f�ur dieOperation von ~� auf dem Rand dieses Polytops. Die Bilder dieser Seiten unter der radialen Projektion sindFundamentalbereiche der Operation f�ur die Operation von ~� auf SU(2). Dieser Ansatz ist allerdings aufunsere Situation nicht direkt �ubertragbar, denn es gilt Tg2~�Hg = f0g. Dies h�angt damit zusammen, da�die Pseudosph�are Snicht konvex ist, und die Tangentialr�aume damit keine St�utzhyperebenen f�urSsind. Wirm�ussen die Konstruktion des vierdimensionalen Polytops in unserem Fall ab�andern, das Polytop entsteht alsVereinigung endlicher Durchschnitte von Tangentialhalbr�aumen Hg mit g 2 ~�.1



2 EinleitungIm zweiten Teil der Arbeit wird die Konstruktion auf sechs diskrete Untergruppen von SU(1; 1) angewandt.Die zugeh�origen Fundamentalbereiche werden explizit bis zur Ermittlung von Figuren zusammen mit Sei-tenpaarungen ausgerechnet. Die Wahl der entsprechenden Untergruppen von SU(1; 1) ist durch die Singu-larit�atentheorie motiviert. Die Berechnungen konzentrieren sich auf Singularit�aten, die in C 3 eingebettetwerden k�onnen. In der folgenden Tabelle (vergleiche mit [D1], [D2]) listen wir die Stufe und die Signaturdes Bildes in PSU(1; 1) f�ur die Hochhebungen auf, die zu den Singularit�aten am Anfang der Serien E, Z, Q,S, W und U nach der Klassi�kation von Arnold (siehe [AGV]) geh�oren.Stufe 1 Stufe 2E12 (7; 3; 2) E13 (5; 4; 2) E14 (4; 3; 3) E3;0 (3; 2; 2; 2) E18 (5; 3; 3)Z11 (8; 3; 2) Z12 (6; 4; 2) Z13 (5; 3; 3) Z1;0 (4; 2; 2; 2) Z17 (7; 3; 3)Q10 (9; 3; 2) Q11 (7; 4; 2) Q12 (6; 3; 3) Q2;0 (5; 2; 2; 2) Q16 (9; 3; 3)W12 (5; 5; 2) W13 (4; 4; 3) W1;0 (3; 3; 2; 2) W17 (5; 5; 3)S11 (6; 5; 2) S12 (5; 4; 3) S1;0 (4; 3; 2; 2) S16 (7; 5; 3)U12 (4; 4; 4) U1;0 (3; 3; 3; 2) U16 (5; 5; 5)Abbildung 1. Tabelle der Stufen und Signaturen.Die Fundamentalbereiche zu den Singularit�aten E12, Q11 und Z10 wurden von Thomas Fischer in seinerDissertation [Fi] ausgerechnet, wobei f�ur die Konstruktion des Fundamentalbereichs der Fixpunkt mit dergr�o�ten Ordnung gew�ahlt wurde. Alexandra K�ass, Ute Neusch�afer, Frank Rothenh�ausler und Stefan Scheidthaben in ihrer Diplomarbeit [KNRS] die Berechnung der Fundamentalbereiche f�ur die vierzehn Dreiecks-singularit�aten in der ersten Stufe f�ur alle Wahlen des Fixpunktes au�er der Fixpunkte der Ordnung zweidurchgef�uhrt. Dabei hei�t eine Singularit�at eine Dreieckssingularit�at, wenn das Bild der zugeh�origen Hoch-hebung in PSU(1; 1) eine Dreiecksgruppe ist. In dieser Arbeit bestimmen wir die Fundamentalbereiche f�ursechs Dreieckssingularit�aten in der zweiten Stufe, wobei f�ur die Konstruktion des Fundamentalbereichs stetsder Fixpunkt mit der gr�o�ten Ordnung gew�ahlt wird.Diese Berechnungen sollen dazu dienen, die Zusammenh�ange zwischen den Fundamentalbereichen einerseitsund den Arnoldschen Serien und den Deformationsrelationen zwischen den Singularit�aten andererseits n�aherzu untersuchen. Die Zusammenstellung der Abbildungen der Fundamentalbereiche, bei deren Konstruktionimmer der Fixpunkt mit der gr�o�ten Ordnung gew�ahlt wurde, in Serien nach der Klassi�kation von Arnoldim Kapitel 9 l�a�t vermuten, da� die kombinatorische Struktur der Fundamentalbereiche die Struktur derSerien widerspiegelt.Im Kapitel 1 werden die notwendigen Begri�e und Bezeichnungen eingef�uhrt. Die Gruppe PSU(1; 1) wirdals Isometriegruppe der hyperbolischen Ebene interpretiert, bestimmte Elemente in PSU(1; 1) werden aus-gezeichnet und ihre Urbilder in SU(1; 1) beschrieben. Im letzten Abschnitt des Kapitels fassen wir diebekannten Ergebnisse �uber Dreiecksgruppen zusammen und f�uhren einige Begri�e wie die Kantenkorona Kund die Eckenkorona E einer Dreiecksgruppe ein.Unter einer Hochhebung einer Untergruppe � von PSU(1; 1) verstehen wir eine Untergruppe �k von Gk,deren Bild unter der �Uberlagerungsabbildung gleich � ist und die verm�oge dieser Abbildung zu � isomorphist. ImKapitel 2 untersuchen wir die Frage der Existenz und der Eindeutigkeit bzw. der Anzahl der Hoch-hebungen einer diskreten, endlich erzeugten, cokompakten Untergruppe von PSU(1; 1), insbesondere auchim Spezialfall der Hochhebung einer Dreiecksgruppe in SU(1; 1). Wie bereits erw�ahnt, sind die Quotientenvon Gk nach diskreten Untergruppen von Gk, die Hochhebungen sind, di�eomorph zu Umgebungsr�anderngewisser Singularit�aten.Im Kapitel 3 beschreiben wir die Konstruktion der Fundamentalbereiche. Die einzelnen Elemente derKonstruktion werden dabei geometrisch interpretiert und explizit durch Gleichungen beschrieben. Fernerde�nieren wir zu jedem N � �unfug eine Menge FN , wobei u der f�ur die Konstruktion der Fundamentalbe-reiche ausgezeichnete Fixpunkt ist. Unter Benutzung der Menge F�unfug geben wir eine andere Beschreibungder konstruierten Fundamentalbereiche.Im Kapitel 4 beschreiben wir die Symmetrien des Fundamentalbereichs Fe.



Einleitung 3Im Kapitel 5 gehen wir auf die Methoden zur Herleitung einer endlichen Darstellung des Fundamentalbe-reichs als kompaktes Polytop ein. Wir beweisen eine Ungleichung �uber die Punkte der Menge FK. Mit Hilfedieser Absch�atzung k�onnen wir in einigen F�allen zeigen, da� Fe = FK gilt. In anderen F�allen werden wir eineDarstellung der Menge FK bzw. FE als kompaktes Polytop herleiten und ihre Kombinatorik untersuchen,um Fe = FK bzw. Fe = FE zu beweisen.In den Kapiteln 6{8 werden die Rechnungen zur Bestimmung der Fundamentalbereiche in den F�allen ~� =�(5; 3; 3)2, ~� = �(7; 3; 3)2, ~� = �(9; 3; 3)2, ~� = �(5; 5; 3)2, ~� = �(5; 5; 5)2 und ~� = �(7; 5; 3)2 durchgef�uhrt.ImKapitel 9werden die Abbildungen aller berechneten Fundamentalbereiche entsprechend den ArnoldschenSerien zusammengestellt, einschlie�lich der von Thomas Fischer, Alexandra K�ass, Ute Neusch�afer, FrankRothenh�ausler und Stefan Scheidt bestimmten Fundamentalbereiche. Diese Zusammenstellung soll helfen,die Entsprechungen zwischen der kombinatorischen Struktur der Fundamentalbereiche und den Serien vonSingularit�aten festzustellen.Am Ende der Arbeit wird ein Ausblick auf einige Fragen im Zusammenhang mit der Konstruktion derFundamentalbereiche gegeben, die in dieser Arbeit (noch) nicht beantwortet werden konnten.Im Anhang sind die Formeln der (hyperbolischen) Trigonometrie zusammengefa�t, die bei den Rechnungen(auch ohne einen expliziten Hinweis auf den Anhang) oft benutzt wurden.An dieser Stelle m�ochte ich mich bei allen bedanken, die am Entstehen der vorliegenden Arbeit beteiligtwaren. Herrn Prof. Dr. Egbert Brieskorn m�ochte ich ganz herzlich f�ur die intensive Betreuung und dassch�one und interessante Thema einer Arbeit danken, die mich in verschiedene Gebiete der Mathematikeingef�uhrt hat. Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr. Ludwig Balke f�ur zahlreiche Gespr�ache und hilfreicheKritik, f�ur die mehrmalige sorgf�altige Durchsicht des Textes und wertvolle Anregungen, die zur Lesbarkeitder nun vorliegenden Fassung beigetragen haben. Herrn Dr. Claus Hertling danke ich f�ur Diskussionen �uberHochhebungen von Gruppen. Weitergeholfen haben mir auch Gespr�ache mit Frank Rothenh�ausler. Daf�urauch ihm meinen herzlichen Dank. Birgit Richter bin ich f�ur das Durchlesen der Einleitung dankbar. F�urdie Hilfe mit dem Programm Maple danke ich Ludwig Balke und Frank Rothenh�ausler. Meinem Mann Ily�adanke ich f�ur den Layout dieses Textes und das Schreiben des Programms off2ps, das zur Erstellung derAbbildungen der Fundamentalbereiche benutzt wurde. Den gr�o�ten Dank zolle ich meinem Mann, meinenEltern und meiner Gro�mutter f�ur ihre Unterst�utzung und daf�ur, da� sie immer f�ur mich da waren.



Kapitel IBegri�e und BezeichnungenïÄÉÎ ÁÎÇÌÉÞÁÎÉÎ ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏÇ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ËÁË ÜÔÁÐÔÉÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ.| üÔÏ, | ÇÏ×ÏÒÉÔ,| ËÒÀËÉÃÁ. áÈ ÎÅÔ, ÎÅ ËÒ�ÀËÉÃÁ,Á ËÉÒÀËÉÃÁ. éÌÉ ÎÅÔ, ÎÅ ËÉÒ�ÀËÉÃÁ, Á ËÕÒ�ÑËÉÃÁ. æÕÔÙ! îÅ ËÕÒ�ÑËÉÃÁ, Á ËÕËÒÉËÉÃÁ. äÁ É ÎÅ ËÕËÒ�ÉËÉÃÁ,Á ËÉÒÉËÒ�ÀËÉÃÁ. : : :úÁÂÙÌ Ñ, ËÁË ÜÔÁ ÐÔÉÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ. á ÅÖÅÌÉ ÂÙÎÅ ÚÁÂÙÌ, ÔÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÌ ÂÙ ×ÁÍ ÒÁÓÓËÁÚ ÐÒÏ ÜÔÕËÉÒÉËÕÒËÕËÕËÒÅËÉÃÕ. äÁÎÉÉÌ èÁÒÍÓx1. Isometriegruppe der hyperbolischen EbeneV erschiedene Modelle der hyperbolischen Ebene erm�oglichen die Identi�kation der Gruppe ihrer ori-entierungserhaltenden Isometrien mit verschiedenen Liegruppen. F�ur die o�ene Kreisscheibe D giltIsom+(D ) = PSU(1; 1) = SU(1; 1)=f�1g, f�ur die obere Halbebene H gilt Isom+(H ) = PSL(2;R) =SL(2;R)=f�1g und f�ur das Hyperquadrikenmodell H2 gilt Isom+(H2) = SO(2; 1)0. Damit sind diese Grup-pen isomorph: PSL(2;R) �= PSU(1; 1) �= SO(2; 1)0. Die Gruppe SL(2;R) scheint uns vertrauter zu sein, f�urdie Gruppe SU(1; 1) ist aber die geometrische Interpretation als Pseudosph�are in einem semi-EuklidischenRaum (Sprechweise aus [ON]) klarer, so da� wir uns in dieser Arbeit �uberwiegend mit dem Poincar�e-Modell Dder hyperbolischen Ebene, der Gruppe Isom+(D ) = PSU(1; 1) der orientierungserhaltenden Isometrien undihrer zweibl�attrigen �UberlagerungSU(1; 1) = �A 2M2(C ) : A�10 � 01� �AT = �10� 01� ; detA = 1�= ( a b�b �a! : jaj2 � jbj2 = 1)befassen werden. Es sei � die hyperbolische und d die Euklidische Metrik auf D . Die Gruppe SU(1; 1) kanndurch die Bijektion  a b�b �a! 7! (a; b)mit der Pseudosph�are S:= f(a; b) 2 C 2 : jaj2 � jbj2 = 1g identi�ziert werden. Hier und weiter identi�zierenwir stillschweigend R4 mit C 2. Die Identi�kation der Gruppe SU(1; 1) mit der Pseudosph�are Sinduziert eineGruppenstruktur auf Smit der Multiplikation(a1; b1) � (a2; b2) = (a1a2 + b1�b2; a1b2 + b1�a2):Es sei e 2 Sdas Einselement bez�uglich dieser Multiplikation. Es gilt e = (1; 0) als Element von C 2,e = (1; 0; 0; 0) als Element von R4, e =  1 00 1! als Element von SU(1; 1). Wir werden auch 1 statt eschreiben, wenn es nicht zu Verwechslungen f�uhrt.Es gilt Z(PSL(2;R)) = f1g und Z(SL(2;R)) = f�1g. Mit Hilfe der Iwasawa-ZerlegungSL(2;R) = SO(2) �( a n0 a�1! : a 2 R+; n 2 R)4



I. Begri�e und Bezeichnungen: Elliptische und hyperbolische Elemente als Matrizen 5sieht man, da� SL(2;R) �= SU(1; 1) hom�oomorph zu einem o�enen Volltorus istSL(2;R) � S1 �R2:Den Hom�oomorphismus kann man auch explizit hinschreiben: Die Abbildung a b�b �a! 7! � ajaj ; b�ist ein Hom�oomorphismus zwischen SU(1; 1) und S1 � C . Der o�ene Volltorus und damit auch SL(2;R) �=SU(1; 1) ist homotopie�aquivalent zu der Kreislinie S1, es gilt also �1(SU(1; 1); �) �=Z. Es gibt damit zu jedernat�urlichen Zahl k eine bis auf Isomorphie eindeutige k-bl�attrige �Uberlagerung von PSU(1; 1). Die unend-lichbl�attrige universelle �Uberlagerung p : fSU(1; 1) ! PSU(1; 1) von PSU(1; 1) ist auch bis auf Isomorphieeindeutig bestimmt. Auf fSU(1; 1) gibt es eine Liegruppenstruktur derart, da� die �Uberlagerungssbbildung pzu einem Homomorphismus von Liegruppen wird. F�ur das Zentrum von fSU(1; 1) giltZ(fSU(1; 1)) = p�1(1) �=Z:Die universelle �Uberlagerung induziert durchGk := fSU(1; 1)=kZ(fSU(1; 1))eine k-fache �Uberlagerung �k : Gk ! PSU(1; 1) von PSU(1; 1). AufGk wird dadurch eine Liegruppenstrukturinduziert und die �Uberlagerungssbbildung �k ist ein Homomorphismus von Liegruppen. F�ur das Zentrumvon Gk gilt Z(Gk) = ��1k (1) �= Z(fSU(1; 1))=kZ(fSU(1; 1)) �=Z=kZ:Ein Element A = �a bc d� 2 SL(2;R) hei�t elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem ob j SpurAj =ja+dj kleiner, gr�o�er oder gleich 2 ist. In die Sprache von SU(1; 1) �ubersetzt, bedeutet es: Ein Element �a b�b �a� 2SU(1; 1) hei�t elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem ob jRe(a)j kleiner, gr�o�er oder gleich 1ist. Ein elliptisches Element in SU(1; 1) hat in �D genau einen Fixpunkt und zwar in D . Ein hyperbolischesElement in SU(1; 1) hat in �D genau zwei verschiedene Fixpunkte und zwar in @D . Ein parabolisches Elementin SU(1; 1) hat in �D genau einen Fixpunkt und zwar in @D .Eine diskrete Untergruppe � von PSU(1; 1) hei�t eine Fuchssche Gruppe. Eine Untergruppe � von PSU(1; 1)ist genau dann diskret, endlich erzeugt und cokompakt, wenn � eigentlich diskontinuierlich auf D operiertund D =� eine kompakte Riemannsche Fl�ache ist. Die Abbildung D ! D =� ist dann eine �uber endlich vielenPunkten verzweigte �Uberlagerung von Riemannschen Fl�achen. Die Signatur einer diskreten, endlich erzeug-ten, cokompakten Untergruppe � von PSU(1; 1) ist (g;�1; : : : ; �m), wobei g das Geschlecht der RiemannschenFl�ache D =� ist, m die Anzahl der Verzweigungspunkte der Abbildung D ! D =� und �1; : : : ; �m die Ver-zweigungsordnungen dieser Punkte. Ein Tupel (g;�1; : : : ; �m) ist genau dann Signatur einer Untergruppevon PSU(1; 1), wenn gilt mXi=1 1�i < 2(g � 1) +m:Damit sind genau die folgenden Tupel keine Signaturen von Untergruppen von PSU(1; 1)g = 0; m 6 2 : alle;g = 0; m = 3 : (2; 2; �); � > 2; (2; 3; �); � = 3; 4; 5; 6; (2; 4; 4); (3; 3; 3);g = 0; m = 4 : (2; 2; 2; 2);g = 1; m = 0:x2. Elliptische und hyperbolische Elemente als MatrizenWir zeichnen nun bestimmte Elemente in PSU(1; 1) aus und beschreiben ihre Urbilder in SU(1; 1).



6 I. Begri�e und Bezeichnungen: Elliptische und hyperbolische Elemente als MatrizenDefinition. Es sei x 2 D und ' 2 R.F�ur u 2 D mit u 6= x sei �u;x 2 PSU(1; 1) die Translation von u nach x, das hei�t, �u;x ist das hyperbolischeElement mit �u;x(u) = x, das die Geod�atische zwischen u und x invariant l�a�t. �x sei de�niert durch �x := �0;xf�ur x 6= 0 und �0 := id.Es sei �x;' 2 PSU(1; 1) die Drehung in x um den Winkel ', das hei�t, �x;' ist das elliptische Elementmit �x;'(x) = x und �0x;'(x) = ei'. Es sei �' := �0;'.tx 2 SU(1; 1) sei de�niert durch tx := 1p1� jxj2  1 x�x 1! :rx;' 2 SU(1; 1) sei de�niert durchrx;' :=  cos '2 + i1+jxj21�jxj2 sin '2 �i 2x1�jxj2 sin '2i 2�x1�jxj2 sin '2 cos '2 � i1+jxj21�jxj2 sin '2 !r' 2 SU(1; 1) sei de�niert durch r' :=  ei'=2 00 e�i'=2! :Es gilt r' = r0;' und rx;' = tx � r' � t�1x .Proposition 1. Es sei x 2 D und ' 2 R. Unter der Identi�kation SU(1; 1) �= Sdurch �a b�b �a� 7! (a; b) gilttx = 1p1� jxj2 � (1; x);r' = (ei'=2; 0);rx;' = (cos '2 + i1 + jxj21� jxj2 sin '2 ;�i 2x1� jxj2 sin '2 ):Mit Hilfe der Formeln cosh �(0; x) = 1+jxj21�jxj2 und sinh �(0; x) = 2jxj1�jxj2 (siehe Anhang) folgt fernerrx;' = (cos '2 + i cosh �(0; x) sin '2 ;�i xjxj sinh �(0; x) sin '2 ):Proposition 2. Es sei � = �2 : SU(1; 1)! PSU(1; 1) die �Uberlagerungsabbildung. F�ur x 2 D und ' 2 Rgilt ��1(�x) = �tx und ��1(�x;') = �rx;', insbesondere gilt ��1(�') = �r'.Beweis. ��1(�0) = �t0 ist klar. Es sei x = rei 6= 0. F�urtx = 1p1� r2  1 rei re�i 1 !rechnet man leicht nach, da� tx(0) = x und tx(�ei ) = �ei gilt:tx(0) = rei 1 = ei = x;tx(ei ) = ei + rei re�i ei + 1 = (r + 1)ei r + 1 = ei ;tx(�ei ) = �ei + rei �re�i ei + 1 = (r � 1)ei �(r � 1) = �ei :Daraus folgt �(tx) = �x und ��1(�x) = �tx.F�ur r' =  ei'=2 00 e�i'=2!



I. Begri�e und Bezeichnungen: Dreiecksgruppen 7rechnet man leicht nach, da� r'(0) = 0 und r0'(0) = ei' gilt, es gilt n�amlichr0'(z) = 1(e�i'=2)2 = ei'f�ur alle z 2 D . Daraus folgt �(r') = �' und ��1(�') = �r'.F�ur rx;' = tx�r'�t�1x rechnet man mit t�1x (x) = 0 und (r'�t�1x )(x) = r'(0) = 0 leicht nach, da� rx;'(x) = xund r0x;'(x) = ei' gilt: rx;'(x) = (tx � r' � t�1x )(x) = tx(0) = x;r0x;'(x) = (tx � r' � t�1x )0(x) = t0x(0) � r0'(0) � (t�1x )0(x)= ei' � (t�1x )0(tx(0)) � t0x(0) = ei':(Dabei werden hier und weiter in diesem Beweis die Elemente von SU(1; 1) durch ihre Wirkung auf Dbeschrieben.) Daraus folgt �(rx;') = �x;' und ��1(�x;') = �rx;'.Alternativ kann man auch f�urrx;' =  cos '2 + i1+jxj21�jxj2 sin '2 �i 2x1�jxj2 sin '2i 2�x1�jxj2 sin '2 cos '2 � i1+jxj21�jxj2 sin '2 !direkt zeigen, da� rx;'(x) = x und r0x;'(x) = ei' gilt:rx;'(x) = ((1 � jxj2) cos '2 + i(1 + jxj2) sin '2 )x� 2ix sin '22i�xx sin '2 + (1� jxj2) cos '2 � i(1 + jxj2) sin '2= x (1� jxj2)(cos '2 � i sin '2 )(1� jxj2)(cos '2 � i sin '2 ) = x;r0x;'(x) = (1 � jxj2)2(2i�xx sin '2 + (1� jxj2) cos '2 � i(1 + jxj2) sin '2 )2= (1� jxj2)2(1� jxj2)2(cos '2 � i sin '2 )2 = ei':x3. DreiecksgruppenEine Dreiecksgruppe ist eine diskrete Gruppe von orientierungserhaltenden Isometrien der hyperbolischenEbene, die von Spiegelungen an den Seiten eines hyperbolischen Dreiecks mit Winkeln �=p, �=q und �=rmit p; q; r 2 N erzeugt wird. Ein hyperbolisches Dreieck mit Winkeln �=p, �=q und �=r existiert bekanntlichgenau dann, wenn die Summe der Winkel kleiner als �, das hei�t, die rationale Zahl 1=p+ 1=q+ 1=r kleinerals 1 ist. Die Dreiecksgruppen zu isometrischen Dreiecken sind in der Gruppe der orientierungserhaltendenIsometrien konjugiert.F�ur die explizite Konstruktion ist es ratsam, in jeder Isometrieklasse solcher hyperbolischen Dreiecke einDreieck auszuzeichnen. Damit wird auch in jeder Konjugationsklasse von Dreiecksgruppen eine Gruppeausgezeichnet.Es sei �(p; q; r) � D das hyperbolische Dreieck mit Ecken u; v; w 2 D und Winkeln�u = �p ; �v = �q und �w = �rderart, da� gilt u = 0; v 2 R; v > 0 und Im(w) > 0:Daraus folgt unter anderem w = jwj � ei�p . Die Seitenl�angen`v := �(u; v); `w := �(u;w); `vw := �(v; w)



8 I. Begri�e und Bezeichnungen: Dreiecksgruppendes Dreiecks �(p; q; r) lassen sich aus den Winkeln berechnen (siehe Anhang):cosh `v = cos �p cos �q + cos �rsin �p sin �q ; cosh `w = cos �p cos �r + cos �qsin �p sin �r ;cosh `vw = cos �q cos �r + cos �psin �q sin �rund sinh `v = Wsin �p sin �q ; sinh `w = Wsin �p sin �r ; sinh `vw = Wsin �q sin �r :mit W :=rcos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1:Notation. Es sei C := cosh `v und S := sinh `v. Es gilt alsoC = cos �p cos �q + cos �rsin �p sin �q und S =pC2 � 1:Es sei �(p; q; r)� � Isom(D ) die von den Spiegelungen an den Seiten von �(p; q; r) erzeugte Gruppe und essei �(p; q; r) = �(p; q; r)� \ Isom+(D ):�(p; q; r) ist eine Untergruppe von PSU(1; 1) mit Signatur (0; p; q; r).Es sei �u := �u;2�=p, �v := �v;2�=q und �w := �w;2�=r. Die Dreiecksgruppe �(p; q; r) wird von den Elemen-ten �u und �v erzeugt und besitzt eine Pr�asentation�(p; q; r) �= ha; b; c j ap = bq = cr = abc = 1i;wobei der Isomorphismus durch die Zuordnung a 7! �u, b 7! �v und c 7! �w gestiftet wird.Die Bahn des hyperbolischen Dreiecks �(p; q; r) unter der Operation der Gruppe �(p; q; r)� ergibt eine Pa-sterung der hyperbolischen Ebene D . Die nachfolgende Abbildung zeigt einen Ausschnitt dieser Pasterungder hyperbolischen Ebene mit den Fundamentaldreiecken f�ur die volle Dreiecksgruppe �(5; 3; 3)�.

Abbildung 2. Die Pasterung der hyperbolischen Ebene D f�ur �(5; 3; 3)�.



I. Begri�e und Bezeichnungen: Dreiecksgruppen 9Wir betrachten nun die Bahn der Ecke u = 0 des Dreiecks �(p; q; r) unter der Operation von �(p; q; r) undzeichnen gewisse Teilmengen darin aus.Definition. F�ur m; l 2Zsei xm;l := �mu �lv(u) und ~xm;l := �mu �lw(u):Die Eckenkorona sei de�niert durchE = fxm;l : m = 0; : : : ; p� 1; l = 1; : : : ; q� 1g [ f~xm;l : m = 0; : : : ; p� 1; l = 1; : : : ; r � 1gund die Kantenkorona durch K = fx0;1; : : : ; xp�1;1; ~x0;1; : : : ; ~xp�1;1g.Proposition 3. F�ur alle m 2Zgilt xm;q�1 = ~xm;1 und xm+1;1 = ~xm;r�1.Beweis. Folgt aus �q�1v = ��1v = �w�u und �r�1w = ��1w = �u�v.Korollar 4. Es gilt also K = fx0;1; x0;q�1; : : : ; xp�1;1; xp�1;q�1g:Bemerkung. Die Teilmengen E und K k�onnen eingef�uhrt werden, ohne auf die Pr�asentation von �(p; q; r)zur�uckzugreifen. Die (abgeschlossene) Dirichletzelle von x 2 D istD(x) := fy 2 D : 8 z 2 �x �(y; z) > �(y; x)g:Es sei x ein Punkt aus der Bahn von u. Die Dirichletzelle von x kann auch als die Vereinigung allerden Punkt x enthaltender Bilder von �(p; q; r) unter den Elementen von �(p; q; r)� beschrieben werden.Die Eckenkorona Ex von x besteht aus allen Punkten in �unfxg, deren Dirichletzellen mindestens einengemeinsamen Punkt mit der Dirichletzelle von x haben, w�ahrend die Kantenkorona Kx von x aus allenPunkten in �unfxg besteht, deren Dirichletzellen mindestens eine gemeinsame Kante mit der Dirichletzellevon x haben. Man erkennt nun, da� die Teilmengen E bzw. K die Ecken- bzw. Kantenkorona des Punktes usind. Die De�nition von xm;l und ~xm;l dient zur Numerierung der Elemente von E = Eu bzw. K = Ku.Proposition 5. F�ur alle x 2 K giltcosh �(0; x) = 2 sinh2 `v sin2 �q + 1 und jxj = sinh `v sin �qqsinh2 `v sin2 �q + 1 :Beweis. Es sei x 2 fx0;1; x0;q�1g � K. Aus der Kosinus-Regel f�ur das gleichschenklige Dreieck 0; v; x folgtcosh �(0; x) = cosh2 `v � sinh2 `v cos 2�q = sinh2 `v + 1� sinh2 `v cos 2�q= sinh2 `v(1 � cos 2�q ) + 1 = 2 sinh2 `v sin2 �q + 1Die anderen Elemente der Kantenkorona entstehen aus x0;1 bzw. x0;q�1 durch Drehung um 0, haben alsoden gleichen (hyperbolischen) Abstand von u = 0. Aus dem hyperbolischen Abstand �(0; x) berechnet sichder euklidische Abstand jxj =scosh �(0; x)� 1cosh �(0; x) + 1 = sinh `v sin �qqsinh2 `v sin2 �q + 1 :Proposition 6. F�ur alle m 2Zgiltcosh �(xm;1; xm;q�1) = 2 sinh2 `v sin2 2�q + 1cosh �(xm;q�1; xm+1;1) = 2 sinh2 `w sin2 2�r + 1jxm;1 � xm;q�1j = sinh `v sin 2�qsinh2 `v sin2 �q + 1jxm;q�1 � xm+1;1j = sinh `w sin 2�rsinh2 `w sin2 �r + 1 :



10 I. Begri�e und Bezeichnungen: DreiecksgruppenEs gilt ferner jxm;1 � xm;q�1jcos �q = jxm;q�1 � xm+1;1jcos �r :Beweis. Aus der Kosinus-Regel f�ur das gleichschenklige Dreieck v; xm;1; xm;q�1 folgtcosh �(xm;1; xm;q�1) = cosh2 `v � sinh2 `v cos 4�q = sinh2 `v + 1� sinh2 `v cos 4�q= sinh2 `v(1� cos 4�q ) + 1 = 2 sinh2 `v sin2 2�q + 1Wegen �(0; xm;1) = �(0; xm;q�1) berechnet sich der euklidische Abstand aus dem hyperbolischen Abstandwie folgt jxm;1 � xm;q�1j = p2(cosh �(xm;1; xm;q�1) � 1)cosh �(0; xm;1) + 1= sinh `v sin 2�qsinh2 `v sin2 �q + 1 = 2 sinh `v sin �q cos �qsinh2 `v sin2 �q + 1 :Analog berechnet mancosh �(xm;q�1; xm+1;1) = cosh �(~xm;1; ~xm;r�1) = 2 sinh2 `w sin2 2�r + 1und jxm;q�1 � xm+1;1j = j~xm;1 � ~xm;r�1j = 2 sinh `w sin �r cos �rsinh2 `w sin2 �r + 1 :Aus der Sinus-Regel f�ur das hyperbolische Dreieck �(p; q; r) folgtsinh `v sin �q = sinh `w sin �rund damit jxm;1 � xm;q�1jcos �q = 2 sinh `v sin �qsinh2 `v sin2 �q + 1 = 2 sinh `w sin �rsinh2 `w sin2 �r + 1 = jxm;q�1 � xm+1;1jcos �r :



Kapitel IIHochhebung Fuchsscher GruppenðÏÄß£Í ÎÁ ÓÁÍÙÊ ×ÅÒÈ ÚÁÎÑÌ ÏÔ ÓÉÌÙ ÄÅÓÑÔØ ÍÉ-ÎÕÔ, Á ÅÓÌÉ ÂÙ óÁÛÁ ÓÒÁÚÕ ÐÏÐÁÄÁÌ ËÌÀÞÏÍ × ÚÁ-ÍÏÞÎÙÅ ÓË×ÁÖÉÎÙ, ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÏÓØ ÂÙ É ÔÏÇÏ ÍÅÎØ-ÛÅ. ïÔ ÕÒÏ×ÎÑ Ë ÕÒÏ×ÎÀ ×ÅÌÁ ÕÚËÁÑ ÓÌÕÖÅÂÎÁÑÌÅÓÔÎÉÃÁ, ×ÙÒÕÂÌÅÎÎÁÑ × ÔÏÌÝÅ ËÁÍÎÑ | ÞÔÏ ÜÔÏÚÁ ËÁÍÅÎØ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÙÌÏ ÔÒÕÄÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏÏÎ ÂÙÌ ÏÞÅÎØ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÙÍ, ÄÁ É ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÎÅÄÏÌÇÏ: ËÏÇÄÁ ÚÁ óÁÛÅÊ ÚÁËÒÙÌÁÓØ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑÄ×ÅÒØ, ÒÅÁÌØÎÏÓÔØ ÓÎÏ×Á ÐÒÉÏÂÒÅÌÁ ÑÓÎÙÅ Ã×ÅÔÁÉ Þ£ÔËÏÓÔØ. ÷ÉËÔÏÒ ðÅÌÅ×ÉÎ, ðÒÉÎÃ ÇÏÓÐÌÁÎÁHochhebungen Fuchsscher Gruppen stellen eine wichtige Klasse diskreter Untergruppen endlicher�Uberlagerungen von PSU(1; 1) dar. Die Quotienten nach diskreten Untergruppen, die Hochhe-bungen sind, sind di�eomorph zu Umgebungsr�andern gewisser Singularit�aten. Im diesem Kapiteluntersuchen wir die Frage der Existenz und der Eindeutigkeit bzw. der Anzahl der Hochhebungen einerdiskreten, endlich erzeugten, cokompakten Untergruppe von PSU(1; 1), insbesondere auch im Spezialfall derHochhebung einer Dreiecksgruppe in SU(1; 1).x4. Existenz und Eindeutigkeit der HochhebungEs sei p : fSU(1; 1)! PSU(1; 1) eine universelle �Uberlagerung von PSU(1; 1). Es sei k eine nat�urliche Zahl.Es sei � = �k : Gk ! PSU(1; 1) mit Gk := fSU(1; 1)=kZ(fSU(1; 1)) die induzierte k-fache �Uberlagerungvon PSU(1; 1) und � : fSU(1; 1)! Gk die induzierte universelle �Uberlagerung von Gk.Definition. Eine Hochhebung einer Untergruppe � von PSU(1; 1) in Gk ist eine Untergruppe �k von Gkderart, da� �j�k : �k ! � ein Isomorphismus ist.Die Frage der Existenz und der Eindeutigkeit bzw. der Anzahl der Hochhebungen einer diskreten, endlicherzeugten, cokompakten Untergruppe � von PSU(1; 1) l�a�t sich anhand der Signatur der Gruppe beantwor-ten.Satz 7. Es sei � eine diskrete, endlich erzeugte, cokompakte Untergruppe � von PSU(1; 1) mit Signatur(g;�1; : : : ; �m). Es sei L das kleinste gemeinsame Vielfache von �1; : : : ; �m und b := 2(g � 1) +m. Es gibtgenau dann Hochhebungen von � in Gk, wennggT(k; �i) = 1 f�ur i = 1; : : : ;mgilt und die Zahl L � �b� mXi=1 1�i �durch k teilbar ist. Sind diese Bedingungen erf�ullt, so gibt es genau k2g Hochhebungen von � in Gk,insbesondere ist die Hochhebung im Falle g = 0 eindeutig.Beweis.(1) Die folgende Aussage werden wir im Beweis benutzen: Es sei � eine diskrete, endlich erzeugte,cokompakte Untergruppe � von PSU(1; 1) mit Signatur (g;�1; : : : ; �m). Dann gibt es ein Erzeugen-densystem �r1; : : : ; �rm; �a1;�b1; : : : ; �ag;�bg von � mit Relationen�r�11 = � � � = �r�mm = �r1 � : : : � �rm � [�a1;�b1] � : : : � [�ag;�bg] = 1;das sich zu einem Erzeugendensystem r1; : : : ; rm; a1; b1; : : : ; ag; bg; h von p�1(�) mit Relationen[ri; h] = [aj; h] = [bj; h] = 111



12 II. Hochhebung Fuchsscher Gruppen: Existenz und Eindeutigkeit der Hochhebungf�ur i 2 I := f1; : : : ;mg, j 2 J := f1; : : : ; gg undr�11 = � � � = r�mm = h; r1 � : : : � rm � [a1; b1] � : : : � [ag; bg] = hbhochheben l�a�t, wobei h ein Erzeuger von Z(fSU(1; 1)) = p�1(1) �=Zist. Damit ist gemeint, da�p(ri) = �ri f�ur i 2 I; p(aj) = �aj; p(bj) = �bj f�ur j 2 Jgilt. Diese Aussage wird (f�ur PSL(2;R) �= PSU(1; 1)) in [RV] bewiesen. Dabei wird die Beschrei-bung des Quotienten PSU(1; 1)=� �= fSU(1; 1)=p�1(�) als Seifertscher Faserraum und die Berechnungseiner Invarianten aus [NR] benutzt. Zu Seifertschen Faserr�aumen, ihren Invarianten und Fundamen-talgruppen siehe auch [Se], [Or] und [Sc].(2) Wir beschreiben nun die Hochhebungen durch ihre Erzeugendensysteme: Den Hochhebungen von �in Gk entsprechen bijektiv die Folgen (Ri; Aj; Bj)i2I;j2J von Elementen aus Gk mit�(Ri) = �ri f�ur i 2 I; �(Aj) = �aj; �(Bj) = �bj f�ur j 2 J;R�11 = � � � = R�mm = R1 � : : : �Rm � [A1; B1] � : : : � [Ag; Bg] = 1: (�)Ist �k eine Hochhebung von � in Gk und ' : � ! �k der Homomorphismus mit �j�k � ' = id�und ' � �j�k = id�k , so erf�ullen die Elemente Ri := '(�ri) f�ur i 2 I, Aj := '(�aj), Bj := '(�bj) dieBedingung (�).Erf�ullen andererseits die Elemente R1; : : : ; Rm und A1; B1; : : : ; Ag; Bg die Bedingung (�), so sei �kgleich der Untergruppe hRi; Aj; Bj j i 2 I; j 2 Ji von Gk, die von den Elementen Ri, Aj und Bjerzeugt wird. Wegen der Bedingung (�) gibt es einen Homomorphismus ' : � ! �k mit '(�ri) = Rif�ur i 2 I und '(�aj) = Aj , '(�bj) = Bj f�ur j 2 J und es gilt �j�k � ' = id� und ' � �j�k = id�k , alsoist �j�k ein Isomorphismus. Damit ist die Untergruppe �k eine Hochhebung von � in Gk.(3) Das Erzeugendensystem einer Hochhebung beschreiben wir nun durch eine Zahlenfolge: Den Folgen(Ri; Aj ; Bj)i2I;j2J von Elementen aus Gk, die die Bedingung (�) erf�ullen, entsprechen bijektiv dieFolgen (ui; vj; wj)i2I;j2J von Zahlen aus f0; : : : ; k � 1g mitu1�1 + 1 � � � � � um�m + 1 � b+ mXi=1 ui � 0 mod k: (��)Erf�ullen die Elemente R1; : : : ; Rm und A1; B1; : : : ; Ag; Bg aus Gk die Bedingung�(Ri) = �ri f�ur i 2 I; �(Aj) = �aj; �(Bj) = �bj f�ur j 2 J;so gibt es eindeutig bestimmte Zahlen (ui; vj; wj)i2I;j2J aus f0; : : : ; k� 1g mitRi = � (rihui) f�ur i 2 I; Aj = � (ajhvj ); Bj = � (bjhwj ) f�ur j 2 J:F�ur i 2 I gilt R�ii = � (r�ii h�iui) = � (h1+ui�i)und damit R�ii = 1 () ui�i + 1 � 0 mod k:F�ur j 2 J gilt [Aj; Bj ] = � ([ajhvj ; bjhwj ]) = � ([aj; bj]). Es gilt damitR1 � : : : �Rm � [A1; B1] � : : : � [Ag; Bg] = � (hb+u1+���+um )und folglichR1 � : : : �Rm � [A1; B1] � : : : � [Ag; Bg] = 1 () b+ mXi=1 ui � 0 mod k:(4) Die Zusammenfassung der beiden Aussagen ergibt: Den Hochhebungen von � in Gk entsprechenbijektiv die Folgen (ui; vj; wj)i2I;j2J von Zahlen aus f0; : : : ; k � 1g, die die Bedingung (��) erf�ullen.



II. Hochhebung Fuchsscher Gruppen: Hochhebung von Dreiecksgruppen in SU(1; 1) 13(5) Wir zeigen nun, da� aus der Existenz einer Hochhebung die Teilbarkeitsbedingungen folgen: Nehmenwir an, es gibt eine Hochhebung von � in Gk, das hei�t es gibt eine Folge (ui; vj; wj)i2I;j2J von Zahlenaus f0; : : : ; k � 1g, die die Bedingung (��) erf�ullt. Dann gilt ggT(k; �i) = 1 f�ur i 2 I undL � �b� mXi=1 1�i � � L � �b+ mXi=1 ui�i�i � � L � �b+ mXi=1 ui� � 0 mod k:(6) Wir zeigen nun, da� aus den Teilbarkeitsbedingungen die Existenz einer Hochhebung folgt: Wirnehmen an, da� ggT(k; �i) = 1 f�ur i 2 I und L � �b� mXi=1 1�i � � 0 mod kgilt. Dann gibt es Zahlen u1; : : : ; um 2 f0; : : : ; k � 1g mit ui�i � �1 mod k f�ur i 2 I. Au�erdemfolgt aus der ersten Bedingung, da� L und k teilerfremd sind. Aus der zweiten Bedingung folgtwegen ggT(L; k) = 1 und ui�i � �1 mod k, da� die Zahlb� mXi=1 1�i � b+ mXi=1 ui mod kdurch k teilbar ist. Damit existieren Zahlen u1; : : : ; um aus f0; : : : ; k � 1g, die die Bedingung (��)erf�ullen, also existiert mindestens eine Hochhebung. Was die Anzahl der Hochhebungen anbetri�t, sosind die Zahlen u1; : : : ; um 2 f0; : : : ; k�1g durch die Bedingung ui�i � �1 mod k mit teilerfremden kund �i bereits eindeutig festgelegt. An die Zahlen v1; : : : ; vg; w1; : : : ; wg 2 f0; : : : ; k � 1g werdendagegen keine Forderungen gestellt, es gibt also k2g M�oglichkeiten, sie zu w�ahlen.Die Formulierung des Satzes 7 f�ur die Stufe k = 2 ist besonders einpr�agsam:Satz 8. Eine diskrete, endlich erzeugte, cokompakte Untergruppe � von PSU(1; 1) hat genau dann eineHochhebung in SU(1; 1), wenn sie keine Elemente der Ordnung zwei enth�alt.Eine Untergruppe von PSU(1; 1) von der Signatur (g;�1; : : : ; �m) hat also genau dann eine Hochhebungin SU(1; 1), wenn die Zahlen �1; : : : ; �m ungerade sind. Ist diese Bedingung erf�ullt, so gibt es genau 22gHochhebungen, insbesondere ist die Hochhebung im Falle g = 0 eindeutig.Beweis. Es sei L das kleinste gemeinsame Vielfache von �1; : : : ; �m. Es gen�ugt zu zeigen, da� die ZahlL � �2(g � 1) +m � mXi=1 1�i � = 2(g � 1) � L+ L � mXi=1 �1� 1�i�f�ur ungerade Zahlen �1; : : : ; �m immer gerade ist. In diesem Fall ist aber jeder der SummandenL � �1� 1�i � = (�i � 1) � L�iund 2(g � 1) � L gerade, also auch ihre Summe.Das Problem der Existenz der Hochhebungen in SL(2;R) �= SU(1; 1) ist klassisch. Der Satz 8 wurde zumersten Mal 1938 von H. Peterssen in [Pe] als ein Satz �uber Gruppenerweiterungen formuliert und bewiesen.C. L. Siegel stellte diese Frage 1957 in [Si] als ein o�enes Problem. Schon 1958 wurde das Problem von L. Bersin [Be] mitMethoden der Teichm�uller-Theorie wieder gel�ost, diesmal f�ur Hochhebungen von Fl�achengruppen,das hei�t von Gruppen mit Signatur (g;�). Bei I. Kra in [Kr] kann man nachlesen, wer, wann und wie diesenSatz noch bewiesen hat. Aus unserer Sicht besonders interessant ist der 1975 von S. J. Patterson in [Pa] mitMethoden der Gruppenkohomologie ausgef�uhrte Beweis dieses Ergebnisses f�ur endlich erzeugte FuchsscheGruppen 1. Art, der sich auf die h�oheren Stufen verallgemeinern l�a�t.x5. Hochhebung von Dreiecksgruppen in SU(1; 1)In diesem Abschnitt wird die Hochhebung der Dreiecksgruppen in SU(1; 1) explizit beschrieben. Wir be-trachten die Dreiecksgruppe �(p; q; r), wobei die nat�urlichen Zahlen p, q und r ungerade sind.



14 II. Hochhebung Fuchsscher Gruppen: Hochhebung von Dreiecksgruppen in SU(1; 1)Definition. Es sei ru := ru;2�=p; rv := rv;2�=q; rw := rw;2�=r:Proposition 9. Die Elemente ru, rv und rw von SU(1; 1) gen�ugen den Relationen rpu = rqv = rrw = �1 undrurvrw = �1. Die eindeutig bestimmte Hochhebung �(p; q; r)2 der Dreiecksgruppe �(p; q; r) in SU(1; 1) wirdvon den Elementen �ru und �rv erzeugt und besitzt eine Pr�asentation�(p; q; r)2 �= ha; b; c j ap = bq = cr = abc = 1i;wobei der Isomorphismus durch die Zuordnung a 7! �ru, b 7! �rv und c 7! �rw gestiftet wird.Beweis. Wegen 1 2 �(p; q; r)2 gilt �1 62 �(p; q; r)2. F�ur jede nat�urliche Zahl n gilt rn2�=n = (ei �n ; 0)n =(�1; 0) = �1 und damit rnx;2�=n = (tx �r2�=n � t�1x )n = �1 f�ur jedes x 2 D . Damit gilt rpu = rqv = rrw = �1 unddie Elemente ru; rv; rw k�onnen folglich nicht in �(p; q; r)2 liegen. Es gilt also �ru;�rv;�rw 2 �(p; q; r)2. Dadie Zahlen p, q und r ungerade sind, gilt (�ru)p = (�rv)q = (�rw)r = 1. Hier sieht man direkt, warum p, qund r ungerade sein m�ussen. Die restlichen Behauptungen folgen nun aus dem Satz 7.Bemerkung. Mit Hilfe der expliziten Darstellung von ru, rv und rw in der n�achsten Proposition und unterBenutzung der verschiedenen trigonometrischen Formeln f�ur das Dreieck �(p; q; r) kann man auch direktnachrechnen, da� rurvrw = �1 gilt.F�ur sp�atere Rechnungen beschreiben wir noch die Elemente ru, rv und rw explizit.Proposition 10. Unter den Identi�kationen SU(1; 1) �= Sund C 2 = R4 giltru = (ei�=p; 0) = (cos �p ; sin �p ; 0; 0);rv = (cos �q + i cosh `v sin �q ;�i sinh `v sin �q )= (cos �q ; cosh `v sin �q ; 0;� sinh `v sin �q );rw = (cos �r + i cosh `w sin �r ;�iei�p sinh `w sin �r )= (cos �r ; cosh `w sin �r ; sinh `w sin �p sin �r ;� sinh `w cos �p sin �r ):Es gilt also ru = (ei�=p; 0); rv = (cos �q + iC sin �q ;�iB)und f�ur k; l 2Z rku = (ei�k=p; 0); rlv = (cos �lq + iC sin �lq ;�iB(l));wobei C = cosh `v, S = sinh `v, B(l) := S �sin �lq und B := B(1) = S �sin �q gilt. Es gilt dabei B(l) = B(q� l)und damit B = B(q � 1). Es gilt alsorq�1v = (� cos �q + iC sin �q ;�iB):Beweis. Die Formeln f�ur ru = ru;2�=p, rv = rv;2�=q, rw = rw;2�=r, rku = ru;2�k=p und rlv = rv;2�l=q folgenaus der Proposition I.1 wegen u = 0, v = jvj, w = jwj � ei�p und `v = �(0; v), `w = �(0; w).



Kapitel IIIKonstruktion der FundamentalbereicheèÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÅ | ÏÓÏÂÙÊ ×ÉÄÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á × ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÅÈÎÉËÉ,ÚÁÄÁÞÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÓÔÁÎËÉ, ÐÒÉÂÏÒÙ,Á×ÔÏÍÏÂÉÌÉ, ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚ-ÄÅÌÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍÉ, ÎÏ ÉÕÄÏÂÎÙÍÉ ÄÌÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ËÒÁÓÉ×ÙÍÉ ÐÏ Ó×ÏÉÍ ÆÏÒ-ÍÁÍ, ÏÔÄÅÌËÅ, Ã×ÅÔÕ.üÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÏ×ÁÒØ ÀÎÏÇÏ ÔÅÈÎÉËÁx6. Elemente der KonstruktionS ei � eine diskrete Untergruppe von PSU(1; 1) und ~� eine (diskrete) Untergruppe von SU(1; 1) mit�(~�) = �. Die Untergruppe ~� ist entweder gleich ��1(�), oder sie ist eine Hochhebung �2 von �in SU(1; 1). Es sei u 2 D ein (ausgezeichneter) Fixpunkt von �, das hei�t es sei �u 6= fidg. Es sei pdie Ordnung des ausgezeichneten Fixpunktes u von �, das hei�t p := j�uj (aus �u 6= fidg folgt p > 1). Essei n := j~�uj, also n = 2p im Falle ~� = ��1(�) und n = p im Falle ~� = �2. Es sei In := [� tan �n ; tan �n ]. Essei ferner I+n := [0; tan �n ] und I�n := [� tan �n ; 0].Es sei ( � ; � ) die Standardbilinearform der Signatur (+;+;�;�) auf R4 �= C 2.S:= fx 2 R4 : (x; x) = 1g = f(a; b) 2 C 2 : jaj2� jbj2 = 1gist die Pseudosph�are vom Radius 1. Die Abbildung a b�b �a! 7! (a; b)identi�ziert SU(1; 1) = ( a b�b �a! : a; b 2 C ; jaj2 � jbj2 = 1)mitS. Dadurch wird aufSeine Multiplikation induziert. Durch lineares Fortsetzen der Multiplikation von Serhalten wir eine Multiplikation auf C 2: f�ur (a1; b1); (a2; b2) 2 C 2 gilt(a1; b1) � (a2; b2) = (a1a2 + b1�b2; a1b2 + b1�a2):Es sei A = C 2 �= R4 mit ( � ; � ) und der oben beschriebenen Multiplikation. Man hat die Konjugationsabbil-dung A ! A mit (a; b) := (�a;�b). F�ur g 2Sgilt �g = g�1. F�ur x; y 2 A gilt (x; y) = Re(x�y). F�ur jedes a 2 Amit (a; a) 6= 0 sind die Abbildungen x 7! a � x und x 7! x � a Isometrien von A . Die Bilinearform ( � ; � )induziert eine Lorentz-Metrik aufS. Diese Lorentz-Metrik stimmt bis auf den Faktor �18 mit der Killingformauf SU(1; 1) �=S�uberein. Es sei A + = fx 2 A : (x; x) > 0g und A � := A nA + = fx 2 A : (x; x) 6 0g. Fernersei 	 : A + !Smit 	(x) := x=p(x; x) die radiale Projektion. F�ur eine TeilmengeM � A seiM+ :=M\A +.F�ur g 2 A sei Eg := fy 2 A : (y; g) = 1g, Hg := fy 2 A : (y; g) 6 1g und Ig := fy 2 A : (y; g) > 1g. F�urg 2 Sist Eg die Hyperebene durch g tangential an S, Hg der von Eg begrenzte Halbraum, der 0 enth�alt,und Ig der von Eg begrenzte Halbraum, der 0 nicht enth�alt.F�ur x 2 �u sei Lx := fg 2 ~� : gu = xg,Qx := \g2LxHg und Rx := A nQ�x = [g2Lx Ig :15



16 III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die Mengen Qx als vierdimensionale PrismenProposition 11. F�ur a; g 2 A gilt a � Eg = Eag, a �Hg = Hag und a � Ig = Iag . F�ur x 2 �u und a 2 ~�mit au = x gilt Lx = a � Lu und Qx = a �Qu.Beweis. F�ur a; g 2 A gilta �Eg = a � fx : (x; g) = 1g = fy 2 A : (a�1y; g) = 1g = fy 2 A : (y; ag) = 1g = Eag;genauso f�ur a �Hg und a � Ig . F�ur x 2 �u und a 2 ~� mit au = x gilt Lx = a � ~�u = a � Lu undQx = \g2LxHg = \g2a�LuHg = \g2LuHa�g = \g2Lu a �Hg = a � \g2LuHg = a �Qu:Die Kombinatorik der Fundamentalbereiche, die wir konstruieren werden, h�angt von der Wahl des Fixpunk-tes u ab. Allerdings spielt dabei nur die Ordnung des Fixpunktes eine Rolle, da die Fundamentalbereichezu verschiedenen Fixpunkten gleicher Ordnung durch Konjugation mit einem Element von S ineinander�ubergehen. Wir k�onnen ferner ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, da� u = 0 gilt.x7. Die Mengen Qx als vierdimensionale PrismenF�ur das Verst�andnis der Konstruktion ist es n�utzlich, die Mengen Qx, x 2 �u, geometrisch zu veranschau-lichen und ihre Lage relativ zu A + zu studieren. Es wird sich herausstellen, da� die Qx vierdimensionalePrismen �uber regelm�a�igen n-Ecken sind, deren Zentren au�erhalb von A + (und sogar au�erhalb von �A +)liegen und die desto kleiner sind, je gr�o�er jxj ist. Um diese Aussage zu pr�azisieren, untersuchen wir Durch-schnitte von A + bzw. Qx mit zweidimensionalen a�nen Unterr�aumen:Definition. Es sei M � A . Es sei MC(w) := fz 2 C : (w; z) 2Mg f�ur w 2 C undM (!) :=MC(1 + i!) = fz 2 C : (1 + i!; z) 2Mgf�ur ! 2 R.Proposition 12. A C+(w) mit w 2 C ist das Innere des Kreises vom Radius jwj mit Zentrum im Ursprung,insbesondere ist A +(!) mit ! 2 R das Innere des Kreises vom Radius p1 + !2 mit Zentrum im Ursprung.Die De�nition Qx = \g2LxHgliefert eine Beschreibung von QCx(w) � C als Durchschnitt von endlich vielen Halbr�aumen. Um QCx(w) alsein regelm�a�iges Polygon nachzuweisen, brauchen wir also eine derartige Beschreibung von regelm�a�igenPolygonen in C .Lemma 13. Es sei z0 2 C , r 2 R+ und � 2 R. Die L�osungsmenge des UngleichungssystemsRe�(z0 � z) exp �i(2�kn � �)�� 6 r f�ur k = 0; : : : ; n� 1ist dann ein regelm�a�iges n-Eck mit Zentrum z0, Inkreisradius r und Umkreisradius R = rcos �n . Die Seitedes Polygons, auf der die erste Ungleichung zur Gleichung wird, hat dabei die Versetzung �, das hei�t, derWinkel (im positiven Umlaufsinn) zwischen der Richtung, die der positiven reellen Achse entgegengesetztist, und dem Strahl aus dem Zentrum des Polygons durch den Mittelpunkt der Seite ist �...................................................................................................................................... �..........................................................�.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... �........................................................................................................................ .............Abbildung 3. Versetzung � des Schnittbildes von Qx.



III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die Mengen Qx als vierdimensionale Prismen 17Beweis. Die Aussage des Lemmas ist klar im Falle r = 1, � = 0 und z0 = 0. Die anderen F�alle erh�alt manaus diesem Fall durch Streckung, Drehung und Parallelverschiebung.Satz 14.(1) Es sei w 2 C , u = 0, x 2 �unfug und g = (a; b) 2 ~� mit g(u) = x. QCx(w) ist dann ein regelm�a�igesn-Eck mit Zentrum �w�x , Inkreisradius p1�jxj2jxj und Umkreisradius p1�jxj2jxj cos �n . Der Abstand des Zentrumszum Ursprung ist jwjjxj . Die Seite Eg \QCx(w) des Polygons hat die Versetzung � = arg(b).(2) Es sei w 2 C . Dann giltQCu(w) = ( C ; falls Re( �w exp(2�ikn )) 6 1 f�ur k = 0; : : : ; n� 1?; sonst:(3) Es sei ! 2 R. Dann gilt Qu(!) = ( C ; falls ! 2 In?; sonst:Beweis. Es sei x 2 �u und g = (a; b) 2 ~� mit g(0) = x. Im Falle x = u = 0 sei g := (1; 0). Aus derDe�nition von Qx folgtQx = n�1\k=0Hgrk0;2' = fy 2 A : hgrk0;2'; yi 6 1 f�ur k = 0; : : : ; n� 1gmit ' := 2�n . Wegen rk0;2' = (ek'; 0) gilt grk0;2' = (aeik'; be�ik'):QCx(w) wird also beschrieben durch das Ungleichungssystem(�) Re( �waeik' � �zbe�ik') 6 1 f�ur k = 0; : : : ; n� 1:(1) Es sei x 6= 0. Aus x = g(0) = b=�a folgt a = �b=�x. Aus1 = jaj2 � jbj2 = jbj2jxj2 � jbj2 = jbj2 � 1� jxj2jxj2folgt nun jbj = jxj=p1� jxj2. Es seir := p1� jxj2jxj = 1jbj und � := arg(b):Es gilt also b = 1r ei� und a = 1r 1�xe�i�:Es sei z0 := �w�x . F�ur k = 0; : : : ; n� 1 gilt dannRe( �waeik' � �zbe�ik') = 1r �Re( �w�x ei(k'��) � �ze�i(k'��))= 1r �Re(z0ei(k'��) � zei(k'��))und 2Re(z0ei(k'��) � zei(k'��))= (z0ei(k'��) � zei(k'��)) + (z0ei(k'��) � zei(k'��))= (z0 � z)ei(k'��) + (z0 � z)ei(k'��)= 2Re((z0 � z)ei(k'��)):



18 III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die Mengen Qx als vierdimensionale PrismenEs gilt also Re( �waeik' � �zbe�ik') = 1r �Re((z0 � z)ei(k'��))und Re( �waeik' � �zbe�ik') 6 1 () Re((z0 � z)ei(k'��)) 6 r:Das Ungleichungssystem (�) ist also �aquivalent zuRe((z0 � z) exp(i(2�kn � �))) 6 r f�ur k = 0; : : : ; n� 1mit r = p1� jxj2jxj ; � = arg(b) und z0 = �w�x :Die L�osungsmenge des Systems (�) ist damit nach dem Lemma 13 ein regelm�a�iges n-Eck mitZentrum z0, Inkreisradius r und Umkreisradius r= cos �n . Die Seite des Polygons, auf der die ersteUngleichung zur Gleichung wird, also die Seite Eg \QCx(w), hat die Versetzung arg(b).(2) Nun sei x = u. Es gilt g = (1; 0), das Ungleichungssystem (�) ist dann �aquivalent zuRe( �w exp(2�ikn )) 6 1 f�ur k = 0; : : : ; n� 1:Damit gilt QCu(w) = ( C ; falls Re( �w exp(2�ikn )) 6 1 f�ur k = 0; : : : ; n� 1?; sonst:(3) Es gilt alsoQu(!) = ( C ; falls Re((1� i!) exp(2�ikn )) 6 1 f�ur k = 0; : : : ; n� 1?; sonst:Dabei gilt Re((1 � i!) exp(2�ikn )) = cos 2�kn + ! sin 2�kn undcos 2�kn + ! sin 2�kn 6 1 () 8>>>>>>>><>>>>>>>>:! 6 1� cos 2�knsin 2�kn = tan �kn ; falls sin 2�kn > 0cos 2�kn 6 1; falls sin 2�kn = 0! > 1� cos 2�knsin 2�kn = tan �kn ; falls sin 2�kn < 0:Wegen der Monotonie der tan-Funktion auf (0; �2 ) und auf (�2 ; �) folgt damitcos 2�kn + ! sin 2�kn 6 1f�ur k=0;:::;n�1 () tan(� � �n ) 6 ! 6 tan �n()j!j 6 tan �n :Die folgenden Ungleichungen ergeben sich aus der Approximation der Prismen Qx durch die ihnen um-bzw. einbeschriebenen Zylinder. Mit Hilfe der letzten dieser Ungleichungen wird sp�ater gezeigt, da� dieFamilie fQxgx2�u in A + lokal endlich ist. Diese technische Aussage spielt wiederum eine wichtige Rolle imBeweis der Tatsache, da� die TeilmengenFg vonS, die wir konstruieren werden, Fundamentalbereiche f�ur dieOperation von ~� auf Ssind. Au�erdem werden wir diese Umkreisabsch�atzungen benutzen, um Qx \Fe = ?f�ur gewisse x 2 �u zu beweisen und damit eine Darstellung des Fundamentalbereichs Fe als einen endlichenDurchschnitt endlicher Vereinigungen von Halbr�aumen herzuleiten.



III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die Konstruktion 19Proposition 15. (Umkreisabsch�atzungen) F�ur x 2 �unfug und (w; z) 2 Qx gilt�p1� jxj2cos �n 6 jwj � jxj � jzj 6 p1� jxj2cos �nund jwj � jzj < p1� jxj2cos �n :Beweis. Nach der De�nition gilt (w; z) 2 Qx genau dann, wenn z 2 QCx(w) gilt. Nach Satz 14 ist QCx(w) einregelm�a�iges Polygon mit Umkreisradius R = p1�jxj2jxj cos �n und Abstand d = jwjjxj des Zentrums zum Ursprung.Damit gilt d� R 6 jzj 6 d+ R und folglich �R 6 d� jzj 6 R, was zu der ersten Ungleichungskette f�uhrt.Aus jxj < 1 folgt nun jwj � jzj < jwj � jxj � jzj 6 p1� jxj2cos �n :Mit Hilfe dieser Proposition k�onnen wir eine untere Schranke f�ur Betr�age der Punkte in Qx(!) herleiten.Proposition 16. F�ur x 2 �unfug gilt jzj >M(jxj; !) � p1 + !2 f�ur alle z 2 Qx(!), wobeiM(t; !) := 1t  1� p1� t2cos �np1 + !2! :x8. Die KonstruktionZur Erinnerung. � ist eine diskrete Untergruppe von PSU(1; 1), ~� eine Untergruppe von SU(1; 1) mit�(~�) = �. F�ur g 2 A giltHg = fx 2 A : (x; g) 6 1g und Eg = fx 2 A : (x; g) = 1g:F�ur x 2 �u gilt Lx = fg 2 ~� : gu = xg und Qx = \g2LxHg.Zur Notation. F�ur einen topologischen Raum X und eine Teilmenge A von X werden das Innere und dieabgeschlossene H�ulle von A in X mit IntX(A) und ClX(A) bezeichnet.Definition. Es sei P := [x2�uQx und @+P := (@P )+ = @P \ A +. F�ur g 2 ~� sei Fg := Cl@+P (Int@+P (Eg \@+P )). Es sei ferner Fg := 	(Fg).Satz 17. ~� operiert auf dem Rand @P von P . Die Menge @+P := @P \A + ist invariant unter der Operationvon ~�. Fg = Cl@+P (Int@+P (Eg \ @+P ))ist ein Fundamentalbereich der Operation von ~� auf @+P . Die radiale Projektion 	 : A + ! Sinduzierteinen ~�-�aquivarianten Hom�oomorphismus 	j@+P : @+P !S. Das pseudosph�arische Polytop Fg = 	(Fg) istein Fundamentalbereich der Operation von ~� auf S. Die �Uberdeckung fFggg2~� von Sist lokal endlich.F�ur je zwei verschiedene g; h 2 ~� liegt Fg \ Fh in der totalgeod�atischen Untermannigfaltigkeit (g � h)? \Svon S.Ist � cokompakt, so ist Fg ein kompaktes Polyeder, das hei�t eine endliche Vereinigung von endlichenkompakten Durchschnitten a�ner Halbr�aume.Thomas Fischer hat diesen Satz f�ur den Fall ~� = ��1(�) in seiner Dissertation [Fi] formuliert und bewiesen.Einen anderen Beweis des Satzes f�ur ~� = ��1(�), an den unser Beweis angelehnt ist, �ndet man in [Ba].Wir geben hier einen Beweis, der beide F�alle ~� = ��1(�) und ~� = �2 einschlie�t.Vor dem eigentlichen Beweis ben�otigen wir noch einige Hilfsaussagen. Aus der De�nition von Qx folgt sofort



20 III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die KonstruktionLemma 18. F�ur x 2 �u, a 2 A + und � 2 R gilt(1) a 2 Qx; 0 < � < 1) �a 2 Q�x,(2) a 62 Q�x; � > 1) �a 62 Qx.Lemma 19. Zu jedem x 2 �u und a 2 Sexistiert ein �0 > 0 derart, da� �a 2 Qx f�ur alle � 2 (0; �0]und �a 62 Qx f�ur alle � 2 (�0;+1) gilt.Beweis. Es gilt Qu = f(w; z) 2 C 2 : w 2 �ng, wobei �n das regelm�a�ige n-Eck�n := fw 2 C : Re( �w exp(2�ikn )) 6 1 f�ur k = 0; : : : ; n� 1gin C ist. O�enbar gibt es zu jedem w 2 C nf0g ein �0 > 0 derart, da� �w 2 �n f�ur alle � 2 (0; �0]und �w 62 �n f�ur alle � 2 (�0;+1) gilt, woraus die Behauptung des Lemmas im Falle x = u = 0 folgt.F�ur x 2 �unfug folgt die Behauptung daraus, da� Qx = g �Qu mit g 2 ~� gilt.Lemma 20. Die Familie fQxgx2�u ist lokal endlich in A +.Beweis. Es sei (w0; z0) 2 A +. Man w�ahle ein " > 0 mit jw0j�jz0j > ". Dann ist U := f(w; z) 2 A : jwj�jzj >"g eine o�ene Umgebung von (w0; z0). F�ur x 2 �unfug mit jxj gro� genug gilt nach Proposition 15jwj � jzj 6 p1� jxj2cos �n < "f�ur alle (w; z) 2 Qx und damit Qx \ U = ?. Zu jedem (w0; z0) 2 A + gibt es also eine Umgebung U in A +und eine Zahl R derart, da� nur die Prismen Qx mit jxj 6 R die Umgebung U schneiden k�onnen. Die Mengefx 2 �u : jxj 6 Rg ist aber endlich, da � diskret ist.Lemma 21. P+ ist abgeschlossen in A +, das hei�t @+P � P+.Beweis. Wir zeigen, da� A +nP o�en in A + ist. O.B.d.A. gilt A +nP 6= ?. Es sei a 2 A +nP . NachLemma 20 existiert eine Umgebung U von a in A + und eine endliche Teilmenge E von �u mit Qx \U = ?f�ur alle x 2 �unE. Dann ist UnP = Un Sx2EQx eine o�ene Umgebung von a in A +nP .Lemma 22. Es gilt @+P � A + \ [x2�u@Qx \ \x2�uRx:Beweis. Nach Lemma 21 gilt @+P � P+. Es sei p 2 @P . Aus p 2 Q�x f�ur ein x 2 �u w�urde U � Q�x � Pf�ur eine Umgebung U von p und damit p 62 @P folgen. Damit gilt@+P � P+n [x2�uQ�x = A + \ [x2�u@Qx \ \x2�uRx:Proposition 23. Fg ist ein Fundamentalbereich der Operation von ~� auf @+P . Die �Uberdeckung fFggg2~�von @+P ist lokal endlich.Beweis.(1) Cl( Sg2~� Int(Fg)) = @+P : Es sei a 2 @+P . Nach Lemma 20 existieren g1; : : : ; gn 2 ~� und eineUmgebung U von a derart, da� gilt@+P \ U = n[i=1Egi \ @+P \ U:Es sei i 2 f1; : : : ; ng. Die Hyperebenen Eg und Eh schneiden sich f�ur g 6= h transversal, damit ist Egi\@+P\U gleich einem Durchschnitt von U mit einer endlichen Vereinigung endlicher Durchschnitte vonHalbr�aumen. Deswegen giltEgi\@+P\U = Cl@+P\U (Int@+P\U (Egi\@+P\U )) und a 2 Cl(Int(Fgi ))f�ur ein i 2 f1; : : : ; ng.(2) Int(Fg) \ Fh 6= ? ) g = h: Es sei g 6= h, dann schneiden sich Eg und Eh transversal, also hat derDurchschnitt Fg \ Fh keine inneren Punkte in Eg, also auch keine inneren Punkte in Fg.(3) Die lokale Endlichkeit der �Uberdeckung fFggg2~� folgt aus Lemma 20.



III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die Konstruktion 21Proposition 24. 	j@+P : @+P !Sist ein ~�-�aquivarianter Hom�oomorphismus.Beweis.(1) 	j@+P ist injektiv: Ist 	j@+P nicht injektiv, so existieren g 2 A und � 2 (0; 1) mit g; �g 2 @+P .Nach Lemma 22 gilt g 2 @Qx f�ur ein x 2 �u. Nach Lemma 18 folgt �g 2 Q�x und damit �g 62 @+Pwiederum nach Lemma 22. Widerspruch.(2) 	j@+P ist surjektiv: Es ist zu zeigen, da� es zu jedem a 2Sein � > 0 mit �a 2 @P gibt. Es sei a 2Sund � := f� > 0 : �a 2 Pg.� � 6= ?: Es gen�ugt zu zeigen, da� es ein � > 0 mit �a 2 Qu gibt. Es sei a = (w0; z0). Nach Satz 14gilt Qu = f(w; z) 2 A : Re(w);Re(w�); : : : ;Re(w�n�1) 6 1gmit � := exp(�2�=n). F�ur � := 1jw0j > 0 gilt �a = (w; z) mit jwj = 1 und damit Re(w�k) 6 jw�kj =jwj = 1 f�ur alle k 2 f0; 1; : : : ; n� 1g.� � ist von oben beschr�ankt: Nach Lemma 20 existiert eine endliche Teilmenge E von �u mit a 62 Qxf�ur alle x 62 E. Nach Lemma 19 existiert �0 > 1 mit �a 62 Qx f�ur alle x 2 E und � > �0. NachLemma 18 gilt �a 62 Qx auch f�ur alle x 62 E und � > �0, also gilt �a 62 P f�ur � gro� genug.� Es gibt ein �0 > 0 mit �0a 2 @P : F�ur �0 := max� gilt �0a 2 P und �a 62 P f�ur alle � > �0, alsogilt �0a 2 @P .(3) 	j@+P ist stetig, da 	 stetig ist.(4) 	j@+P ist o�en: Es sei g 2 @+P . Nach Lemma 20 existiert eine Umgebung U von g und eine endlicheTeilmenge E von �u mit Qx \ U 6= ? f�ur alle x 2 E und Qx \ U = ? f�ur alle x 62 E. Wegen g 2 @Pgilt sogar g 2 @Qx f�ur alle x 2 E. Es seiV := \x2E	(@Qx \ U ) �S:Die Teilmenge V �Sist o�en und enth�alt 	(g).Es bleibt zu zeigen, da� die o�ene Teilmenge V von Sin 	(@+P \ U ) enthalten ist. Es sei a 2 V .Zu jedem x 2 E existiert ein �x > 0 mit �xa 2 @Qx \ U . Setze �� := maxx2E �x und w�ahle x� 2 Emit �x� = ��. Dann gilt ��a 2 @Qx� \ U � P \ U . Nach Lemma 18 gilt �a 62 Qx f�ur alle x 2 Eund � > ��. Damit gilt ��a 2 P und �a 62 P f�ur alle � > ��. Daraus folgt ��a 2 @P \ U unddamit a 2 	(@P \ U ).Somit ist V � 	(@P \ U ) gezeigt, V ist also eine o�ene Umgebung von 	(g) in 	(@+P ).(5) 	j@+P ist �aquivariant, das hei�t es gilt 	j@+P (a �x) = a �	j@+P (x), weil dies o�ensichtlich f�ur 	 gilt.Proposition 25. Es gilt @+P = A + \ [x2�u@Qx \ \x2�uRx:Beweis. Es sei p 2 A +\[x2�u@Qx\\x2�uRx. Es sei x 2 �u derart, da� p 2 @Qx gilt. Nach Proposition 24enth�alt der Strahl f� � p : � > 0g genau einen Punkt aus @+P . F�ur � 2 (0; 1) gilt � � p 2 Q�x unddamit � � p 62 @+P . F�ur � 2 (1;+1) gilt � � p 2 R�x und damit � � p 62 @+P . Somit bleibt der Punkt p alseinziger Punkt auf dem Strahl, der in @+P liegen kann. Wir haben damit die InklusionA + \ [x2�u@Qx \ \x2�uRx � @+Pgezeigt. Die umgekehrte Inklusion ist bereits im Lemma 22 gezeigt worden.Proposition 26. Ist � cokompakt, so ist Fg ein kompaktes Polyeder.Beweis.(1) Fg ist kompakt: Es sei faigi2Neine Folge in Int(Fg). Es sei ' die Abbildung @+P 	�!S! ~�nS. Da ~�nSkompakt ist, k�onnen wir ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, da� die Folge f'(ai)ggegen einen Limes �a 2 ~�nSkonvergiert. ' ist surjektiv, also existiert ein a 2 @+P mit '(a) = �a unddamit auch eine Folge fhig in ~� derart, da� die Folge fhiaig gegen a konvergiert. Nach Proposition 23besitzt a eine Umgebung, die nur von endlich vielen Fundamentalbereichen getro�en wird, alsotauchen in der Folge fhig nur endlich viele Werte auf. Damit enth�alt die Folge fhig eine konstante



22 III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Eine andere Beschreibung der FundamentalbereicheTeilfolge fhikgk2N, das hei�t es gibt ein h 2 ~� mit hik = h f�ur alle k 2 N. Dann konvergiert dieFolge fhaikg gegen a und damit konvergiert die Folge faikg gegen h�1a und es gilt h�1a 2 Fg.(2) Fg ist ein kompaktes Polyeder: Nach Lemma 20 und da Fg kompakt ist, existiert eine endlicheTeilmenge N � �u mit Fg = Eg \ A + \ \x2N Rx:Da Fg kompakt ist, gilt ClA (Fg) = ClA+ (Fg). Damit ist Fg die kompakte Vereinigung von Zusam-menhangskomponenten von Eg \ Tx2N Rx, also ein kompaktes Polyeder.Der Beweis des Satzes 17 ergibt sich nun aus bereits bewiesenen Lemmata und Propositionen wie folgtBeweis.(1) Nach Proposition 11 ist @+P := @P \ A + invariant unter ~�.(2) Nach Proposition 23 gilt: Fg ist ein Fundamentalbereich der Operation von ~� auf @+P . Die�Uberdeckung fFggg2~� von @+P ist lokal endlich.(3) Nach Proposition 24 ist 	j@+P : @+P !Sein ~�-�aquivarianter Hom�oomorphismus.(4) Damit folgt: Fg ist ein Fundamentalbereich der Operation von ~� auf S. Die �Uberdeckung fFggg2~�von Sist lokal endlich.(5) Fg \ Fh � (g � h)? \Sf�ur g; h 2 ~� mit g 6= h folgt ausFg \ Fh � Eg \Eh \ A + = fx 2 A + : (x; g) = (x; h) = 1g� fx 2 A + : (x; g � h) = 0g = (g � h)? \ A +und 	((g � h)?) = (g � h)? \S.(6) Nach Proposition 26 ist Fg ein kompaktes Polyeder, falls � cokompakt ist.x9. Eine andere Beschreibung der FundamentalbereicheZur Erinnerung. F�ur x 2 �u gilt Rx = A nQ�x = Sg2Lx Ig.Definition. F�ur g 2 ~� sei Sg := Eg \Hgru; 4�n \Hgru;� 4�n ;also Sg = Eg \Hgru \Hg�ru f�ur ~� = ��1(�) und Sg = Eg \Hgr2u \Hg�r2u f�ur ~� = �2. Insbesondere giltSe = Ee \ @Qu = f(1 + !i; z) 2 A : ! 2 Ing:Es sei ferner S�e := f(1 + !i; z) 2 A : ! 2 I�n g.Definition. F�ur ein N � �unfug sei FN := A + \ Se \\x2NRx:Es sei F� := F�unfug.Satz 27. Es gilt Int@+P (F�) = Int@+P (Ee \ @+P ) und damitCl@+P (Int@+P (F�)) = Fe:Es gilt also Fe = F�, falls Cl@+P (Int@+P (F�)) = F� gilt. Es gilt ferner Fe � F� und allgemeiner Fe � FNf�ur jedes N � �unfug.Beweis. Wegen Se = Ee \ @Qu gilt F� = A + \Ee \ @Qu \ \x2�unfugRx. Nach Proposition 25 gilt@+P = A + \ [x2�u@Qx \ \x2�uRx:



III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die Prismen Qx f�ur x aus der Eckenkorona 23Damit gilt F� � A + \Ee \ [x2�u@Qx \ \x2�uRx = Ee \ @+Pund folglich Int@+P (F�) � Int@+P (Ee \ @+P ). Es gilt fernerEe \ @+P = A + \Ee \ [x2�u @Qx \ \x2�uRx � A + \Ee \\x2�unfugRx:Es bleibt nun zu zeigen, da� Int@+P (Ee \ @+P ) � @Qu gilt. Wir nehmen an, da� es einen Punkt p 2Int@+P (Ee \ @+P ) mit p 62 @Qu gibt. Wegen p 2 @+P gilt p 2 @Qx f�ur ein x 2 �unfug. Damitschneidet jede Umgebung von p die Menge Ee \ Q�x � Een@+P . Die Abbildung 	 : A + ! S ist stetigund die Abbildung 	j@+P : @+P ! S ist ein Hom�oomorphismus, also schneidet jede Umgebung von pdie Menge (	j@+P )�1(	(Een@+P )) � @+PnEe. Damit hat der Punkt p keine Umgebung in @+P , diein Ee \ @+P enthalten ist, was der Annahme p 2 Int@+P (Ee \ @+P ) widerspricht. Damit haben wirInt@+P (F�) = Int@+P (Ee \ @+P ) und folglich Cl@+P (Int@+P (F�)) = Fe bewiesen. Da F� abgeschlossenist, gilt Fe = Cl@+P (Int@+P (F�)) � Cl@+P (F�) = F� und folglich Fe � F� � FN f�ur jedes N � �unfug.Bemerkung. Man kann zeigen, da� giltInt@+P (F�) = A + \Ee \H�ru;4�n \H�ru;�4�n \\x2�unfugR�x:x10. Die Prismen Qx f�ur x aus der EckenkoronaEs seien p; q; r ungerade nat�urliche Zahlen und es sei ~� = �2(p; q; r). In diesem Abschnitt legen wir einigeBezeichnungen fest, um die Seiten der PrismenQm;l := Qxm;l und ~Qm;l := Q~xm;lbeschreiben zu k�onnen.Definition. De�nieregm;l;k := (�1)m+l+krmu rlvrku und ~gm;l;k := (�1)m+l+krmu rlwrkuf�ur m; l; k 2Z. Es sei fernerEm;l;k := Egm;l;k; Hm;l;k := Hgm;l;k; Im;l;k := Igm;l;k ;El;k := E0;l;k; Hl;k := H0;l;k; Il;k := I0;l;k;~Em;l;k := E~gm;l;k; ~Hm;l;k := H~gm;l;k; ~Im;l;k := I~gm;l;k ;Bemerkung. Es gilt gm;l+q;k = gm;l;k+p = gm;l;k f�ur m; l; k 2Z.Proposition 28. Es gilt gm;l;k(0) = xm;l und ~gm;l;k(0) = ~xm;l. Es gilt fernerQm;l = p�1\i=0Hm;l;2i und ~Qm;l = p�1\i=0 ~Hm;l;2i f�ur m; l; k 2Z:Um explizite Ungleichungen f�ur diese Halbr�aume zu bekommen, rechnen wir die Gruppenelemente gm;l;kund ~gm;l;k aus.Zur Erinnerung. Es gilt C = cosh `v, S = sinh `v und B(l) = S � sin �lq f�ur l 2Z.



24 III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die Prismen Qx f�ur x aus der EckenkoronaProposition 29. F�ur m; l; k 2Zsei� := �kp ; � := �lq ; � := �(k +m)p und � := �(k �m)p :Dann gilt unter der Identi�kation C 2 �= R4gm;l;k = "(ei�(cos� + iC sin�);�ie�i�B(l))= "� cos � cos� �C sin� sin�; sin� cos �+ C cos � sin�;�B(l) sin �;�B(l) cos ��und folglich z 2 Hm;l;k(!)()� "z1 sin � � "z2 cos � > ��m;l;k(!)z 2 Im;l;k(!)()"z1 sin � + "z2 cos � > �m;l;k(!)mit " = (�1)m+l+k ; �m;l;k(!) = 1B(l) � �m;l;k(!)und �m;l;k(!) = 1� " cos � cos� + "C sin� sin� � "!(sin � cos� +C cos� sin�):Die Funktionen �m;l;k und �m;l;k sind linear.Es gilt insbesondereg0;l;k = "(ei�(cos �+ iC sin�);�ie�i�B(l))= "� cos � cos�� C sin� sin�; sin� cos�+ C cos� sin�;�B(l) sin �;�B(l) cos ��und folglich z 2 Hl;k(!)()� "z1 sin�� "z2 cos� > ��l;k(!)z 2 Il;k(!)()"z1 sin�+ "z2 cos� > �l;k(!)mit " = (�1)l+k ; �l;k(!) = 1B(l) � �l;k(!)und �l;k(!) = 1� " cos � cos�+ "C sin� sin� � "!(sin � cos� +C cos� sin�):Die Funktionen �l;k und �l;k sind auch linear. Es gilt �m;l;k = �l;m+k und �m;l;k = �l;m+k .Beweis. Mit Hilfe der Proposition II.10 berechnet manrkurlvrmu = (ei�k=p; 0)(cos �lq + iC sin �lq ;�iB(l))(ei�m=p ; 0)= (ei�((m+k)=p(cos �lq + iC sin �lq );�ie�i�(m�k)=pB(l))= (ei�(cos� + iC sin�);�ie�i�B(l)):Wir k�onnen die Aussage der Proposition 28 nun pr�azisieren:Proposition 30. Em;l;0; Em;l;2; : : : ; Em;l;2(p�1) sind die a�nen H�ullen der Seiten des Prismas Qm;l imnegativen Umlaufsinn. ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................Em;l;8(w)Em;l;0(w)Em;l;2(w) Em;l;4(w) Em;l;6(w)Abbildung 4. Schnittbild von Qm;l.



III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Erkl�arung der Abbildungen von FN und Fe 25Beweis. Es sei w 2 C und x 2 �unfug. Nach Satz 14 und Proposition 29 hat die Seite Em;l;2k(w)von Qm;l(w) die Versetzung (�1)m+l+1 ��2 + �mp � 2�kp � :Die Seiten Em;l;0(w); Em;l;2(w); : : : ; Em;l;2(p�1)(w) von Qm;l(w) haben damit die Versetzungen�2 + �mp ; �2 + �mp � 2�p ; : : : ; �2 + �mp � 2�(p� 1)p ;falls m+ l ungerade ist, und��2 � �mp ;��2 � �mp + 2�p ; : : : ;��2 � �mp + 2�(p� 1)psonst.Am Ende dieses Abschnitts wollen wir den Spezialfall q = r, in dem die Beschreibung der Seiten von Qm;lvereinfacht werden kann, genauer diskutieren, In diesem Fall gilt (vgl. Anhang) C = cosh `v = ctg �q � ctg �2p .Proposition 31. Unter den Identi�kationen SU(1; 1) �= Sund C 2 = R4 gilt im Falle q = rru = (ei �p ; 0) = (cos �p ; sin �p ; 0; 0);rv = (iA � e��i=2p;�iB) = (A sin �2p ;A cos �2p ; 0;�B);rq�1v = (iA � e�i=2p;�iB) = (�A sin �2p;A cos �2p ; 0;�B)mit A := cos �qsin �2p . Damit gilt: Es sei k eine gerade ganze Zahl. Mit � := (2k � 1)�=2p giltg0;1;k = (�iA � ei� ; iB � e�i�kp ) = (A sin �;�A cos �; B sin �kp ;B cos �kp )und somit z 2 H1;k(!)() z1 sin �kp + z2 cos �kp > 1B (A(sin � � ! cos �) � 1);z 2 I1;k(!)()�z1 sin �kp � z2 cos �kp > 1B (�A(sin � � ! cos �) + 1):Mit � := (2k+1)�2p giltg0;q�1;k = (iA � ei�;�iB � e�i�kp ) = (�A sin �;A cos�;�B sin �kp ;�B cos �kp )und damit z 2 Hq�1;k(!)()�z1 sin �kp � z2 cos �kp > 1B (�A(sin� � ! cos �) � 1);z 2 Iq�1;k(!)() z1 sin �kp + z2 cos �kp > 1B (A(sin� � ! cos�) + 1):Beweis. Wir erhalten mit Hilfe der Proposition II.10 ru = (ei�=p; 0),rv = (cos �q + iC sin �q ;�iB) = (A(sin �2p + i cos �2p );�iB) = (Aie��i=2p;�iB)und rq�1v = (� cos �q + iC sin �q ;�iB) = (A(� sin �2p + i cos �2p);�iB) = (Aie�i=2p;�iB):



26 III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Erkl�arung der Abbildungen von FN und Fex11. Erkl�arung der Abbildungen von FN und FeIn jedem der F�alle werden wir die Menge FN mitN = K bzw. N = E genauer untersuchen und eine reduzierteDarstellung dieser Menge als FN = A + \ ~FN herleiten, wobei ~FN ein kompaktes Polytop in Ee ist. Nebendieser Beschreibung von FN �ndet man auch Abbildungen, die das Polytop ~FN darstellen.Als Ergebnis der Berechnung des Fundamentalbereichs Fe werden wir eine Darstellung von Fe als kompaktesPolytop inEe erhalten. Jeweils im letzten Abschnitt des entsprechenden Kapitels be�ndet sich die Abbildungdes Fundamentalbereichs Fe und die Beschreibung der Seitenidenti�kationen.In diesem Kapitel soll erl�autert werden, wie wir ein kompaktes Polytop in Ee in einer Abbildung darstellen.Ferner soll erkl�art werden, wie wir die Seitenidenti�kationen des Fundamentalbereichs Fe beschreiben.Die Abbildungen von FK, FE bzw. Fe werden ein kompaktes Polytop der GestaltSe \ \x2E [g2~Lx Igmit ~Lx � Lx f�ur x 2 E zeigen. Der dreidimensionale a�ne Unterraum Ee = f(1 + i!; z) : ! 2 R; z 2 C gvon A wird durch (1 + i!; z) 7! (Re(z); Im(z); !) mit R3 identi�ziert. Dabei wird die MengeSe = Ee \Hru;4�n \Hru;�4�n = f(1 + !i; z) 2 A : ! 2 Ing:mit der Schicht f(z1; z2; !) : ! 2 Ing inR3 identi�ziert. Die in Ee\Eru;4�n bzw. Ee\Eru;�4�n enthaltene Seitenennen wir Deckel bzw. Boden. Die Abbildungen stellen den Rand des Polytops ohne Deckel und Boden inder orthogonalen Parallelprojektion dar.Nun zur Beschreibung der Seitenidenti�kationen des Fundamentalbereichs Fe. Unter der Abbildung des Po-lytops Fe �ndet man eine schematische Darstellung seiner Ober�ache (wiederum ohne Deckel und Boden),die dazu dient, die Identi�kationen der Seiten�achen darzustellen. Die Paare der zu identi�zierenden Sei-ten�achen sind in diesem Schema durch gleiche Schattierung, Zeichen oder Zahlen gekennzeichnet. In dieserWeise werden die Identi�kationsvorschriften f�ur einige Seiten angegeben, alle anderen Seiten sind Bilderdieser Seiten unter der Drehsymmetrie � bzw. �0.



Kapitel IVSymmetrien des Fundamentalbereichs FeíÙ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÏÌÇÏ ËÒÕÖÉÌÉ Õ èÒÁÍÉÎÙ. é ËÁËÍÏÇÌÉ ×ÇÌÑÄÙ×ÁÌÉÓØ × ×ÏÓÔÏÞÎÕÀ, ÀÖÎÕÀ É ÚÁ-ÐÁÄÎÕÀ ÂÁÛÎÉ É × ÓÏÅÄÉÎÑ×ÛÉÅ ÉÈ ÓÔÅÎÙ. þÔÏËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÏÞÉÈ ÐÏÍÅÝÅÎÉÊ | ÏÎÉ ×ÙÈÏÄÉÌÉ ÎÁÏÂÒÙ×, ÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÁÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÎÅ ÄÏÌ-ÖÎÙ ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ.õÍÂÅÒÔÏ üËÏ. éÍÑ ÒÏÚÙW ir nennen eine Isometrie ' von A eine Symmetrie des Fundamentalbereichs Fe, wenn '(@+P ) =@+P und '(Fe) = Fe gilt. F�ur jede Isometrie ' von A gilt '(Hg) = H'(g). Damit folgt aus derDe�nition von @+P und Fe, da� eine Isometrie ' von A genau dann eine Symmetrie von Fe ist,wenn '(~�) = ~�, '(g~�u) = '(g) � ~�u f�ur alle g 2 ~� und '(e) = e gilt. Ist eine Isometrie ' von A mit derMultiplikation vertr�aglich, gilt also '(ab) = '(a) �'(b) f�ur alle a; b 2 ~�, so ist ' genau dann eine Symmetrievon Fe, wenn '(~�) = ~�, '(~�u) = ~�u und '(e) = e gilt.Wir beschreiben nun einige Isometrien von A . Mit Hilfe der obigen �Uberlegungen kann man dann einsehen,da� sie Symmetrien des Fundamentalbereichs Fe sind. Diese Symmetrien werden wir sp�ater oft benutzen,um den Umfang der Rechnungen zu reduzieren.Es seien p; q; r ungerade nat�urliche Zahlen und es sei ~� = �2(p; q; r).Definition. Die Abbildungen � : A ! A und � : A ! A seien durch �(g) := rugr�1u und �((w; z)) := ( �w; �z)de�niert.Proposition 32. Es gilt � : �ru 7! �ru; �rv 7! �rurvr�1uund � : �ru 7! �r�1u ; �rv 7! �r�1v :F�ur (w; z) 2 A gilt � : (w; z) 7! (w; ze2�i=p) und � : (w; z) 7! ( �w; �z). � und � sind Isometrien von A und mitder Multiplikation vertr�aglich. Es gilt�(Eg) = E�(g); �(Hg) = H�(g); �(Ig) = I�(g)und �(Eg) = E�(g); �(Hg) = H�(g); �(Ig) = I�(g)f�ur g 2 A . Dabei gilt f�ur m; l; k 2Z�(gm;l;k) = gm+1;l;k�1 und �(gm;l;k) = g�m;�l;�k:Die Abbildungen � und � �uberf�uhren die Teilmengen A + und Se von A in sich. Es gilt�(S+e ) = S+e ; �(S�e ) = S�e und �(S+e ) = S�e ; �(S�e ) = S+e :Beweis. Mit Hilfe der Proposition II.10 berechnen wir�(ru) = �((ei�p ; 0)) = (e�i�p ; 0) = r�1uund �(rv) = �((cos �q + i sin �q cosh `v;�i sin �q sinh `v))= (cos �q � i sin �q cosh `v; i sinh `v sin �q ) = r�1v :27



28 IV. Symmetrien des Fundamentalbereichs FeF�ur (w; z) 2 A gilt�((w; z)) = (e�i=p; 0)(w; z)(e��i=p; 0) = (e�i=pw; e�i=pz)(e��i=p; 0) = (w; ze2�i=p):F�ur m; l; k 2Zgilt �(gm;l;k) = rugm;l;kr�1u = (�1)m+l+krm+1u rlvrk�1u = gm+1;l;k�1und �(gm;l;k) = �("rmu rlvrku) = "r�mu r�lv r�ku = g�m;�l;�k;wobei " := (�1)m+l+k = (�1)�m�l�k .Proposition 33. Die von � und � erzeugte Gruppe h�; �i von Isometrien des Fundamentalbereichs Fe isteine Diedergruppe.Im Falle q = r besitzt der Fundamentalbereich Fe zus�atzliche Symmetrien.Definition. Die Abbildung �0 : A ! A sei durch �0(g) := r0ugr0u�1 de�niert, wobei r0u := ru;�=p gilt.Proposition 34. F�ur (w; z) 2 A gilt �0 : (w; z) 7! (w; ze�i=p):Es gilt (�0)2 = �. Es gilt �0 : �ru 7! �ru; �rv 7! �rq�1v r�1u :�0 ist eine Isometrie von A und mit der Multiplikation vertr�aglich. Es gilt�0(Eg) = E�0(g); �0(Hg) = H�0(g); �0(Ig) = I�0(g)f�ur g 2 A . F�ur jede ganze Zahl k gilt �0(gm;1;k) = gm;q�1;k�1 und �0(gm;q�1;k) = gm+1;1;k. Die Abbildung �0�uberf�uhrt die Teilmengen A +, Se, S+e , S�e von A in sich.Beweis. F�ur (w; z) 2 A gilt�0((w; z)) = (e�i=2p; 0)(w; z)(e��i=2p; 0) = (e�i=2pw; e�i=2pz)(e��i=2p; 0) = (w; ze�i=p):Mit Hilfe der Proposition III.31 berechnen wir�0(ru) = �0((e�i=p; 0)) = (e�i=p; 0) = ruund rq�1v r�1u = (iA � e�i=2p;�iB) � (e�i�=p; 0) = (iA � e��i=2p;�iBe�i=p) = �0(rv):Damit gilt �0(rvrku) = rq�1v r�1u rku = rq�1v rk�1u . Daraus folgt �0(g0;1;k) = g0;q�1;k�1 f�ur jedes k 2 Z. Durchanaloge Rechnung oder unter Benutzung der Identit�at (�0)2 = � zeigt man, da� �0(gm;q�1;k) = gm+1;1;k f�urjedes k 2Zgilt.



Kapitel VEndliche Darstellung des Fundamentalbereichs als kom-paktes Polytop á ÓÅÒÏÅ ÚÅÒËÁÌÏ ÒÅËÉ, ÉÎÏÇÄÁ Ó ÂÕËÓÉ-ÒÏÍ, ÐÙÈÔÑÝÉÍ ÐÒÏÔÉ× ÔÅÞÅÎÉÑ, ÒÁÓÓËÁ-ÚÁÌÏ ÍÎÅ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ÓÔÏÉÃÉÚÍÅÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É úÅÎÏÎ.éÏÓÉÆ âÒÏÄÓËÉÊ, íÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙNach Satz III.17 ist das Polyeder Fe kompakt, falls die Untergruppe � cokompakt ist. In diesem Fallexistiert eine endliche TeilmengeN von �unfug derart, da� Fe = FN gilt. Der Satz III.17 gibt aberkeinen Hinweis darauf, wie man diese endliche Teilmenge �ndet. In diesem Kapitel werden einigeMethoden beschrieben, um so eine endliche Darstellung des Fundamentalbereichs Fe zu erhalten. In allensechs in dieser Arbeit genauer betrachteten F�allen gilt Fe = FE , in allen F�allen bis auf den Fall ~� = �(7; 5; 3)2gilt sogar Fe = FK.x12. Netzabsch�atzung f�ur FK(!)Wir zeigen durch die Approximation der Prismen Qx durch die ihnen einbeschriebenen Zylinder, da� f�urjedes ! 2 In die Teilmenge (Se \Tx2KRx)(!) von C au�erhalb eines Ringgebietes liegt. Unter bestimmtenVoraussetzungen folgt daraus eine Absch�atzung f�ur die Betr�age der Punkte in FK(!).Definition. Ein s-Netz vomRadius d ist eine endliche Teilmenge der Kreislinie vomRadius dmit Zentrum 0in C , so da� f�ur eine Numerierung x1; : : : ; xm; xm+1 = x1 im Umlaufsinn maxi jxi � xi+1j = s 6= 0 gilt. Ausder Dreiecksungleichung folgt dann s 6 2d.Definition. F�ur ein s-Netz N � �unfug vom Radius d < 1 mit s < 2dp1� d2 seiRN := 2d2p4d2 � s2und 
N := p4d2(1� d2)� s2s :Es sei ferner `�N (!) := 12d2  p4d2 � s2 �r4d2(1 � d2)1 + !2 � s2!und `+N (!) := 12d2  p4d2 � s2 +r4d2(1 � d2)1 + !2 � s2!f�ur ! 2 [�
N ;
N ]. Die Funktionen `�N (!) und `+N (!) sind gerade. `�N (!) ist monoton fallend auf (�
N ; 0)und monoton steigend auf (0;
N ), `+N (!) ist monoton steigend auf (�
N ; 0) und monoton fallend auf (0;
N).Es sei `�N := `�N (tan �n ) = `�N (� tan �n ) = 12d2 �p4d2 � s2 �r4d2(1� d2) cos2 �n � s2� ;falls tan �n 6 
N gilt.Definition. F�ur t > 0 sei Se(t) := f(1 + !i; z) 2 A : ! 2 [�t; t]g;es gilt also insbesondere Se = Se(tan �n ). F�ur ein Netz N � �u und t 2 [0;
N ] seiUN (t) := f(1 + i!; z) 2 Se(t) : jzj < `�N (!) �p1 + !2g29



30 V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Netzabsch�atzungund UN := UN (tan �n ) = f(1 + i!; z) 2 Se : jzj < `�N (!) �p1 + !2g:Bemerkung. Die Abbildungen �, � und �0 �uberf�uhren die Mengen UN (t) und insbesondere UN in sich.Proposition 35. F�ur ein s-Netz N � �u vom Radius d < 1 mit s < 2dp1� d2 gilt:F�ur jedes ! 2 [�
N ;
N ] und z 2 � Tx2NRx�(!) gilt entwederjzj < `�N (!) �p1 + !2oder jzj > `+N (!) �p1 + !2:Ist 
N > tan �n und `�N 6 1 6 `+N , so ist jede zusammenh�angende Teilmenge von Se \Tx2NRx, die nicht in A �enthalten ist, in UN � A + enthalten. Es gilt ferner FN � UN � A +.Allgemeiner gilt: Ist t 2 [0;
N ] und `�N (t) 6 1 6 `+N (t), so ist jede zusammenh�angende Teilmenge vonSe(t) \Tx2NRx, die nicht in A � enthalten ist, in UN (t) � A + enthalten.Beweis. Es sei x1; : : : ; xm; xm+1 = x1 eine Numerierung von N mit maxi=1;:::;m jxi�xi+1j = s. Es gilt jxij = df�ur i = 1; : : : ;m. Es sei w := 1 + i!. Nach Satz III.14 sind Qxi(!) f�ur i = 1; : : : ;m regelm�a�ige Polygonemit Zentren zi = �w�xi und Inkreisradius r = p1�d2d . F�ur i = 1; : : : ;m gilt also jzij = jwjjxij = jwjd undjzi � zi+1j = ���� �w�xi � �w�xi+1 ���� = jwjj�xij � j�xi+1j � j�xi+1 � �xij = jwjd2 � jxi+1 � xij:Somit bilden z1; : : : ; zm ein s0-Netz vom Radius d0 := p1+!2d mit s0 := sp1+!2d2 . F�ur x 2 N liegt z au�erhalbvon Qx(!) und damit erst recht au�erhalb des Qx(!) einbeschriebenen Kreises.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................rd0s0=2z1 z2............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................Abbildung 5. Umkreisabsch�atzung.Unter der Voraussetzung 2r > s0 schneiden sich die den Polygonen Qxi(!) und Qxi+1(!) einbeschriebenenKreise und es giltjzj <qd02 � (s0=2)2 �pr2 � (s0=2)2 oder jzj >qd02 � (s0=2)2 +pr2 � (s0=2)2:



V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Netzabsch�atzung 31Dabei ist die Voraussetzung 2r > s0 zu der Ungleichung 2dp1� d2 > sp1 + !2 und damit zu der Voraus-setzung j!j 6 
N �aquivalent. Ferner giltqd02 � (s0=2)2 �pr2 � (s0=2)2=r1 + !2d2 � s2(1 + !2)4d4 �r1� d2d2 � s2(1 + !2)4d4= p1 + !22d2  p4d2 � s2 �r4d2(1� d2)1 + !2 � s2! :Es gelte `�N 6 1 6 `+N . Wegen der Monotonie von `�N (!) und `+N (!) auf (�
N ; 0) und (0;
N ) folgt `�N (!) <1 < `+N (!) f�ur alle ! 2 In. Daraus folgen die restlichen Behauptungen.Die Netzabsch�atzungen sollen nun auf die Kantenkorona K angewandt werden.Satz 36. Es sei � = �(p; q; r) mit r 6 q 6 p. Die Kantenkorona K ist ein s-Netz vom Radius d mits = sinh `v sin 2�qsinh2 `v sin2 �q + 1 und d = sinh `v sin �qqsinh2 `v sin2 �q + 1 :Es gilt d < 1 und s < 2dp1� d2. Es gilt fernerRK = tanh `v = qcos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1cos �p cos �q + cos �r ;
K = tan �qund `�K(!) = ctgh `v � q 11+!2 � cos2 �qsinh `v sin �q= cos �p cos �q + cos �r � sin �pq 11+!2 � cos2 �qqcos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1 ;insbesondere `�K = ctgh `v � qcos2 �n � cos2 �qsinh `v sin �q= cos �p cos �q + cos �r � sin �pqcos2 �n � cos2 �qqcos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1 :Beweis. Nach Proposition I.5 ist K ein Netz vom Radiusd = sinh `v sin �qqsinh2 `v sin2 �q + 1 :Die Dichte s des Netzes K ist gleichs = maxfjxm;1 � xm;q�1j; jxm;q�1 � xm+1;1jg:Nach Proposition I.6 und wegen q > r giltjxm;1 � xm;q�1j = cos �qcos �r � jxm;q�1 � xm+1;1j > jxm;q�1 � xm+1;1j



32 V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Netzabsch�atzungund folglich s = jxm;1 � xm;q�1j = sinh `v sin 2�qsinh2 `v sin2 �q + 1 :Man berechnet 1� d2 = 1sinh2 `v sin2 �q + 1 ;2ds = 2 sinh `v sin �qqsinh2 `v sin2 �q + 1 � sinh2 `v sin2 �q + 1sinh `v sin 2�q = qsinh2 `v sin2 �q + 1cos �qund folglich 4d2s2 � (1� d2) = 1cos2 �q :Damit gilt 
K = p4d2(1� d2)� s2s =r4d2s2 � (1� d2)� 1 =s 1cos2 �q � 1 = tan �q :Man berechnet ferner s2d2 = sinh `v sin 2�qsinh2 `v sin2 �q + 1 � sinh2 `v sin2 �q + 12 sinh2 `v sin2 �q = cos �qsinh `v sin �q ;p4d2 � s22d2 =r 1d2 � s24d4 =vuut sinh2 `v sin2 �q + 1sinh2 `v sin2 �q � cos2 �qsinh2 `v sin2 �q = ctgh `vund folglich 12d2 �r4d2(1� d2)1 + !2 � s2 = s2d2 �s4d2(1� d2)s2(1 + !2) � 1= cos �qsinh `v sin �q �s 1cos2 �q (1 + !2) � 1 = q 11+!2 � cos2 �qsinh `v sin �q :Damit gilt RK = 2d2p4d2 � s2 = tanh `vund `�K(!) = 12d2  p4d2 � s2 �r4d2(1� d2)1 + !2 � s2!= ctgh `v � q 11+!2 � cos2 �qsinh `v sin �q = cosh `v sin �q �q 11+!2 � cos2 �qsinh `v sin �q :Mit Hilfe der Formeln f�ur cosh `v und sinh `v (siehe Anhang) erh�alt manRK = qcos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1cos �p cos �q + cos �rund `�K(!) = cos �p cos �q + cos �r � sin �pq 11+!2 � cos2 �qqcos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1 :



V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Anwendung der Netzabsch�atzung 33Proposition 37. Es gilt stets `+K > 1.Beweis. Es gen�ugt, cos �p cos �q + cos �rqcos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1 > 1zu zeigen. Dabei giltcos �p cos �q + cos �r >rcos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1() cos2 �p cos2 �q > cos2 �p + cos2 �q � 1()(1 � cos2 �p )(1 � cos2 �q ) > 0:Damit l�a�t sich die Proposition 35 wie folgt spezialisieren:Proposition 38. Es sei ~� = �(p; q; r)2 mit r 6 q 6 p. Es gilt:F�ur jedes ! 2 [� tan �q ; tan �q ] und z 2 � Tx2KRx�(!) gilt entwederjzj < `�K(!) �p1 + !2oder jzj > `+K(!) �p1 + !2:Ist `�K 6 1, so ist jede zusammenh�angende Teilmenge von Se\Tx2KRx, die nicht in A � enthalten ist, in UK � A +enthalten. Es gilt ferner FK � UK � A +.Allgemeiner gilt: Ist t 2 [0; tan �q ] und `�K(t) 6 1, so ist jede zusammenh�angende Teilmenge von Se(t)\Tx2KRx,die nicht in A � enthalten ist, in UK(t) � A + enthalten.x13. Anwendung der Netzabsch�atzung zum Beweis von F� = FKIm vorigen Abschnitt haben wir eine obere Absch�atzung f�ur Betr�age der Punkte in FK(!) bewiesen, anderer-seits haben wir in Proposition III.16 eine untere Schranke f�ur Betr�age der Punkte in Qx(!) hergeleitet. Istf�ur alle x 62 K [ fug und ! 2 In die obere Schranke f�ur Betr�age der Punkte in FK(!) kleiner, als die untereSchranke f�ur Betr�age der Punkte in Qx(!), so k�onnen die Prismen Qx mit x 62 K [ fug keine gemeinsamenPunkte mit FK und folglich auch mit Fe � FK haben, es gilt also Fe = FK.Zur Erinnerung. Die Proposition III.16 besagt: F�ur x 2 �unfug gilt jzj > M(jxj; !) � p1 + !2 f�uralle z 2 Qx(!), wobei M(t; !) := 1t  1� p1� t2cos �np1 + !2! :Definition. F�ur R > 0 sei MR :=M(R; tan �n ) = 1�p1�R2Rund KR := fx 2 D : jxj > Rg.Proposition 39. Ist N � �u ein s-Netz vom Radius d mit tan �n 6 
N , 1 6 `+N und `�N 6 MR f�urein R > RN , dann gilt Qx \ FN = ? f�ur alle x 2 �u \KR.Beweis. Es gilt Se = f(1+ i!; z) 2 C 2 : ! 2 In; z 2 C g. Damit ist f�ur ein x 2 �unfug die Bedingung Qx \FN = ? genau dann erf�ullt, wenn (Qx \ FN )(!) = ? f�ur alle ! 2 In gilt. Nach Proposition 35 giltjzj < `�N (!) �p1 + !2



34 V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Ein kombinatorisches Kriterium und seine Anwendungf�ur alle z 2 FN (!). Nach Proposition III.16 giltjzj >M(jxj; !) �p1 + !2f�ur alle x 2 �u und z 2 Qx(!). Damit gen�ugt es, M(jxj; !) > `�N (!) f�ur alle ! 2 In zu zeigen.Die Funktion f(t) := 1t (1� cp1� t2) mit c = 1cos �np1 + !2 > 1ist wegen f 0(t) = 1t2p1� t2 (c �p1� t2)monoton steigend auf (0; 1). Damit giltM(j�j; !) >M(R;!) f�ur � 2 KR, also gen�ugt es, M(R;!) > `�N (!)f�ur alle ! 2 In zu zeigen.Die Funktion �(!) :=M(R;!)� `�N (!) l�a�t sich schreiben als�(!) = 1R  1� p1�R2cos �np1 + !2!� 12d2  p4d2 � s2 �r4d2(1� d2)1 + !2 � s2!= 1p1 + !2  p4d2(1� d2)� s2(1 + !2)2d2 � p1�R2R cos �n !+ 1R � p4d2 � s22d2 :Die Funktionen g(!) := 1p1 + !2und h(!) := p4d2(1� d2) � s2(1 + !2)2d2 � p1� R2R cos �nsind monoton fallend auf I+n = [0; tan �n ]. Die Funktion g(!) ist positiv auf I+n . WegenMR = 1R � p1�R2R und `�N = 1RN � p4d2(1� d2) cos2 �n � s22d2gilt ferner h(tan �n ) � cos �n = p4d2(1� d2) cos2 �n � s22d2 � p1�R2R= � 1RN � `�N�+ �MR � 1R� = �MR � `�N �+� 1RN � 1R� > 0:Die Funktion h(!) ist monoton fallend auf I+n und es gilt h(tan �n ) > 0, also gilt h(!) > 0 f�ur alle ! 2 I+n .Die Funktionen g(!) und h(!) sind positiv und monoton fallend auf I+n , also ist die Funktion �(!) =g(!) � h(!) + const monoton fallend auf I+n . Es gilt �(tan �n) = MR � `�N > 0, also ist die Funktion �(!)positiv auf I+n . Da die Funktion �(!) gerade ist, folgt �(!) > 0 und damitM(R;!) > `�N (!) f�ur alle ! 2In = [� tan �n ; tan �n ].Diese Proposition kann wie folgt auf die Kantenkorona K spezialisiert werden:Proposition 40. Es sei ~� = �(p; q; r)2 mit r 6 q 6 p. Ist `�K 6MR f�ur ein R > RK, dann gilt Qx\FK = ?f�ur alle x 2 �u \KR.Beweis. Es gilt `+K > 1 nach Proposition 37.Satz 41. Es sei ~� = �(p; q; r)2 mit r 6 q 6 p. Ist `�K 6MR f�ur ein R > RK mit �un(K [ f0g) � KR, sogilt F� = FK.Beweis. Es gilt `�K 6MR = 1�p1�R2R < 1



V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Ein kombinatorisches Kriterium und seine Anwendung 35nach Voraussetzung. Nach Proposition 40 gilt Qx\FK = ? f�ur alle x 2 �un(K[fug) und damit F� = FK.x14. Ein kombinatorisches Kriterium und seine AnwendungDie folgende Aussage wurde in der Diplomarbeit [Korollar 10.2, KNRS] bewiesen.Es seiM eine zusammenh�angende 3-Mannigfaltigkeit ohne Rand, ~� eine diskrete Gruppe, die durch Hom�oo-morphismen eigentlich diskontinuierlich auf M operiert.Satz 42. Es sei ~F eine Teilmenge von M mit folgenden Eigenschaften:(1) ~F ist zusammenh�angend, der Rand @ ~F von ~F ist eine Mannigfaltigkeit.(2) ~F ist hom�oomorph zu einem kompakten Polytop in R3 mit homogenem dreidimensionalen Fahnen-komplex. Damit ist klar, was die Menge der Fl�achen F bzw. die Menge der Kanten K von ~F ist.Es sei C := f(f; k) 2 F � K : k � fg und � : C ! C die Involution derart, da� f�ur (g; l) := � (f; k)gilt f \ g = k = l.(3) Es gibt eine kompakte Teilmenge F von M mit folgenden Eigenschaften:� Es gilt F � ~F :� Der Durchschnitt von F � und �F ist leer f�ur beliebige ; � 2 ~� mit  6= �, die Mengen F mit  2 ~��uberdecken M :� Die �Uberdeckung fFg2~� von M ist lokal endlich:(4) Es gibt eine Involution � auf C und eine Familie ffgf2F von Elementen aus ~� mit folgendenEigenschaften:� Es gilt �(f; k) = (f f; fk) f�ur jedes (f; k) 2 C.� Zu jeder Seite f 2 F und jedem Punkt x 2 f� gibt es eine UmgebungU von xmit f (U\ ~F �)\ ~F � = ?.� Es gilt f f = �1f f�ur jedes f 2 F .� ~� ist erzeugt von ffgf2F .(5) Es sei (f; k) 2 C. Setze m = m(f; k) := minfm 2 Nnf0g : (��)m(f; k) = (f; k)g. F�ur i 2 f1; : : : ;m+1g sei (fi; ki) := (��)i�1(f; k), i := (fi � : : : � f1 )�1, ~Fi := i ~F und hi := ifi+1.� Es gilt m(f;k) = 1 f�ur jedes (f; k) 2 C.� Zu jeder Kante k 2 K und jedem Punkt x 2 k� gibt es eine Umgebung U von x mitU \ ~Fi \ ~Fi+1 = U \ hif�ur alle i 2 f1; : : : ;m(f; k) + 1g undU \ ~Fi \ ~Fj = U \ kf�ur alle i; j 2 f1; : : : ;m(f; k) + 1g mit i < j � 1.Es sei N := ~� � ~F= � mit (�f ; x) � (�; fx) f�ur � 2 ~�, f 2 F und x 2 f . pr : N !M sei de�niertdurch pr : [(; x)] 7! x.(6) pr� : �1(N )! �1(M ) ist surjektiv.Dann ist pr ein Hom�oomorphismus und ~F = F ein Fundamentalbereich f�ur die Operation von ~� auf M .Bemerkung. Aus den Bedingungen (1){(5) folgt, da�  : N !M eine �Uberlagerung ist.Bemerkung. Ist ~F nichtzusammenh�angend, so mu� dem Satz eine zus�atzliche Bedingung hinzugef�ugt wer-den, die f�ur zusammenh�angende ~F immer erf�ullt ist.Wir werden diesen Satz in der folgenden Situation anwenden: ~� = �(p; q; r)2 sei die eindeutig bestimmteHochhebung �(p; q; r)2 der Dreiecksgruppe �(p; q; r) in SU(1; 1). M := Sist eine zusammenh�angende 3-Mannigfaltigkeit ohne Rand, auf der die Gruppe ~� durch Hom�oomorphismen eigentlich diskontinuierlichoperiert. Wir betrachten eine (endliche) Teilmenge N von �unfug, von der wir vermuten, da� Fe = FN =A + \ Se \ Tx2NRx gilt. Wir setzen ~F := 	(FN ) und F := Fe. Erf�ullen sie die Voraussetzungen (1){(6), sok�onnen wir den Satz anwenden und es folgt, da� Fe = F = ~F = 	(FN ) gilt.Wir listen nun die Voraussetzungen auf und beschreiben etwas genauer, wie wir bei ihrer �Uberpr�ufungvorgehen werden.(1) ~F ist zusammenh�angend: Es gen�ugt zu zeigen, da� FN zusammenh�angend ist. In allen sechs in dieserArbeit genauer betrachteten F�allen werden wir dies feststellen k�onnen.



36 V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Ein kombinatorisches Kriterium und seine Anwendung(2) ~F ist hom�oomorph zu einem kompakten Polytop in R3 mit homogenem dreidimensionalen Fahnen-komplex: Wir werden beweisen m�ussen, da� FN ein kompaktes Polytop mit homogenem dreidimen-sionalen Fahnenkomplex ist. Daf�ur werden wir die Darstellung von FN als eine endliche Vereinigungendlicher kompakter Durchschnitte a�ner Halbr�aume soweit reduzieren, da� die Durchschnittsbil-dung mit A + �uber�ussig wird.(3) Es gibt eine kompakte Teilmenge F von M mit folgenden Eigenschaften:� Es gilt F � ~F : Die Bedingung ist erf�ullt, denn es gilt Fe � FN und damit F = Fe = 	(Fe) �	(FN ) = ~F .� Der Durchschnitt von F � und �F ist leer f�ur beliebige ; � 2 ~� mit  6= �, die Mengen F mit  2 ~��uberdecken M : Die Bedingung ist erf�ullt, da F = Fe nach Satz III.17 ein Fundamentalbereich f�urdie Operation von ~� auf Sist.� Die �Uberdeckung fFg2~� von M ist lokal endlich: Dies folgt auch aus dem Satz III.17.Die Voraussetzungen (4) und (5) werden mit kombinatorischen Mitteln �uberpr�uft. Es gen�ugt, dieseBedingungen f�ur FN statt ~F := 	(FN ) zu �uberpr�ufen, da der Hom�oomorphismus 	j@+P �aquivariantist.(4) Man kann zeigen, da� zu jeder Seiten�ache f von FN ein eindeutig bestimmtes g 2 ~� mit f � Eg\Eeexistiert, falls die Gruppe ~� keine parabolischen Elemente enth�alt. Wir de�nieren dann f := �g =g�1.� Es gilt �(f; k) = (f f; fk) f�ur jedes (f; k) 2 C: F�ur jede Seiten�ache f von FN m�ussen wir berechnen,wie f unter f abgebildet wird. Da die Multiplikation mit f eine lineare Abbildung A ! A ist,gen�ugt es, die Bilder der Ecken von f auszurechnen. Es sei f eine Seiten�ache von FN , die in Eg\Eeenthalten ist. Eine Ecke von f stellen wir als Durchschnitt Ee\Eg\Eh1 \Eh2 von vier Hyperebenendar und erhalten dadurch eine Darstellung des Bildes dieser Ecke unter f = �g als�g(Ee \Eg \Eh1 \Eh2) = Ee \E�g \E�gh1 \E�gh2 :Damit kennen wir die Bilder aller Ecken von f . Sind diese Bilder wieder Ecken einer Seiten�ache f 0von FN in richtiger Reihenfolge, das hei�t so, da� die Bilder der von einer Kante verbundenen Eckenwieder durch eine Kante verbunden sind, so bildet die Multiplikation mit f = �g die Seiten�ache fbijektiv auf die Seiten�ache f 0 ab und �uberf�uhrt dabei die Ecken und Kanten von f in die Ecken undKanten von f 0.� Zu jeder Seite f 2 F und jedem Punkt x 2 f� gibt es eine UmgebungU von xmit f (U\ ~F �)\ ~F � = ?:Die Seiten�ache f sei in Eg\Ee enthalten. Die durch Multiplikation mit f = �g gegebene Abbildungist orientierungtreu und �uberf�uhrt die Seite f in die in E�g \Ee enthaltene Seite. Bei vorgegebenerOrientierung des Kantenzuges der Seite f kann man an der von der Multiplikation mit �g induziertenOrientierung der Bildseite sehen, da� es zu jedem x 2 f� eine Umgebung U mit �g(U \ ~F �)\ ~F � = ?gibt.� Es gilt f f = �1f f�ur jedes f 2 F : Die Seiten�ache f sei in Eg enthalten, dann gilt f = �g. Da f fin �g(Eg \Ee) = E�g \Ee enthalten ist, folgt f f = g = �1f .� ~� ist erzeugt von ffgf2F : Es gen�ugt, die erzeugenden Elemente �ru und �rv von ~� = �(p; q; r)2darzustellen. Der Deckel d des Fundamentalbereichs Fe ist in Er2u \Ee enthalten, damit gilt �ru =rp+1u = (d) p+12 . In allen sechs F�allen werden wir feststellen, da� es eine Seiten�ache f gibt, diein E0;q�1;2k \ Ee enthalten ist. Damit gilt f = �g0;q�1;2k = rp�2ku rv, das erzeugende Element �rvkann also als �rv = (�ru)2k�pf dargestellt werden.(5) ImWeiteren notieren wir die in Ea\Eb\Ee enthaltene Kante der in Ea\Ee enthaltenen Seiten�acheals (a; b). Diese Notation ist nicht eindeutig, die folgenden Aussagen gelten aber f�ur alle solche Kantenund Seiten�achen, falls es mehrere gibt. Nachdem wir die Wirkung der Involution � beschriebenhaben, k�onnen wir f�ur jedes Paar (f; k) 2 C den Kantenzyklen, also die Folge der Paare (fi; ki) :=(��)i�1(f; k) ausrechnen. Wir werden dabei feststellen, da� alle Kantenzyklen zu einem der dreifolgenden Typen geh�oren:à. Der Zykel besteht aus drei konvexen Kanten, die nicht im Deckel oder Boden enthalten sind.á. Der Zykel besteht aus drei Kanten, von denen zwei konvex und im Deckel bzw. Boden enthalten sind,die dritte Kante ist nicht konvex und nicht im Deckel bzw. Boden enthalten.â. Der Zykel besteht aus f�unf konvexen Kanten, die nicht im Deckel oder Boden enthalten sind.Wir wollen noch anmerken, da� die Zyklen vom Typ à und á aus generischen Kanten und die Zyklenvom Typ â aus nicht generischen Kanten bestehen, wobei wir eine Kante generisch nennen, wenn siein genau drei Fundamentalbereichen Fg enthalten ist.



V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Ein kombinatorisches Kriterium und seine Anwendung 37Die Zyklen vom Typ à und á sehen so aus:(a; b) ��! (�a; �ab) ��! (�ab;�a) ��! (�ba;�b) ��! (�b;�ba) ��! (b; a) ��! (a; b)oder, in der Kurzschreibweise, (a; b) 7! (�ab; �a) 7! (�b;�ba):Damit gilt 1 = a, 2 = a � �ab = b und 3 = b � �b = e. F�ur einen Zykel vom Typ à gilt f�ur einegen�ugend kleine Umgebung U eines inneren Punktes der Kante (a; b)FN \ U = (Ia \ Ib \Ee) \ U;1FN \ U = a(I�ab \ I�a \Ee) \ U = (Ib \ Ie \Ea) \ U;2FN \ U = b(I�b \ I�ba \Ee) \ U = (Ie \ Ia \Eb) \ U:Damit sind FN \ 1FN \U = (Ib \Ea \Ee) \Uund FN \ 2FN \U = (Ia \Eb \Ee) \Ugleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den inEa\Ee bzw.Eb\Ee enthaltenen Seiten�achen.Ferner ist 1FN \ 2FN \ U = (Ie \Ea \Eb) \ U = a(I�a \E�ab \Ee) \ Ugleich dem Bild der in E�ab\Ee enthaltenen Seiten�ache von FN unter der Multiplikation mit 1 = a.F�ur einen Zykel vom Typ á gilt f�ur eine gen�ugend kleine Umgebung U eines inneren Punktes derKante (a; b) FN \U = ((Ia [ Ib) \Ee) \ U;1FN \U = a(H�ab \ I�a \Ee) \ U = (Hb \ Ie \Ea) \ U;2FN \U = b(I�b \H�ba \Ee) \ U = (Ie \Ha \Eb) \ U:Damit sind FN \ 1FN \ U = (Hb \Ea \Ee) \ Uund FN \ 2FN \ U = (Ha \Eb \Ee) \ Ugleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den inEa\Ee bzw.Eb\Ee enthaltenen Seiten�achen.Ferner ist 1FN \ 2FN \ U = (Ie \Eb \Ea) \ U = a(I�a \E�ab \Ee) \ Ugleich dem Bild der in E�ab\Ee enthaltenen Seiten�ache von FN unter der Multiplikation mit 1 = a.Die Zyklen vom Typ â treten in den F�allen ~� = �(5; 5; r)2 mit r 2 f3; 5g auf. In diesen F�allen gibt esKanten, die als Durchschnitt von f�unf Hyperebenen Ea, Eb, Ec, Ed und Ee mit a; b; c; d 2 ~� darstellbarsind. Die gegenseitige Lage dieser Hyperebenen wird in der folgenden Abbildung dargestellt:................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................EaEb EcEdIa\Ib Hc[HdAbbildung 6. Hyperebenen durch eine ungenerische Kante (Schnittbild).



38 V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Reduktion der Darstellung von FNDer entsprechende Kantenzykel hat die folgende Gestalt:(a; b) 7! (�ac; �a) 7! (�cd; �ca) 7! ( �db; �dc) 7! (�b;�bd):Damit gilt 1 = a, 2 = a � �ac = c, 3 = c � �cd = d, 4 = d � �db = b und 5 = b � �b = e. F�ur einegen�ugend kleine Umgebung U eines inneren Punktes der Kante (a; b) giltFN \ U = (Ia \ Ib \Ee) \ U;1FN \ U = a(I�ac \ I�a \Ee) \U = (Ic \ Ie \Ea) \ U;2FN \ U = c(I�cd \ I�ca \Ee) \ U = (Id \ Ia \Ec) \ U;3FN \ U = d(I �db \ I �dc \Ee) \ U = (Ib \ Ic \Ed) \ U;4FN \ U = b(I�b \ I�bd \Ee) \ U = (Ie \ Id \Eb) \ U:Damit sind FN \ 1FN \ U = (Ib \ Ic \Ea \Ee) \ Uund FN \ 4FN \ U = (Ia \ Id \Eb \Ee) \ Ugleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den inEa\Ee bzw.Eb\Ee enthaltenen Seiten�achen.Ferner sind FN \ 2FN \ U = (Ia \ Ib \ Id \Ec \Ee) \ Uund FN \ 3FN \ U = (Ia \ Ib \ Ic \Ed \Ee) \ Ugleich der Kante k.(6) pr� : �1(N ) ! �1(S) ist surjektiv: S ist hom�oomorph zum o�enen Volltorus, die Fundamental-gruppe �1(S) �=Zwird erzeugt von der Homotopieklasse der Schleife c : [0; 2�]!Smit c(t) = (eit; 0).In allen sechs in dieser Arbeit genauer betrachteten F�allen werden wir feststellen k�onnen, da� dasBild des Weges In ! A mit t 7! (1 + ti; 0) in FN enthalten ist. Unter 	 geht dieser Weg in einenWeg w : In ! ~F mit w(t) = 11+t2 (1 + it; 0) zwischen (e��i=n; 0) und (e�i=n; 0) �uber. Damit erhaltenwir f�ur i = 0; 1; : : : ; n� 1 Wege wi : In ! N mit wi(t) := [riu;4�=n; w(t)]. Es gilt dabeiwi+1(� tan �n ) = [ri+1u;4�=n; (e��i=n; 0)] = [riu;4�=n; (e�i=n; 0)] = wi(tan �n );wir k�onnen also die Wege w0; w1; : : : ; wn�1 zusammensetzen und erhalten eine Schleife in N , derenBild unter pr (nach geigneter Umparametrisierung) gleich c ist.x15. Reduktion der Darstellung von FNIn einigen F�allen werden wir mit Hilfe der Netzabsch�atzung die Gleichheit Fe = FK zeigen k�onnen. In denanderen F�allen werden wir f�ur eine (endliche) Teilmenge N von �unfug die Menge ~Fe := FN untersuchen,um mit Hilfe des kombinatorischen Kriteriums die Gleichheit ~Fe = Fe zu beweisen. Um eine Beschreibungder kombinatorischen Struktur von Fe = FK im ersten Fall und ~Fe = FN (und damit auch Fe, falls daskombinatorische Kriterium anwendbar ist) im zweiten Fall zu erhalten, mu� die Darstellung von FK bzw. FNvereinfacht (reduziert) werden. In diesem Abschnitt werden einige Methoden vorgestellt, die es erm�oglichen,die Redundanz eines Halbraumes in der Darstellung von FK bzw. FN zu beweisen.Es sei g ein Element von SU(1; 1), das nicht zu der Standgruppe von 0 2 D geh�ort. Es gilt also g = (a; b) 2Smit b 6= 0. Es sei a = a1 + ia2.Lemma 43.(1) F�ur ! 2 R und z 2 Ig(!) gilt jzj > 1� a1 � !a2jbj :



V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Reduktion der Darstellung von FN 39(2) F�ur ' 2 (0; �), ! 2 R und z 2 (Ig \Hgr2')(!) giltjzj > �(a1 sin '2 + a2 cos '2 )� !(�a1 cos '2 + a2 sin '2 )jbj :(3) F�ur ' 2 (0; �), ! 2 R und z 2 (Ig \Hgr�2' )(!) giltjzj > �(a1 sin '2 � a2 cos '2 )� !(a1 cos '2 + a2 sin '2 )jbj :Beweis.(1) Es gilt z 2 Ig(!)()(1; !; z1; z2) 2 Ig()a1 + !a2 � z1b1 � z2b2 > 1()1� a1 � !a2 6 �(z1b1 + z2b2) 6 jzj � jbj:(2),(3) Es gilt gr2' = �a0 b0�b0 �a0� mita01 = a1 cos'� a2 sin'; a02 = a1 sin' + a2 cos';b01 = b1 cos'+ b2 sin'; b02 = �b1 sin' + b2 cos'und damit z 2 Hgr2'(!)()(1; !; z1; z2) 2 Hgr2'()a01 + !a02 � z1b01 � z2b02 6 1()� a01 � !a02 + z1b01 + z2b02 > �1:Aus den beiden Ungleichungena1 + !a2 � z1b1 � z2b2 > 1 und � a01 � !a02 + z1b01 + z2b02 > �1folgt durch Addition (a1 � a01) + !(a2 � a02) � z1(b1 � b01)� z2(b2 � b02) > 0und damit �(a1 � a01)� !(a2 � a02) 6 �z1(b1 � b01) � z2(b2 � b02) 6 jzj �q(b1 � b01)2 + (b2 � b02)2:Dabei gilt q(b1 � b01)2 + (b2 � b02)2 = 2 � j sin '2 j � jbj 6= 0;also jzj > �(a1 � a01)� !(a2 � a02)p(b1 � b01)2 + (b2 � b02)2 > �(a1 � a01) � !(a2 � a02)2 � j sin '2 j � jbj :Es gilt ferner a1 � a01 = a1(1 � cos') + a2 sin' = 2 sin '2 (a1 sin '2 + a2 cos '2 ):und (analog) a2 � a02 = 2 sin '2 (�a1 cos '2 + a2 sin '2 ):Die folgende Proposition erweist sich im Beweis des n�achsten Satzes als sehr n�utzlich.Proposition 44. Ist die Funktion f linear und die Funktion g konvex, so gilt f�ur a; b 2 Rf(!) > g(!) f�ur alle ! 2 [a; b] () f(!) > g(!) f�ur alle ! 2 @[a; b] = fa; bg:



40 V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Reduktion der Darstellung von FNLemma 45. Die Funktionen ! 7! p1 + !2 und ! 7! `�K(!) � p1 + !2 sind konvex.Beweis. Es gilt �p1 + !2�00 = �1 + !2��3=2, also ist die erste Funktion konvex. Es gilt`�K(!) �p1 + !2 = 1W ��(cos �p cos �q + cos �r )p1 + !2 � sin �pr1� (1 + !2) cos2 �q�und folglich (`�K(!) �p1 + !2)00 = 1W �0@cos �p cos �q + cos �r(1 + !2)3=2 + sin �p sin2 �q cos2 �q�1� (1 + !2) cos2 �q �3=21Amit W = cos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1, also ist auch die zweite Funktion konvex.Satz 46. Es sei ' 2 (0; �). Ist 1� a1 � a2 tan �n ,�(a1 sin '2 + a2 cos '2 ) � tan �n (�a1 cos '2 + a2 sin '2 )bzw. �(a1 sin '2 � a2 cos '2 )� tan �n (a1 cos '2 + a2 sin '2 )gr�o�er oder gleich jbj= cos �n , so ist der Schnitt von Ig , Ig \Hgr2' bzw. Ig \Hgr�2' mit (Se)+ = Se\ A + leer.Es sei n > q. Ist 1� a1 � a2 tan �n ,�(a1 sin '2 + a2 cos '2 ) � tan �n (�a1 cos '2 + a2 sin '2 )bzw. �(a1 sin '2 � a2 cos '2 )� tan �n (a1 cos '2 + a2 sin '2 )gr�o�er oder gleich jbj � `�K= cos �n , so ist der Schnitt von Ig , Ig \Hgr2' bzw. Ig \Hgr�2' mit UK und folglichauch mit FK � UK leer.Beweis. Nach Lemma 43, Proposition 35 und wegen n > q ) tan �n 6 tan �q gen�ugt es, die Ungleichungf(!) > g(!) f�ur alle ! 2 In mitf(!) = 1� a1 � !a2jbj bzw. f(!) = �(a1 sin '2 � a2 cos '2 )� !(�a1 cos '2 + a2 sin '2 )jbjund g(!) = p1 + !2 bzw. g(!) = `�K(!) � p1 + !2 zu zeigen. Dabei ist die Funktion f(!) linear unddie Funktion g(!) nach Lemma 45 konvex, also folgt die Behauptung mit Hilfe der Proposition 44 undmit �1 + tan2(�=n)�1=2 = 1cos(�=n) .Wir k�onnten jetzt die Reduktionskriterien explizit f�ur Gruppenelemente gm;l;k und ~gm;l;k formulieren. Esist aber im allgemeinen einfacher, den Beweis des letzten Satzes als Prototyp zu benutzen und direkt mitden Ungleichungen der Halbr�aume zu argumentieren, als die Kriterien in allgemeiner Form herzuleiten unddann konkrete Werte in diese komplizierten Ausdr�ucke einzusetzen.



Kapitel VIDie F�alle �(p; 3; 3)2 îÅ ÍÅÎÅÅ ×ÁÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÄÅÔÁÌÉÉÌÉ ÄÁÖÅ ÃÅÌÙÅ ÕÚÌÙ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÛÉÎÁÈ. óËÁ-ÖÅÍ, ÄÌÑ ÒÑÄÁ ÂÌÉÚËÉÈ ÐÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÅÔÁÌÌÏ-ÒÅÖÕÝÉÈ ÓÔÁÎËÏ× ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ËÏÒÏÂ-ËÉ ÐÅÒÅÄÁÞ, ÈÏÄÏ×ÙÅ ×ÉÎÔÙ, ÚÁÖÉÍÙ, ÛÔÕÒ×ÁÌÙ,ÒÕËÏÑÔËÉ É Ô. Ð. ôÁËÉÅ ÕÚÌÙ É ÄÅÔÁÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÕÎÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ.üÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÏ×ÁÒØ ÀÎÏÇÏ ÔÅÈÎÉËÁG egeben sei eine ungerade nat�urliche Zahl p > 5. F�ur die Konstruktion des Fundamentalbereichsvon ~� := �(p; 3; 3)2 sei der Fixpunkt u = 0 von � der Ordnung p gew�ahlt. Wir werden in allendrei F�allen p = 5; 7; 9 zeigen k�onnen, da� Fe = FK gilt. Daf�ur werden wir FK als FK = A + \ ~FKdarstellen, wobei ~FK ein kompaktes Polytop in A ist, das sogar in A + enthalten ist, wie wir dann mit Hilfeder Proposition V.38 zeigen werden. Damit gilt FK = ~FK und wir erhalten eine Darstellung von FK alskompaktes Polytop in A +. In den F�allen ~� = �(7; 3; 3)2 und ~� = �(9; 3; 3)2 werden wir den Satz V.41benutzen k�onnen, um Fe = FK zu zeigen und damit eine Darstellung von Fe als kompaktes Polytop in A +zu erhalten. Im Falle ~� = �(5; 3; 3)2 wenden wir auf die Menge ~F := 	(FK) den Satz V.42 an, um Fe = ~Fund Fe = FK zu beweisen.x16. Spezialisierung der bisherigen ErgebnisseIn diesem Abschnitt werden die bisherigen Ergebnisse f�ur den Spezielfall q = r = 3 zusammenfassenddargestellt und, wenn m�oglich, vereinfacht. Es gilt E = K undC =cosh `v = cosh `w = 1p3 � ctg �2p;S =sinh `v = sinh `w = 1p3 �rctg2 �2p � 3 = 1p3 � q2 cos �p � 1sin �2p ;RK =tanh `v = q2 cos �p � 1cos �2p ;B =sinh `v sin �3 = 12 �rctg2 �2p � 3 = 12 � q2 cos �p � 1sin �2p ;A = 12 sin �2p :Proposition 47. Es gilt `�K = cos �2p � sin �2pp4 cos2 �n � 1q2 cos �p � 1 :Beweis. Nach Satz V.36 mit Hilfe der Formeln f�ur ctgh `v und sinh `v aus dem Anhang folgt`�K = ctgh `v � pcos2 �n � cos2 �3sinh `v sin �3 = cos �2p � sin �2pp4 cos2 �n � 1q2 cos �p � 1 :Um den Satz V.41 anwenden zu k�onnen, ben�otigen wir ein R > RK mit �un(K [ f0g) � KR = fx 2 D :jxj > Rg. 41



42 VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Spezialisierung der bisherigen ErgebnisseProposition 48. F�ur R := q2 cos �p � 1 �q1 + cos �pcos �pp2 = cos �2pcos �p �r2 cos �p � 1:gilt R > RK und �un(E [ f0g) � KR.Beweis. Es gilt cos2 �2pcos �p = cos2 �2p2 cos2 �2p � 1 > cos2 �2p2 cos2 �2p = 12 > 1und damit R > q2 cos �p � 1cos �2p = RK:In [KNRS, Lemma 11.2] ist gezeigt, da� �(0; x) > 2`v + `vw und damitcosh �(0; x) > cosh(2`v + `vw)f�ur jedes x 2 �un(E [ f0g) gilt. Nach der Formel [KNRS, (11.6)] giltcosh(2`v + `vw) = 4 cos2 �p + cos �p � 11� cos �p :Daraus folgt (siehe Anhang)jxj =scosh �(0; x)� 1cosh �(0; x) + 1 >s2 cos2 �p + cos �p � 12 cos2 �p= q2 cos �p � 1 �q1 + cos �pcos �pp2 = cos �2pcos �p �r2 cos �p � 1:Damit l�a�t sich der Satz V.41 wie folgt spezialisieren:Satz 49. F�ur eine ungerade nat�urliche Zahl p > 7 und ~� = �(p; 3; 3)2 gilt F� = FK.Beweis. Wir wenden den Satz V.41 f�ur den in der Proposition 48 de�nierten Radius R an. Es gilt2 cos2 �p (1�R2) = 2 cos2 �p � (2 cos �p � 1)(1 + cos �p ) = 1� cos �p = 2 sin2 �2pund damit MR = 1R (1�p1� R2) = cos �p � sin �2pcos �2pq2 cos �p � 1 :Nach Proposition 47 gilt `�K = cos �2p � sin �2pp4 cos2 �n � 1q2 cos �p � 1 :Damit gilt MR � `�K = cos �p � sin �2p � cos2 �2p + sin �2p cos �2pp4 cos2 �n � 1cos �2pq2 cos �p � 1= tan �2pq2 cos �p � 1 �cos �2pr4 cos2 �n � 1� sin �2p � 1� :



VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Reduktion der Darstellung von FK 43Damit gen�ugt es, f�ur alle nat�urlichen Zahlen p > 7 die Ungleichung f(p) > 1 f�urf(p) := cos �2pr4 cos2 �p � 1� sin �2pzu zeigen. Die Funktion f : N! R ist monoton steigend und es giltf(6) = p4 + 2p3�p2�p32 > 1;also gilt f(p) > 1 f�ur alle p > 6. [Es gilt allerdings f(5) = p5+3p5�p3�p52p2 < 1.]Die Netzabsch�atzungen k�onnen zur Herleitung einer endlicher Darstellung des Fundamentalbereichs f�ur an-dere Familien diskreter Untergruppen von SU(1; 1) n�utzlich sein, insbesondere in den F�allen q; r 6 3, in denendie Eckenkorona E mit der Kantenkorona K �ubereinstimmt. F�ur den Fall ~� = ��1(�(p; 3; 2)) werden �ahnliche�Uberlegungen in der Dissertation [Fi, Kapitel 6] von Thomas Fischer angestellt. Der Fall ~� = ��1(�(p; 3; 3))wird im folgenden Satz untersuchtSatz 50. F�ur eine nat�urliche Zahl p > 4 und ~� = ��1(�(p; 3; 3)) gilt F� = FK.Beweis. Wie im Beweis des Satzes 49 gen�ugt es, f�ur alle nat�urlichen Zahlen p > 4 die Ungleichung f(p) > 1f�ur f(p) := cos �2pr4 cos2 �n � 1� sin �2p = cos �2pr4 cos2 �2p � 1� sin �2pzu zeigen. Die Funktion f : N! R ist monoton steigend und es giltf(4) = 1 +p2�pp2� 1p2p2 > 1;also gilt f(p) > 1 f�ur alle p > 4.x17. Reduktion der Darstellung von FKProposition 51. Im Falle ~� = �(5; 3; 3)2 gilt FK = A + \ ~FK mit~FK = Se \ 4\m=0((Im;1;2�m [ Im;1;4�m) \ (Im;2;1�m [ Im;2;3�m)):Im Falle ~� = �(7; 3; 3)2 gilt FK = A + \ ~FK mit~FK = Se \ 6\m=0((Im;1;2�m [ Im;1;4�m [ Im;1;6�m) \ (Im;2;8�m [ Im;2;10�m [ Im;2;12�m)):Im Falle ~� = �(9; 3; 3)2 gilt FK = A + \ ~FK mit~FK = Se \ 8\m=0 ((Im;1;4�m [ Im;1;6�m) \ (Im;2;3�m [ Im;2;5�m)):



44 VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Reduktion der Darstellung von FK
Abbildung 7. Menge ~FK f�ur ~� = �(9; 3; 3)2.



VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Reduktion der Darstellung von FK 45
Abbildung 8. Mengen ~FK f�ur ~� = �(7; 3; 3)2.



46 VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Reduktion der Darstellung von FK

Abbildung 9. Mengen ~FK f�ur ~� = �(5; 3; 3)2.



VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Reduktion der Darstellung von FK 47Beweis.(1) (I1;0 \H1;2) \ UK = (I1;1 \H1;p�1) \ UK = ?: Nach Proposition III.31 giltz 2 I1;0(!)()�z2 > 1B (A(sin �2p + ! cos �2p ) + 1);z 2 H1;2(!)() z1 sin 2�p + z2 cos 2�p > 1B (A(sin 3�2p � ! cos 3�2p ) � 1):Die Addition der beiden Ungleichungen ergibtz1 sin 2�p + z2(cos 2�p � 1) > AB ��(sin �2p + sin 3�2p ) + !(cos �2p � cos 3�2p )�f�ur z 2 (I1;0 \H1;2)(!). Wegenz1 sin 2�p + z2(cos 2�p � 1) = 2 sin �p (z1 cos �p � z2 sin �p ) 6 2 sin �p � jzj(unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung) und(sin �2p + sin 3�2p ) + !(cos �2p � cos 3�2p ) = 2 sin �p � (cos �2p + ! sin �2p)folgt jzj > AB � (cos �2p + ! sin �2p) f�ur z 2 (I1;0 \H1;2)(!). Nach Proposition V.38 gen�ugt es, die UngleichungAB ��cos �2p + ! sin �2p� > `�K(!) �p1 + !2f�ur alle ! 2 In zu zeigen. Mit Hilfe der Proposition V.44 und Lemma V.45 sieht man, da� es ausreicht,diese Ungleichung f�ur ! = � tan �n , alsocos �2p � tan �n sin �2p > B � `�KA cos �n = cos �2p � sin �2pp4 cos2 �n � 1cos �nzu zeigen, was �aquivalent ist zu der Ungleichungcos �2p � sin �2pr4 cos2 �n � 1 6 cos �n ��cos �2p � tan �n sin �2p� = cos��n � �2p� :Dabei gilt n = p und cos��p � �2p� = cos �2p > cos 3�2p = cos��p + �2p� ;es gen�ugt also, cos 3�2p > cos �2p � sin �2pr4 cos2 �p � 1zu zeigen. Dabei gilt cos 3�2p > cos �2p � sin �2pr4 cos2 �p � 1() sin �2pr4 cos2 �p � 1 > 2 sin �2p sin �p()r4 cos2 �p � 1 > 2 sin �p() 4 cos2 �p � 1 > 4 sin2 �p() 4 cos 2�p > 1() cos 2�p > 14 :Aus p > 5 folgt 2�=p 6 2�=5 und damit cos(2�=p) > cos(2�=5) = p5�14 > 14 . Daraus folgt weiterhin(I1;1 \H1;p�1) \UK = (�0)�1�((I1;0 \H1;2) \ UK) = ?.



48 VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Reduktion der Darstellung von FK(2) I1;p+3\UK = � � � = I1;2p�2\UK = ?: Es sei k 2 fp+3; p+5; : : : ; 2p�4; 2p�2g. Nach Proposition III.31folgt unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichungjzj > �z1 sin �kp � z2 cos �kp > 1B � (�A(sin � � ! cos �) + 1)f�ur alle z 2 I1;k(!), wobei � = (2k � 1)�=2p gilt. Nach Proposition V.38 gen�ugt es, die Ungleichung1B � (�A(sin � � ! cos �) + 1) > `�K(!) �p1 + !2f�ur alle ! 2 In zu zeigen. Mit Hilfe der Proposition V.44 und Lemma V.45 sieht man, da� es ausreicht,diese Ungleichung f�ur ! = � tan �n , also�A(sin � � tan �n cos �) + 1 > B � `�Kcos �n = cos �2p � sin �2pp4 cos2 �n � 12 sin �2p cos �nzu zeigen, was �aquivalent zu der Ungleichungsin �2pr4 cos2 �n � 1� cos �2p > cos �n (sin � � tan �n cos �)� 2 sin �2p cos �nund mit � = (2k � 1)�=2p und n = p zu der Ungleichungsin (2k � 1� 2)�2p 6 sin �2p �2 cos �p +r4 cos2 �p � 1�� cos �2pist. Es gen�ugt also zu zeigen, da�sin (2p+ 3)�2p ; sin (2p+ 7)�2p ; : : : ; sin (4p� 7)�2p ; sin (4p� 3)�2pkleiner oder gleich sin �2p �2 cos �p +r4 cos2 �p � 1�� cos �2psind. Dabei gilt sin (2p+ 3)�2p = sin (4p� 3)�2p = � sin 3�2p ;sin (2p+ 7)�2p = sin (4p� 7)�2p = � sin 7�2p < � sin 3�2pund so weiter, es gen�ugt also� sin 3�2p 6 sin �2p �2 cos �p +r4 cos2 �p � 1�� cos �2pzu zeigen, was �aquivalent zuf(p) := sin �2p �2 cos �p +r4 cos2 �p � 1�+ sin 3�2p � cos �2p > 0ist. Man rechnet nach, da� f(5) > 0;75, f(7) > 0;38 und f(9) > 0;11 gilt.(3) Die Mengen I1;1 \H1;�1; I1;3; : : : ; I1;p�2; I1;p \H1;p+2schneiden also UK und folglich auch FK � UK nicht. Durch die Betrachtung ihrer Bilder unter �0 sehen wir,da� auch die Mengen I2;0 \H2;�2; I2;2; : : : ; I2;p�3; I2;p�1 \H2;p+1



VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Reduktion der Darstellung von FK 49die Menge �0(UK) = UK und damit auch FK nicht schneiden. Durch die Betrachtung der Bilder von �mf�ur m 2Zsehen wir, da� auchIm;1;1�m \Hm;1;�1�m; Im;1;3�m; : : : ; Im;1;p�2�m; Im;1;p�m \Hm;1;p+2�mund Im;2;�m \Hm;2;�2�m; Im;2;2�m; : : : ; Im;2;p�3�m; Im;2;p�1�m \Hm;2;p+1�mleeren Schnitt mit �m(UK) = UK und damit auch mit FK haben. Damit k�onnen nur die MengenIm;1;2�m; : : : ; Im;1;p�1�m und Im;2;1�m; : : : ; Im;2;p�2�mmit m = 0; : : : ; p� 1 zur Bildung von FK beitragen. Es gilt also FK = A + \ ~FK mit~FK = Se \ p�1\m=0((Im;1;2�m [ � � � [ Im;1;(p�1)�m) \ (Im;2;1�m [ � � � [ Im;2;(p�2)�m)):In den F�allen p = 5 und p = 7 ist es bereits die gew�unschte Darstellung von FK. Im Falle p = 9 werden wirallerdings zeigen k�onnen, da� die Mengen Im;1;2�m, Im;1;8�m, Im;2;1�m und Im;2;7�m in dieser Darstellungvon ~FK �uber�ussig sind.(4) H1;6\I1;8\Fe � H2;10\H2;12\H2;14\H2;16 f�ur p = 9: Zuerst berechnen wir, wie in Proposition III.31angegeben, die Ungleichungen aller im Beweis auftretender Halbr�aume.(1) z 2 H1;6(!) () z1 sin �3 � z2 cos �3 > 1B �A(cos �9 + ! sin �9 )� 1�(2) z 2 I1;8(!) () �z1 sin �9 + z2 cos �9 > 1B �A(� sin �6 � ! cos �6 ) + 1�(3) z 2 H2;12(!) () z1 cos �6 + z2 sin �6 > 1B �A(cos �9 � ! sin �9 )� 1�(4) z 2 H2;14(!) () z1 cos �18 � z2 sin �18 > 1B �A(cos �9 + ! sin �9 ) � 1�(5) z 2 H2;10(!) () z1 sin �9 + z2 cos �9 > 1B �A(sin �6 � ! cos �6 )� 1�(6) z 2 I2;16(!) () �z1 sin 2�9 + z2 cos 2�9 > 1B �A(� sin �6 � ! cos �6 ) + 1�(7) z 2 I1;12(!) () z1 sin �3 + z2 cos �3 > 1B �A(cos 2�9 � ! sin 2�9 ) + 1�Nun zum eigentlichen Beweis:(a) H1;6 \ I1;8 \ Se � H2;12: Die Addition der mit cos �18 multiplizierten Ungleichung (1) mit der mit cos �6multiplizierten Ungleichung (2) und Division des Ergebnisses durch sin 2�9 liefertz 2 (H1;6 \ I1;8)(!) =) z1 cos �6 + z2 sin �6 >> 1D �(cos �6 � cos �18) +A(cos �18 cos �9 � sin �6 cos �6 ) +A!(sin �9 cos �18 � cos2 �6 )�



50 VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Reduktion der Darstellung von FKmit D = B sin 2�9 . Zur Berechnung der Multiplikatoren siehe Erkl�arungen im Anhang. Durch Vergleich derletzten Ungleichung mit der Ungleichung (3) sieht man, da� es ausreicht, f(!) > 0 f�ur alle ! 2 I9 zu zeigen,wobei f(!) :=�cos �6 � cos �18 + sin 2�9 �+A�cos �18 cos �9 � sin �6 cos �6 � cos �9 sin 2�9 �+A!�sin �9 cos �18 � cos2 �6 + sin �9 sin 2�9 � :Mit Hilfe der trigonometrischen Formeln (siehe Anhang) und unter Benutzung der De�nition vonA berechnenwir f(!) =�cos �6 � (cos �18 � cos 5�18 )�+A�cos �9 (cos �18 � cos 5�18 )� sin �6 cos �6�+A!�sin �9 (cos �18 + cos 5�18 )� cos2 �6�= �cos �6 � 2 sin �9 sin �6�+ A�2 cos �9 sin �9 sin �6 � sin �6 cos �6�+A! �2 sin �9 cos �9 cos �6 � cos2 �6�= �cos �6 � sin �9�+A�sin �6 + ! cos �6� ��sin 2�9 � cos �6�=2 sin �9 cos 2�9 � 2A sin �18 sin 2�9 �sin �6 + ! cos �6 �=2 sin �9 �cos 2�9 � cos �9 (sin �6 + ! cos �6 )�=2 sin �9 �(cos 2�9 � sin �6 cos �9 )� ! cos �6 cos �9� :Die Funktion f ist monoton fallend, es reicht also aus, f(tan �9 ) > 0 zu zeigen. Dazu berechnet manf(tan �9 ) = 2 sin �9 �cos 2�9 � sin �6 cos �9 � sin �9 cos �6�= 2 sin �9 �cos 2�9 � sin 5�18� = 0:(b) H1;6 \ I1;8 \ Se � H2;14: Die Addition der mit cos �6 multiplizierten Ungleichung (1) mit der mit sin �9multiplizierten Ungleichung (2) und Division des Ergebnisses durch sin 2�9 liefertz 2 (H1;6 \ I1;8)(!) =) z1 cos �18 � z2 sin �18 >> 1D �(sin �9 � cos �6 ) + A(cos �9 cos �6 � sin �9 sin �6 ) + A!(sin �9 cos �6 � sin �9 cos �6 )�= 1D �A sin 2�9 � 2 sin �9 cos 2�9 � = 1B cos �9 �A cos �9 � cos 2�9 �mit D = B sin 2�9 . Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (4) sieht man, da� es ausreicht,f(!) > 0 f�ur alle ! 2 I9 zu zeigen, wobeif(!) :=�cos �9 � cos 2�9 �+A cos �9 �1� cos �9��A! sin �9 cos �9= sin �18 + sin �18 cos �9 � ! cos �18 cos �9 :Die Funktion f ist monoton fallend, es reicht also aus, f(tan �9 ) > 0 zu zeigen. Dazu berechnet manf(tan �9 ) = sin �18 + sin �18 cos �9 � sin �9 cos �18 = sin �18 � sin �18 = 0:



VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Reduktion der Darstellung von FK 51(c) H1;6 \ I1;8 \ Se � H2;10: Die Addition der Ungleichung (1) mit der mit cos �18= sin 2�9 multipliziertenUngleichung (2) liefert, da� f�ur alle z 2 (H1;6 \ I1;8)(!) giltz1 sin �9 + z2 cos �9 > 1B sin 2�9 �(cos �18 � sin 2�9 ) + A(sin 2�9 cos �9 � sin �6 cos �18)+A!(sin �9 sin 2�9 � cos �18 cos �6 )�:Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (5) sieht man, da� es ausreicht, f(!) > 0 f�uralle ! 2 I9 zu zeigen, wobeif(!) :=�cos �18 � sin 2�9 + sin 2�9 �+A�sin 2�9 cos �9 � sin �6 cos �18 � sin �6 sin 2�9 �+A!�sin �9 sin 2�9 � cos �18 cos �6 + sin 2�9 cos �6�=cos �18 + A�sin 2�9 (cos �9 � cos �3 ) � sin �6 cos �18�+A!�sin 2�9 (sin �9 + sin �3 )� cos �18 cos �6�=cos �18 + A�2 sin �9 sin2 2�9 � sin �6 cos �18�+A!�2 cos �9 sin2 2�9 � cos �18 cos �6� :Wegen 2 sin2 2�9 = 1� cos 4�9 gilt2 cos �9 sin2 2�9 � cos �18 cos �6 = cos �9 � cos �9 cos 4�9 � cos �18 cos �6 :Wegen 2 cos �9 cos 4�9 = cos 5�9 + cos �3 und 2 cos �18 cos �6 = cos 2�9 + cos �9 gilt2 cos �9 � 2 cos �9 cos 4�9 � 2 cos �18 cos �6 = cos �9 � cos 2�9 + sin �18 � sin �6 :Wegen cos �9 � cos 2�9 = 2 sin �18 sin �6 und sin �18 � sin �6 = �2 sin �18 cos �9 folgt schlie�lich2 cos �9 sin2 2�9 � cos �18 cos �6 = sin �18(cos �3 � cos �9 ) < 0;die Funktion f ist also monoton fallend, es reicht also aus, f(tan �9 ) > 0 zu �uberpr�ufen. Dazu berechnet manunter Benutzung der Formel sinx+ tan y cos x = sin(x+y)cos yf(tan �9 ) > f(tan �3 )= cos �18 + A�2 sin2 2�9 (sin �9 + tan �3 cos �9 )� cos �18(sin �6 + tan �3 cos �6 )�= cos �18 + A � 2 sin2 2�9 sin 4�9 � cos �18 sin �2cos �3 = cos �18 �1 + 2A(2 sin2 2�9 � 1)�= cos �18 �1� 2A cos 4�9 � = cos �18 �1� 2A sin �18� = 0:(d) H1;6 \ I2;16 \ Se � I1;12: Die Addition der mit cos �18 multiplizierten Ungleichung (1) mit der mit sin �3multiplizierten Ungleichung (6) und Division des Ergebnisses durch sin �9 liefert, da� f�ur alle z 2 (H1;6 \I2;16)(!) gilt z1 sin �3 + z2 cos �3 > 1B sin �9 �(sin �3 � cos �18) + A(cos �18 cos �9 � sin �6 sin �3 )+ A!(sin �9 cos �18 � sin �3 cos �6 )�



52 VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Fundamentalbereiche FeDurch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (7) sieht man, da� es ausreicht, f(!) > 0 f�uralle ! 2 I9 zu zeigen, wobeif(!) := sin �3 � cos �18 � sin �9 +A�cos �18 cos �9 � sin �6 sin �3 � sin �9 cos 2�9 �+ A!�sin �9 cos �18 � sin �3 cos �6 + sin �9 sin 2�9 � :Mit cos �18 cos �9 = sin 4�9 cos �9 = 2 sin 2�9 cos 2�9 cos �9 = cos 2�9 (sin �9 + sin �3 )und sin �9 (cos �18 + sin 2�9 ) = 2 sin �9 cos �9 cos �6 = sin 2�9 cos �6folgt f(!) = cos �6 � cos �18 � sin �9 + A sin �3 (cos 2�9 � cos �3 ) + A! cos �6 (sin 2�9 � sin �3 ):Mit A(cos 2�9 � cos �3 ) = 2A sin �18 cos 2�9 = cos 2�9und A(sin 2�9 � sin �3 ) = �2A sin �18 sin 2�9 = � sin 2�9folgt f(!) = cos �6 � cos �18 � sin �9 + cos �6 �cos 2�9 � ! sin 2�9 � :Die Funktion f ist monoton fallend, es reicht also aus, f(tan �9 ) > 0 zu zeigen. Dazu berechnet mancos 2�9 � tan �9 sin 2�9 = cos 2�9 � 2 sin2 �9 = 2 cos 2�9 � 1und damit f(tan �9 ) = cos �6 � cos �18 � sin �9 + cos �6 �2 cos 2�9 � 1�=� cos �18 � sin �9 + sin �9 + cos �18 = 0:(e) H1;6 \ I1;8 \ Fe � H2;16: Aus (d) folgt(H1;6 \ I1;8 \ Fe) \ I2;16 � I1;12 \ FeAus der Behauptung (2) dieses Beweises folgt I1;12 \ Fe = ?, also gilt H1;6 \ I1;8 \ Fe � H2;16.(5) Im vierten Teil dieses Beweises haben wir im Falle p = 9 gezeigt, da� H1;6 \ I1;8 \ Fe � H2;10 \H2;12 \H2;14 \ H2;16 gilt. Die dabei in Teilbehauptungen (a) und (b) bewiesenen nicht strikten Ungleichungenwerden bei ! = tan �9 zu Gleichungen. Es bedeutet, da� der Keil H1;6 \ I1;8 die Menge FK in genau einemPunkt tri�t, einer Ecke von FK. Damit tr�agt im Falle p = 9 der Halbraum I1;8 nicht zur Bildung von FK bei.Infolgedessen k�onnen auch die Halbr�aume Im;1;2�m, Im;1;8�m, Im;2;1�m und Im;2;5�m mit m 2 f0; : : : ; 8g alsBilder von I1;8 unter �m��0, �m, �m� und �m�0 nicht zur Bildung von FK beitragen.Proposition 52. Es gilt FK = ~FK.Beweis. Zum Beweis der Behauptung wenden wir die Proposition V.38 an. In allen drei F�allen sind dieMengen ~FK zusammenh�angend und nicht in A � enthalten. In allen drei F�allen gilt ferner `�K < 1. ImFalle p > 7 folgt aus dem Beweis des Satzes 49, da� `�K 6 MR f�ur ein R 2 (0; 1) und damit `�K < 1 gilt.Im Falle p = 5 zeigt die Rechnung, da� `�K < 0;71 gilt. Nach Proposition V.38 folgt also ~FK � A + unddamit FK = A + \ ~FK = ~FK.



VI. Die F�alle �(p; 3; 3)2: Abbildungen der Fundamentalbereiche 53x18. Fundamentalbereiche FeSatz 53. Im Falle ~� = �(5; 3; 3)2 giltFe = Se \ 4\m=0((Im;1;2�m [ Im;1;4�m) \ (Im;2;1�m [ Im;2;3�m)):Im Falle ~� = �(7; 3; 3)2 giltFe = Se \ 6\m=0((Im;1;2�m [ Im;1;4�m [ Im;1;6�m) \ (Im;2;8�m [ Im;2;10�m [ Im;2;12�m)):Im Falle ~� = �(9; 3; 3)2 giltFe = Se \ 8\m=0 ((Im;1;4�m [ Im;1;6�m) \ (Im;2;3�m [ Im;2;5�m)):Beweis. In den F�allen p = 7 und p = 9 folgt die Behauptung aus den S�atzen 49 und III.27 und Proposi-tionen 51 und 52.Im Falle p = 5 wollen wir auf die Menge ~F := 	(FK) den Satz V.42 anwenden. Wir erinnern daran, da� dieGruppe ~� = �(5; 3; 3)2 durch Elemente �ru, �rv und �rw erzeugt wird. F�ur die Elemente ru, rv und rwgilt r5u = r3v = r3w = rurvrw = �1:Es folgt rvrurvru = r�1u r�1v .. . . . . . .2;2;62;2;4 .............................................................................3;1;63;1;4 .............................................................................3;2;03;2;8 .............................................................................4;1;04;1;8 .............................................................................4;2;44;2;2 .............................................................................0;1;40;1;2 .............................................................................0;2;80;2;6 .............................................................................1;1;81;1;6 .............................................................................1;2;21;2;0 .............................................................................2;1;22;1;0 .............................................................................2;2;62;2;4 . . . . . . .3;1;63;1;4Abbildung 10. Seiten�ache von FK f�ur ~� = �(5; 3; 3)2.Seitenidenti�kationen: Bis auf die Symmetrien gen�ugt es, den Deckel, der mit dem Boden identi�ziertwird, und die in E2;8 enthaltene Seiten�ache von FK zu betrachten, denn es gilt Im;1;2�m = �m�(I2;8),Im;1;4�m = (�0)2m�1(I2;8), Im;2;1�m = (�0)2m+1�(I2;8), Im;2;3�m = �m(I2;8).r2u (Deckel): Multiplikation (von links) mit �r2u = �r3u:gm;1;4�m 7! gm+3;1;4�m; gm;2;3�m 7! gm+3;2;3�m:g0;2;8: Multiplikation von links mit �g0;2;8 = g2;1;0:r2u 7! g2;1;2; g1;1;8 7! g1;2;2; g1;1;6 7! g1;2;0; g0;2;6 7! �r3u; g0;1;4 7! g2;2;4:Kantenzyklen: Bis auf Symmetrien kommen in den folgenden zwei Kantenzyklen alle Kanten von FK vor.(g0;2;8; g1;1;8) 7! (g1;2;2; g2;1;0) 7! (g2;2;4; g3;1;4):(g0;2;8; r2u) 7! (g2;1;2; g2;1;0) 7! (�r3u; g3;2;8);Der erste Zykel ist vom Typ à, der zweite Zykel ist vom Typ á. Damit sind alle Voraussetzungen desSatzes V.42 erf�ullt, es gilt also Fe = FK.x19. Abbildungen der FundamentalbereicheAuf den n�achsten Seiten �ndet man die Abbildungen und die Beschreibungen der Seitenidenti�kationen derFundamentalbereiche Fe f�ur die F�alle ~� = �(p; 3; 3)2 mit p 2 f5; 7; 9g. Man siehe hierzu auch den Abschnittmit Erkl�arung der Abbildungen von Fe.
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Kapitel VIIDie F�alle �(5; 5; r)2 õÓÅÒÄÉÅ ×Ó£ ÐÒÅ×ÏÚÍÏÇÁÅÔ.ëÏÚØÍÁ ðÒÕÔËÏ×E s sei r 2 f3; 5g und ~� = �(5; 5; r)2. F�ur die Konstruktion des Fundamentalbereichs von ~� seider Fixpunkt u = 0 von � der Ordnung 5 gew�ahlt. Wir werden zeigen k�onnen, da� in beidenF�allen Fe = FK gilt. Daf�ur werden wir FK als FK = A + \ ~FK darstellen, wobei ~FK ein kompaktesPolytop in A ist, das sogar in A + enthalten ist, wie wir dann zum Teil mit Hilfe der Proposition V.38 undzum Teil durch ausdauerndes Rechnen zeigen werden. Damit gilt FK = ~FK und wir erhalten eine Darstellungvon FK als kompaktes Polytop in A +. Schlie�lich wenden wir auf die Menge ~F := 	(FK) den Satz V.42 an,um Fe = ~F und Fe = FK zu beweisen.x20. Reduktion der Darstellung von FKZur Erinnerung. Es giltC = cosh `v = cos2 �5 + cos �rsin2 �5 ; S = sinh `v ; B = B(1) = B(4) = S � sin �5 :Lemma 54. Es gilt C > 1, C > S > C � 1 und (C + 1) cos �5 > S.Beweis. Es gilt (C + 1) cos �5 > S()(C + 1)2 cos2 �5 > S2()(C + 1)2 cos2 �5 > C2 � 1()C2 sin2 �5 � 2C cos2 �5 � (1 + cos2 �5 ) < 0()C 2  cos2 �5 � 1sin2 �5 ; cos2 �5 + 1sin2 �5 !() cos �r 2 (�1; 1):Die restlichen Ungleichungen folgen wegen `v > 0 leicht aus der De�nition von sinh und cosh.Proposition 55. Es gilt FK = A + \ ~FK mit~FK = Se \ 4\m=0 �(Im;1;2�m [ Im;1;4�m) \ (Im;4;6�m [ Im;4;8�m)�:
57



58 VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Reduktion der Darstellung von FK

Abbildung 14. Menge ~FK f�ur ~� = �(5; 5; 3)2.
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Abbildung 15. Menge ~FK f�ur ~� = �(5; 5; 5)2.



60 VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Reduktion der Darstellung von FKBeweis. Zuerst berechnen wir, wie in Proposition III.29 angegeben, die Ungleichungen aller im Beweisauftretenden Halbr�aume:(0) z 2 I1;8(!)()z1 sin 2�5 � z2 cos 2�5 > 1B � �1;8(!)(1) z 2 I1;6(!)()z1 sin �5 + z2 cos �5 > 1B � �1;6(!) = 1S � (C + 1) � (sin �5 � ! cos �5 )(2) z 2 H4;6(!)()z1 sin �5 + z2 cos �5 > � 1B � �4;6(!) = 1S � (C � 1) � (sin �5 � ! cos �5 )(3) z 2 H1;4(!)()z1 sin �5 � z2 cos �5 > � 1B � �1;4(!) = 1S � (C � 1) � (sin �5 + ! cos �5 )(4) z 2 H4;8(!)()z1 sin 2�5 � z2 cos 2�5 > � 1B � �4;8(!)(5) z 2 I4;0(!)()z2 > 1B � �4;0(!)(6) z 2 I4;2(!)()z1 sin 2�5 + z2 cos 2�5 > 1B � �4;2(!)(7) z 2 I1;0(!)()� z2 > 1B � �1;0(!)(8) z 2 H4;4;4(!)()� z2 > � 1B � �4;4;4(!)(9) z 2 H1;2(!)()z1 sin 2�5 + z2 cos 2�5 > � 1B � �1;2(!)(10) z 2 H4;4;2(!)()z1 sin 2�5 � z2 cos 2�5 > � 1B � �4;4;2(!) = 1S � (C � 1) � (sin �5 � ! cos �5 )mit �1;8(!) = 1 + cos �5 cos 2�5 +C sin �5 sin 2�5 � ! sin 2�5 cos �5 + C! sin �5 cos 2�5�1;6(!) = sin2 �5 + C sin2 �5 � ! sin �5 cos �5 � C! sin �5 cos �5��4;6(!) = � sin2 �5 + C sin2 �5 + ! sin �5 cos �5 �C! sin �5 cos �5��1;4(!) = � sin2 �5 + C sin2 �5 � ! sin �5 cos �5 +C! sin �5 cos �5��4;8(!) = �1� cos �5 cos 2�5 + C sin �5 sin 2�5 + ! sin 2�5 cos �5 + C! sin �5 cos 2�5�4;0(!) = 1 + cos �5 �C! sin �5�4;2(!) = 1 + cos �5 cos 2�5 +C sin �5 sin 2�5 + ! sin 2�5 cos �5 � C! sin �5 cos 2�5�1;0(!) = 1 + cos �5 +C! sin �5��4;4;4(!) = �1� cos �5 cos 2�5 + C sin �5 sin 2�5 + ! sin 2�5 cos �5 + C! sin �5 cos 2�5��1;2(!) = �1� cos �5 cos 2�5 + C sin �5 sin 2�5 � ! sin 2�5 cos �5 � C! sin �5 cos 2�5��4;4;2(!) = � sin2 �5 + C sin2 �5 + ! sin �5 cos �5 �C! sin �5 cos �5



VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Reduktion der Darstellung von FK 61Nun zum eigentlichen Beweis:(1) I1;8\ (Se\A +) = ?: Aus Ungleichung (0) folgt unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichungjzj > z1 sin 2�5 � z2 cos 2�5> 1B �1 + cos �5 cos 2�5 +C sin �5 sin 2�5 � ! sin 2�5 cos �5 + C! sin �5 cos 2�5 �f�ur z 2 I1;8(!). Es ist also f(!) > g(!) f�ur alle ! 2 I5 zu zeigen, wobeif(!) := 1B �1 + cos �5 cos 2�5 +C sin �5 sin 2�5 + !(C sin �5 cos 2�5 � sin 2�5 cos �5 )�und g(!) := p1 + !2. Die Funktion f ist linear und die Funktion g ist konvex, es reicht also aus, dieseUngleichung f�ur ! = � tan �5 und ! = tan �5 zu �uberpr�ufen. Es gilt ferner g(� tan �5 ) = g(tan �5 ) = 1cos �5 .Wegen C 6 cos2 �5 + cos �5sin2 �5 = ctg �5 (cos �5 + 1)sin �5 = ctg �5 ctg �10 = ctg �5 tan 2�5gilt C sin �5 cos 2�5 � sin 2�5 cos �5 6 ctg �5 tan 2�5 sin �5 cos 2�5 � sin 2�5 cos �5 = 0;die Funktion f ist also nicht wachsend. Damit reicht es aus, f(tan �5 ) > 1cos �5 zu zeigen. Es giltf(!) = 1B �1 + cos �5 (cos 2�5 � ! sin 2�5 ) + C sin �5 (sin 2�5 + ! cos 2�5 )�und damit f(tan �5 )= 1B�1 + (cos �5 cos 2�5 � sin �5 sin 2�5 ) + C tan �5 (sin 2�5 cos �5 + sin �5 cos 2�5 )�= 1B �1� cos 2�5 +C tan �5 sin 2�5 � = 2 sin2 �5 (C + 1)B= 2 sin �5 (C + 1)S > C + 1S > 1cos �5nach Lemma 54.(2) H1;4 \ I1;6 \ Se \ A + � H4;4 \H4;6 \H4;8 \H4;0:(a) I1;6 \ Se � H4;6: Durch Vergleich der Ungleichungen (1) und (2) sieht man, da� es ausreicht, f(!) > 0f�ur alle ! 2 [� tan �5 ; tan �5 ] zu zeigen, wobei f(!) := 2(sin �5 � ! cos �5 ).(b) H1;4 \ I1;6 \ S�e \ A + = ?: Die Addition der Ungleichungen (1) und (3) ergibt f�ur z 2 (H1;4 \ I1;6)(!)jzj > z1 > C � ! � ctg �5S :Es ist also f(!) > g(!) f�ur alle ! 2 [� tan �5 ; 0] zu zeigen, wobei f(!) := C�!�ctg �5S und g(!) := p1 + !2.Die Funktion f ist linear und die Funktion g ist konvex, es reicht also aus, diese Ungleichung f�ur ! = � tan �5und ! = 0 zu �uberpr�ufen. Dazu berechnet man f(0) > g(0) () C > S und f(� tan �5 ) > g(� tan �5 ) ()(C + 1) cos �5 > S. Diese Ungleichungen sind in Lemma 54 bewiesen.(c) Aus (b) folgt H4;6 \ I4;4 \ S+e \ A + = �(H1;4 \ I1;6 \ S�e \ A +) = ?.(d) H1;4 \ I1;6 \ Se \ A + � H4;4: Aus (b) folgtH1;4 \ I1;6 \ Se \ A + = H1;4 \ I1;6 \ (S�e [ S+e ) \ A += (H1;4 \ I1;6 \ S�e \ A +) [ (H1;4 \ I1;6 \ S+e \ A +)= H1;4 \ I1;6 \ S+e \ A +:



62 VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Reduktion der Darstellung von FKAus (a) folgt H1;4 \ I1;6 \ S+e \ A + � H4;6 \ S+e \ A +:Aus (c) folgt nun (H1;4 \ I1;6 \ Se \ A +) \ I4;4 = (H1;4 \ I1;6 \ S+e \ A +) \ I4;4� H4;6 \ I4;4 \ S+e \ A + = ?;also gilt H1;4 \ I1;6 \ Se \ A + � H4;4.(e) H1;4 \ I1;6 \ Se � H4;8: Durch Addition der Ungleichung (3) mit der mit (2 cos �5 � 1) multipliziertenUngleichung (1) ergibt sich f�ur z 2 (H1;4 \ I1;6)(!)z1 sin 2�5 � z2 cos 2�5 > 1B �(sin �5 sin 2�5 + cos 2�5 � 1) + C sin �5 sin 2�5� ! sin 2�5 cos �5 �C!(sin 2�5 cos �5 � sin 2�5 )�:Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (4) sieht man, da� es ausreicht, f(!) > 0 f�uralle ! 2 [� tan �5 ; tan �5 ] zu zeigen, wobeif(!) := (cos �5 + cos 2�5 ) � 2! sin 2�5 cos �5 �C!(sin 3�5 � sin 2�5 )= 2 sin 2�5 (sin �5 � ! cos �5 ):(f) H1;4 \ I4;0 \ Se � I4;2: Die Addition der Ungleichungen (3) und (5) und Multiplikation des Ergebnissesmit 2 cos �5 ergibt f�ur z 2 (H1;4 \ I4;0)(!)z1 sin 2�5 + z2 cos 2�5 > 1B �(1 + cos �5 )(1 + cos 2�5 ) + C sin �5 sin 2�5� ! sin 2�5 cos �5 +C!(sin 2�5 cos �5 � sin 2�5 )�:Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (6) sieht man, da� es ausreicht, f(!) > 0 f�uralle ! 2 [� tan �5 ; tan �5 ] zu zeigen, wobeif(!) := (cos �5 + cos 2�5 ) � 2! sin 2�5 cos �5 �C!(sin 3�5 � sin 2�5 )= 2 sin 2�5 (sin �5 � ! cos �5 ):(g) H1;4\I1;6\Se\A + � H4;0: Wegen (f) gilt (H1;4\I1;6\Se\A +)\I4;0 � I4;2\Se\A +. Aus dem erstenTeil des Beweises folgt I4;2 \Se \ A + = �(I1;8 \ Se \ A +) = ?. Damit gilt (H1;4 \ I1;6 \ Se \ A +)\ I4;0 = ?und folglich H1;4 \ I1;6 \ Se \ A + � H4;0.(3) H1;2 \ I1;0 \ Se \ A + � H4;4;2 \H4;4;4 \H4;4;6:(Im Falle r = 5 folgt diese Inklusion aus dem zweiten Teil dieses Beweises wegen der zus�atzlichen Symme-trien.)(a) I1;0 \Se � H4;4;4: Durch Vergleich der Ungleichungen (7) und (8) sieht man, da� es ausreicht, f(!) > 0f�ur alle ! 2 [� tan �5 ; tan �5 ] zu zeigen, wobeif(!) := 2 � �1 + cos3 �5 � C sin2 �5 cos �5 � ! sin �5 cos2 �5 +C! sin3 �5�= 2 � �1� (C sin2 �5 � cos2 �5 ) � (cos �5 � ! sin �5 )�= 2 � �1� cos �r (cos �5 � ! sin �5 )� = 2 � �1� cos �r cos �5 + ! cos �r sin �5� :Die Funktion f ist monoton wachsend, es reicht also aus, f(� tan �5 ) > 0 zu �uberpr�ufen. Dazu berechnetman f(� tan �5 ) = 2 ��1� cos �rcos �5 � > 0wegen r 6 5 mit strikter Ungleichung f�ur r = 3.



VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Reduktion der Darstellung von FK 63(b)H1;2\I1;0\S+e \A + = ?: Die Addition der Ungleichungen (7) und (9) und Multiplikation des Ergebnissesmit 12 sin �5 ergibt f�ur z 2 (H1;2 \ I1;0)(!)jzj > z1 cos �5 � z2 sin �5 > 1B �sin �5 cos �5 + C sin �5 cos �5 � ! cos2 �5 + C! sin2 �5�= 1B �(C + 1) sin �5 � (cos �5 + ! sin �5 ) � !� :Es ist also f(!) > g(!) f�ur alle ! 2 [0; tan �5 ] zu zeigen, wobeif(!) := 1B �(C + 1) sin �5 � (cos �5 + ! sin �5 )� !�und g(!) := p1 + !2. Die Funktion f ist linear und die Funktion g ist konvex, es reicht also aus, dieseUngleichung f�ur ! = 0 und ! = tan �5 zu �uberpr�ufen. Es gilt f(0) > g(0) () (C + 1) cos �5 > Sund f(tan �5 ) > g(tan �5 ) () C > S. Damit folgt die Behauptung nach Lemma 54.(c) Aus (b) folgt H4;4;4 \ I4;4;6 \ S�e \ A + = �4�(H1;2 \ I1;0 \ S+e \ A +) = ?.(d) H1;2 \ I1;0 \ Se \ A + � H4;4;6: Aus (b) folgtH1;2 \ I1;0 \ Se \ A + = H1;2 \ I1;0 \ (S�e [ S+e ) \ A += (H1;2 \ I1;0 \ S�e \ A +) [ (H1;2 \ I1;0 \ S+e \ A +)= H1;2 \ I1;0 \ S�e \ A +:Aus (a) folgt H1;2 \ I1;0 \ S�e \ A + � H4;4;4 \ S�e \ A +:Aus (c) folgt nun (H1;2 \ I1;0 \ Se \ A +) \ I4;4;6 = (H1;2 \ I1;0 \ S�e \ A +) \ I4;4;6� H4;4;4 \ I4;4;6 \ S�e \ A + = ?;also gilt H1;2 \ I1;0 \ Se \ A + � H4;4;6.(e) H1;2 \ I1;0 \ Se � H4;4;2: Die Addition der Ungleichung (9) mit der mit 2 cos 2�5 multiplizierten Unglei-chung (7) ergibt f�ur z 2 (H1;2 \ I1;0)(!)z1 sin 2�5 � z2 cos 2�5 > 1B �(cos �5 cos 2�5 + 2 cos 2�5 � 1) + C sin �5 sin 2�5� ! sin 2�5 cos �5 +C! sin �5 cos 2�5 �:Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (10) sieht man, da� es ausreicht, f(!) > 0 f�uralle ! 2 [� tan �5 ; tan �5 ] zu zeigen, wobeif(!) := cos �5 cos 2�5 + 2 cos 2�5 � 1 + sin2 �5 +C sin �5 (sin 2�5 � sin �5 )� ! cos �5 (sin �5 + sin 2�5 ) +C! sin �5 (cos �5 + cos 2�5 )=2 cos 2�5 + cos �5 (cos 2�5 � cos �5 ) + 2C sin2 �5 cos 2�5� 4! sin �5 cos3 �5 + 4C! sin3 �5 cos �5 :Mit 2 cos 2�5 + cos �5 (cos 2�5 � cos �5 ) = 2 cos 2�5 � 2 cos2 �5 cos 2�5 = 2 cos 2�5 sin2 �5folgt f(!) = 2 sin �5 �sin �5 cos 2�5 +C sin �5 cos 2�5 � 2! cos3 �5 + 2C! sin2 �5 cos �5�= 2 sin �5 �(C + 1) sin �5 cos 2�5 + 2! cos �5 (C sin2 �5 � cos2 �5 )�= 2 sin �5 �(1 + cos �r ) � cos 2�5sin �5 + 2! cos �5 cos �r� :



64 VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Reduktion der Darstellung von FKDie Funktion f ist monoton wachsend, es reicht also aus, f(� tan �5 ) > 0 zu �uberpr�ufen. Dazu berechnetman f(� tan �5 ) = 2 sin �5 �(1 + cos �r ) � cos 2�5sin �5 � 2 sin �5 cos �r�= 2�cos 2�5 + cos �r cos 2�5 � 2 sin2 �5 cos �r�= 2�cos 2�5 + cos �r (2 cos 2�5 � 1)� :Wegen 2 cos 2�5 � 1 < 0 folgtf(!) > 2�cos 2�5 + cos �5 (2 cos 2�5 � 1)� = 2�2 cos �5 cos 2�5 � 2 cos �5 cos 2�5 � = 0wegen r 6 5 mit strikter Ungleichung f�ur r = 3.(4) Im ersten Teil dieses Beweises haben wir gezeigt, da� I1;8 \ (Se \ A +) = ? gilt. Damit tr�agt derHalbraum I1;8 nicht zur Bildung von FK � Se \ A + bei. Aus Symmetriegr�unden tragen auch die Halbr�aumeIm;1;8�m = �m(I1;8) und Im;4;2�m = �m�(I1;8) nicht zur Bildung von FK bei. Es gilt alsoFK = A + \ Se \ 4\m=0 ~Rm;1 \ 4\m=0 ~Rm;4mit ~Rm;1 := Im;1;�m[Im;1;2�m[Im;1;4�m[Im;1;6�m und ~Rm;4 := Im;4;�m[Im;4;4�m[Im;4;6�m[Im;4;8�m.Im zweiten Teil dieses Beweises haben wir gezeigt, da�H1;4\I1;6\Se\A + � H4;4\H4;6\H4;8\H4;0 gilt. Zweider dabei bewiesenen nicht strikten Ungleichungen (Teilbehauptungen (a) und (e)) werden bei ! = tan �5zu Gleichungen. Es bedeutet, da� der Keil H1;4 \ I1;6 die Menge FK in genau einem Punkt tri�t, einerEcke von FK. Damit tr�agt der Halbraum I1;6 nicht zur Bildung von FK bei. Infolgedessen tragen auchdie Halbr�aume Im;1;6�m = �m(I1;6) und Im;4;4�m = �m�(I1;6) nicht zur Bildung von FK bei. In derobigen Darstellung von FK k�onnen wir also ~Rm;1 = Im;1;�m [ Im;1;2�m [ Im;1;4�m und ~Rm;4 = Im;4;�m [Im;4;6�m [ Im;4;8�m nehmen. Im dritten Teil dieses Beweises haben wir gezeigt, da� H1;2\ I1;0 \Se \ A + �H4;4;2 \H4;4;4 \H4;4;6 gilt. Zwei der dabei bewiesenen nicht strikten Ungleichungen (Teilbehauptungen (a)und (e)) werden im Falle r = 5 bei ! = � tan �5 zu Gleichungen. Es bedeutet, da� der Keil H1;2 \ I1;0 dieMenge FK im Falle r = 5 in genau einem Punkt, einer Ecke von FK, und im Falle r = 3 gar nicht tri�t.Damit tr�agt der Halbraum I1;0 nicht zur Bildung von FK bei. Infolgedessen tragen auch die Halbr�aumeIm;1;�m = �m(I1;0) und Im;4;�m = �m�(I1;0) nicht zur Bildung von FK bei. Damit ergibt sich die gew�unschteDarstellung von FK.Lemma 56. Die Gerade E1;4 \E4;6 liegt in A +.Beweis. Aus den Gleichungen der Ebenen E1;4 und E4;6 (vergleiche auch mit den Ungleichungen (2) und (3)der Halbr�aume H4;6 und H1;4 in der letzten Proposition)z 2 E4;6(!) () z1 sin �5 + z2 cos �5 = C � 1S � (sin �5 � ! cos �5 )z 2 E1;4(!) () z1 sin �5 � z2 cos �5 = C � 1S � (sin �5 + ! cos �5 )berechnen sich die Koordinaten des Punktes (E1;4 \E4;6)(!) alsz1 = C � 1S ; z2 = �C � 1S � !:Damit gilt qz21 + z22 = C � 1S �p1 + !2 <p1 + !2nach Lemma 54.



VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Reduktion der Darstellung von FK 65Proposition 57. Es gilt FK = ~FK.Beweis. Es gilt FK = A + \ ~FK. Aus ~FK � A + w�urde FK = A + \ ~FK = ~FK folgen, es gen�ugt also,~FK � A + zu zeigen. Die Punkte von ~FK mit dem gr�o�ten Abstand von der !-Achse be�nden sich auf denkonvexen Kanten von ~FK. Unter Ber�ucksichtigung der Symmetrien haben wir im Falle r = 5 nur die in derGeraden E1;4 \ E4;6 enthaltene Kante und im Falle r = 3 nur die in den Geraden E1;4 \ E4;6, E1;4 \E4;4;4und E1;2 \E4;4;4 enthaltene Kanten zu betrachten. Nach dem Lemma 56 liegt die ganze Gerade E1;4\E4;6in A +. Im Falle r = 5 ist damit ~FK � A + bereits gezeigt. Wir widmen uns nun dem Fall r = 3. Die in derGeraden E1;2 \ E4;4;4 enthaltene Kante liegt in Se(tan �10). Man rechnet nach, da� `�K(tan �10) < 0;79 < 1gilt. [Es gilt sogar `�K(tan(0;98 � �5 )) < 1.] Die Menge Se(tan �10)\ ~FK ist zusammenh�angend und nicht in A �enthalten, damit ist sie nach Proposition V.38 in A + enthalten. Damit liegt die in der Geraden E1;2\E4;4;4enthaltene Kante in A +. Es ist nun zu zeigen, da� auch die in der Geraden E1;4 \ E4;4;4 enthaltene Kantein A + liegt. Die Gleichungen der Ebenen E1;4 und E4;4;4 (wie in Proposition III.29 angegeben, vergleicheauch mit den Ungleichungen (3) und (8) der Halbr�aume H1;4 und H4;4;4 in Proposition 55) sindz1 sin �5 � z2 cos �5 = 1B �(C � 1) sin2 �5 + ! sin �5 cos �5 (C � 1)�= 1B (cos 2�5 + cos �3 ) + ! ctg �5B (cos 2�5 + cos �3 )f�ur z 2 E1;4(!) undz2 = 1B �1 + cos �5 cos 2�5 � 2C sin2 �5 cos �5 � ! sin �5 (C cos 2�5 + 2 cos2 �5 )�= 1B (1� 2 cos �5 )� !B sin �5 �cos2 �5 + cos �3 cos 2�5 �= 1B (1� 2 cos �5 )� !B sin �5 �cos 2�5 + cos �3�f�ur z 2 E4;4;4(!). Daraus folgtz1 sin �5 = 1B �cos 2�5 + cos �3 + cos �5 � 2 cos2 �5�= 1B (cos �5 + cos �3 � 1) = 1B (cos �5 � cos �3 ):Damit berechnen sich die Koordinaten des Punktes (E1;4 \E4;4;4)(!) alsz1 = cos �5 � cos �3B sin �5 ; z2 = 1� 2 cos �5B � ! � cos 2�5 + cos �3B sin �5 :Rechnung zeigt schlie�lich, da� jz1j < 0;3; jz2j < 0;4 + 0;8 � j!jund folglich z21 + z22 < (0;3)2 + (0;4 + j!j � 0;8)2 = 0;25 + 0;64 � j!j+ 0;64 � !2< 0;25 + 0;64 � tan �5 + !2 < 1 + !2gilt. Damit ist auch im Falle r = 3 die Inklusion ~FK � A + gezeigt.Proposition 58. Die gegenseitige Lage der Hyperebenen um die Kante E1;4\E4;6\Ee ist in der Abbildungdargestellt. Es gilt insbesondereI1;4 \ I4;6 \E2;8 \Ee = I1;4 \ I4;6 \E3;2 \Ee = E1;4 \E4;6 \Ee;I1;4 \ I4;6 \E2;8 \Ee � I2;8 \Ee und I1;4 \ I4;6 \E2;8 \Ee � I3;2 \Ee:................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................E4;6E1;4E3;2E2;8I1;4\I4;6 H2;8[H3;2Abbildung 16. Hyperebenen durch die Kante E1;4 \ E4;6 \ Ee (Schnittbild).



66 VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Fundamentalbereiche FeBeweis. Die Geraden E4;6(!), E1;4(!) und E1;4 \ E4;6 \ Ee haben, wie bereits in Lemma 56 ausgef�uhrt,die folgenden Gleichungen:z 2 E4;6(!) () z1 sin �5 + z2 cos �5 = C � 1S � (sin �5 � ! cos �5 );z 2 E1;4(!) () z1 sin �5 � z2 cos �5 = C � 1S � (sin �5 + ! cos �5 )und (1 + i!; z) 2 E1;4 \E4;6 \Ee () z = C � 1S � (1� i!):Nach Proposition III.29 giltz 2 E3;2(!) () z1 sin 2�5 + z2 cos 2�5 = C � 1S � (sin 2�5 � ! cos 2�5 )und z 2 E2;8(!) () z1 sin 2�5 � z2 cos 2�5 = C � 1S � (sin 2�5 + ! cos 2�5 ):Damit enthalten die Ebenen E3;2 \Ee und E2;8 \Ee die Gerade E1;4 \E4;6 \Ee.x21. Fundamentalbereiche FeSatz 59. In den F�allen ~� = �(5; 5; 3)2 und ~� = �(5; 5; 5)2 giltFe = Se \ 4\m=0 �(Im;1;2�m [ Im;1;4�m) \ (Im;4;1�m [ Im;4;3�m)�:Beweis. Wir wollen auf die Menge ~F := 	(FK) den Satz V.42 anwenden.Fall r = 3: Wir erinnern daran, da� die Gruppe ~� = �(5; 5; 3)2 durch Elemente �ru, �rv und �rw erzeugtwird. F�ur die Elemente ru, rv und rw giltr5u = r5v = r3w = rurvrw = �1:Es folgt rurvrurv = r�1v r�1u und rvrurvru = r�1u r�1v .. . . . . . . . .2;4;62;4;4 ................................................................................................................3;1;63;1;4 ................................................................................................................3;4;03;4;8 ................................................................................................................4;1;04;1;8 ................................................................................................................4;4;44;4;2 ................................................................................................................0;1;40;1;2 ................................................................................................................0;4;80;4;6 ................................................................................................................1;1;81;1;6 ................................................................................................................1;4;21;4;0 ................................................................................................................2;1;22;1;0 ................................................................................................................2;4;62;4;4 . . . . . . . . .3;1;63;1;4Abbildung 17. Seiten�ache von FK f�ur ~� = �(5; 5; 3)2.Seitenidenti�kationen: Bis auf die Symmetrien gen�ugt es, den Deckel, der mit dem Boden identi�ziertwird, und die in E4;6 bzw. E4;8 enthaltenen Seiten�achen von FK zu betrachten, denn es gilt Im;1;2�m =�m�(I4;8), Im;1;4�m = �m�(I4;6), Im;4;1�m = �m(I4;6), Im;4;3�m = �m(I4;8).r2u (Deckel): Multiplikation (von links) mit �r2u = �r3u:gm;1;4�m 7! gm+3;1;4�m; gm;4;3�m 7! gm+3;4;3�mg0;4;8: Multiplikation (von links) mit �g0;4;8 = g2;1;0:r2u 7! g2;1;2; g1;1;8 7! g1;4;2; g1;1;6 7! g1;4;0; g0;4;6 7! �r3u:



VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Abbildungen der Fundamentalbereiche 67g0;4;6: Multiplikation (von links) mit �g0;4;6 = g4;1;0:�r3u 7! g4;1;8; g0;4;4 7! �r3u; r2u 7! g4;1;2; g0;4;8 7! r2u; g1;1;6 7! g3;4;0:Um aus diesen Daten das Bild der linken unteren Ecke (siehe Abbildung) dieser Seiten�ache zu bestimmen,stellen wir diese Ecke nicht als E0;1;2 \ E�r3u \ E0;4;6 \ Ee oder E0;1;4 \ E�r3u \ E0;4;6 \ Ee, sondern alsE0;4;4 \ E�r3u \ E0;4;6 \ Ee dar (vergleiche den Beweis der Proposition 55). Dadurch erhalten wir eineDarstellung des Bildes dieser Ecke unter �g0;4;6 = g4;1;0 als E4;1;8 \E�r3u \E4;1;0 \Ee, es ist also die rechteuntere Ecke der zu g4;1;0 geh�origen Seiten�ache. Die linke obere Ecke (siehe Abbildung) der zu g0;4;6 geh�origenSeiten�ache stellen wir als E0;4;8\Er2u \E0;4;6\Ee dar und erhalten eine Darstellung des Bildes dieser Eckeunter �g0;4;6 = g4;1;0 als E4;1;2 \ Er2u \ E4;1;0 \ Ee, es ist also die rechte obere Ecke der zu g4;1;0 geh�origenSeiten�ache.Kantenzyklen: Bis auf Symmetrien kommen in den folgenden drei Kantenzyklen alle Kanten von FK vor.(g0;4;8; g1;1;8) 7! (g1;4;2; g2;1;0) 7! (g2;4;4; g3;1;4):(g0;4;8; r2u) 7! (g2;1;2; g2;1;0) 7! (�r3u; g3;4;8):(g0;4;6; g0;1;4) 7! (g4;4;2; g4;1;0) 7! (g3;4;8; g3;1;6) 7! (g2;4;4; g2;1;2) 7! (g1;4;0; g1;1;8):Der erste Zykel ist vom Typ à, der zweite Zykel ist vom Typ á. Der dritte Zykel ist vom Typ â mit a = g0;4;6,b = g0;1;4, c = g0;3;2 und d = g0;2;8. Zu dem dritten Zykel siehe auch Proposition 58. Damit sind alleVoraussetzungen des Satzes V.42 erf�ullt.Fall r = 5: Wir erinnern daran, da� die Gruppe ~� = �(5; 5; 5)2 durch Elemente �ru, �rv und �rw erzeugtwird. F�ur die Elemente ru, rv und rw giltr5u = r5v = r5w = rurvrw = �1:.............2;4;62;4;4 ................................................................................................................................................................3;1;63;1;4 ................................................................................................................................................................3;4;03;4;8 ................................................................................................................................................................4;1;04;1;8 ................................................................................................................................................................4;4;44;4;2 ................................................................................................................................................................0;1;40;1;2 ................................................................................................................................................................0;4;80;4;6 ................................................................................................................................................................1;1;81;1;6 ................................................................................................................................................................1;4;21;4;0 ................................................................................................................................................................2;1;22;1;0 ................................................................................................................................................................2;4;62;4;4 .............3;1;63;1;4Abbildung 18. Seiten�ache von FK f�ur ~� = �(5; 5; 5)2.Seitenidenti�kationen: Bis auf die Symmetrien gen�ugt es, den Deckel, der mit dem Boden identi�ziertwird, und die in E4;8 enthaltene Seiten�ache von FK zu betrachten, denn es gilt Im;1;2�m = �m�(I4;8),Im;1;4�m = (�0)2m�1(I4;8), Im;4;1�m = (�0)2m+1�(I4;8), Im;4;3�m = �m(I4;8).r2u (Deckel): Multiplikation (von links) mit �r2u = �r3u:gm;1;4�m 7! gm+3;1;4�m; gm;4;3�m 7! gm+3;4;3�mg0;4;8: Multiplikation (von links) mit �g0;4;8 = g2;1;0:r2u 7! g2;1;2; g0;4;6 7! �r3u; �r3u 7! g2;1;8; g0;4;0 7! r2u;Um aus diesen Daten das Bild der rechten oberen Ecke (auf dem Bild) dieser Seiten�ache zu bestimmen,stellen wir diese Ecke als E0;4;0 \ Er2u \ E0;4;8 \ Ee dar. Dadurch erhalten wir eine Darstellung des Bildesdieser Ecke unter �g0;4;8 = g2;1;0 als E2;1;2 \Er2u \E2;1;0 \Ee, es ist also die rechte obere Ecke der zu g2;1;0geh�origen Seiten�ache. Die rechte untere Ecke (auf dem Bild) der zu g0;4;8 geh�origen Seiten�ache stellen wirals E0;4;6 \E�r3u \E0;4;8 \Ee dar und erhalten eine Darstellung des Bildes dieser Ecke unter �g0;4;8 = g2;1;0als E2;1;8 \E�r3u \E2;1;0 \Ee, es ist also die linke untere Ecke der zu g2;1;0 geh�origen Seiten�ache.Kantenzyklen: Bis auf Symmetrien kommen in den folgenden zwei Kantenzyklen alle Kanten von FK vor.(g0;4;8; r2u) 7! (g2;1;2; g2;1;0) 7! (�r3u; g3;4;8):



68 VII. Die F�alle �(5; 5; r)2: Abbildungen der Fundamentalbereiche(g0;4;6; g0;1;4) 7! (g4;4;2; g4;1;0) 7! (g3;4;8; g3;1;6) 7! (g2;4;4; g2;1;2) 7! (g1;4;0; g1;1;8):Der erste Zykel ist vom Typ á. Der zweite Zykel ist vom Typ â mit a = g0;4;6, b = g0;1;4, c = g0;3;2und d = g0;2;8. Zu dem zweiten Zykel siehe auch Proposition 58. Damit sind auch in diesem Fall alleVoraussetzungen des Satzes V.42 erf�ullt.x22. Abbildungen der FundamentalbereicheAuf den n�achsten Seiten �ndet man die Abbildungen und die Beschreibungen der Seitenidenti�kationen derFundamentalbereiche Fe f�ur die F�alle ~� = �(5; 5; r)2 mit r 2 f3; 5g. Man siehe hierzu auch den Abschnittmit Erkl�arung der Abbildungen von Fe.
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Kapitel VIIIDer Fall �(7; 5; 3)2 âÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÅÒÄÉÅÐÒÅ×ÏÚÍÏÇÁÅÔ É ÒÁÓÓÕÄÏË.ëÏÚØÍÁ ðÒÕÔËÏ×F �ur die Konstruktion des Fundamentalbereichs von ~� := �(7; 5; 3)2 sei der Fixpunkt u = 0 derOrdnung 7 gew�ahlt. Wir werden zeigen k�onnen, da� Fe = FE gilt. Daf�ur werden wir FE als FE =A +\ ~FE darstellen, wobei ~FE ein kompaktes Polytop in A ist, das sogar in A + enthalten ist, wie wirdann mit Hilfe der Proposition V.38 zeigen werden. Damit gilt FE = ~FE und wir erhalten eine Darstellungvon FE als kompaktes Polytop in A +. Schlie�lich wenden wir auf die Menge ~F := 	(FE) den Satz V.42 an,um Fe = ~F und Fe = FE zu beweisen.Zur Erinnerung. Es gilt I7 = [� tan �7 ; tan �7 ], I+7 = [0; tan �7 ] und I�7 = [� tan �7 ; 0]. F�ur ! 2 I7 gilt`�K(!) = cos �7 cos �5 + cos �3 � sin �7q 11+!2 � cos2 �5pcos2 �7 + cos2 �5 + cos2 �3 + 2 cos �7 cos �5 cos �3 � 1 :Notation. F�ur ! 2 I7 sei r1(!) := p1 + !2 und r2(!) := p1 + !2 � `�K(!).Proposition 60. Es sei ! 2 R. F�ur z 2 A +(!) gilt jzj < r1(!). F�ur z 2 FK(!) und damit auchf�ur z 2 FE(!) � FK(!) gilt jzj < r2(!). Die Funktionen r1 und r2 sind konvex, f�ur ! 2 @I7 und damit f�uralle ! 2 I7 gilt r1(!) < 1;109917 und r2(!) < 0;9758:Beweis. Die Behauptung folgt aus den Propositionen III.12, V.38, Lemma V.45 und Rechnung.Wir erinnern an Proposition V.44, die auch in diesem Abschnitt oft benutzt wird:Proposition 61. Ist die Funktion f linear und die Funktion g konvex, so gilt f�ur a; b 2 Rf(!) > g(!) f�ur alle ! 2 [a; b] () f(!) > g(!) f�ur alle ! 2 @[a; b] = fa; bg:Diese Aussage gilt insbesondere auch dann, wenn auch die Funktion g linear ist.Proposition 62. Es gilt FE = A + \ ~FE mit~FE = Se \ 6\m=0 �(Im;1;2�m [ Im;1;4�m [ Im;1;6�m) \ (Im;2;10�m [ Im;2;12�m)\\ (Im;3;2�m [ Im;3;4�m) \ (Im;4;8�m [ Im;4;10�m [ Im;4;12�m)�:Beweis. Zuerst berechnen wir, wie in Proposition III.29 angegeben, die Ungleichungen aller im Beweisauftretender Halbr�aume. Die Werte der linearen Funktionen �m;l;k, �l;k und �l;k , die sp�ater im Beweisben�otigt werden, werden auch mit Hilfe dieser Proposition numerisch ausgerechnet.(1) z 2 I1;10(!) () z1 sin 3�7 + z2 cos 3�7 > �1;10(!)(2) z 2 I1;12(!) () z1 sin 2�7 � z2 cos 2�7 > �1;12(!)(3) z 2 I1;0(!)()� z2 > �1;0(!)71



72 VIII. Der Fall �(7; 5; 3)2
Abbildung 21. Menge ~FE f�ur ~� = �(7; 5; 3)2.(4) z 2 H1;2(!)()z1 sin 2�7 + z2 cos 2�7 > ��1;2(!)(5) z 2 H1;6(!)()z1 sin �7 � z2 cos �7 > � 1B � �1;6(!)(6) z 2 I1;8(!)()z1 sin �7 + z2 cos �7 > 1B � �1;8(!)(7) z 2 H4;8(!)()z1 sin �7 + z2 cos �7 > � 1B � �4;8(!)(8) z 2 H4;10(!)()z1 sin 3�7 + z2 cos 3�7 > � 1B � �4;10(!)(9) z 2 H4;12(!)()z1 sin 2�7 � z2 cos 2�7 > � 1B � �4;12(!)(10) z 2 I2;4(!)()z1 sin 3�7 � z2 cos 3�7 > �2;4(!)(11) z 2 I2;2(!)()z1 sin 2�7 + z2 cos 2�7 > �2;2(!)(12) z 2 H2;0(!)()� z2 > ��2;0(!)(13) z 2 I2;6(!)()z1 sin �7 � z2 cos �7 > �2;6(!)(14) z 2 H2;8(!)()z1 sin �7 + z2 cos �7 > ��2;8(!)



VIII. Der Fall �(7; 5; 3)2 73(15) z 2 I2;0(!)()z2 > �2;0(!)(16) z 2 H2;12(!)()z1 sin 2�7 � z2 cos 2�7 > ��2;12(!)(17) z 2 H4;8(!)()z1 sin �7 + z2 cos �7 > ��4;8(!)(18) z 2 H4;10(!)()z1 sin 3�7 + z2 cos 3�7 > ��4;10(!)(19) z 2 H4;12(!)()z1 sin 2�7 � z2 cos 2�7 > ��4;12(!)(20) z 2 I2;8(!)()� z1 sin �7 � z2 cos �7 > �2;8(!)(21) z 2 H2;10(!)()z1 sin 3�7 + z2 cos 3�7 > ��2;10(!)(22) z 2 H1;4(!)()z1 sin 3�7 � z2 cos 3�7 > ��1;4(!)(23) z 2 H1;6(!)()z1 sin �7 � z2 cos �7 > ��1;6(!)(24) z 2 I1;2(!)()� z1 sin 2�7 � z2 cos 2�7 > �1;2(!)(25) z 2 H6;4;2(!)()z1 sin 3�7 + z2 cos 3�7 > ��6;4;2(!)(26) z 2 H6;4;4(!)()z1 sin 2�7 � z2 cos 2�7 > ��6;4;4(!)(27) z 2 H6;4;6(!)()� z2 > ��6;4;6(!)Aus Symmetriegr�unden gen�ugt es, die folgenden Behauptungen (a){(i) zu zeigen.(a) I1;10 \ FE = ?:Aus der Ungleichung (1) folgt jzj > �1;10(!) f�ur z 2 I1;10(!). Es gen�ugt also,�1;10(!) > r2(!)f�ur ! 2 @I7 zu zeigen. Die Rechnung zeigt�1;10(tan �7 ) > 1;04; �1;10(� tan �7 ) > 1;53:(b) I1;12 \ (A + \ Se) = ?:Aus der Ungleichung (2) folgt jzj > �1;12(!) f�ur z 2 I1;12(!). Es gen�ugt also,�1;12(!) > r1(!)



74 VIII. Der Fall �(7; 5; 3)2f�ur ! 2 @I7 zu zeigen. Die Rechnung zeigt�1;12(tan �7 ) > 1;53; �1;12(� tan �7 ) > 1;14:(c) I1;0 \H1;2 \ FE = ?:(c.1) I1;0 \ H1;2 \ FE \ S+e = ?: Durch Addition der Ungleichungen (3) und (4) ergibt sich f�ur z 2(I1;0 \H1;2)(!)�1;0(!) � �1;2(!) 6 z1 sin 2�7 + z2(cos 2�7 � 1) = 2 sin �7 (z1 cos �7 � z2 sin �7 )und damit jzj > f(!) mit f(!) := �1;0(!) � �1;2(!)2 sin �7 :Es gen�ugt also, f(!) > r2(!) f�ur ! 2 @I+7 zu zeigen. Die Rechnung zeigt�1;0(tan �7 ) > 1;14; �1;0(0) > 0;65;��1;2(tan �7 ) > �0;17; ��1;2(0) > 0;25und damit f(tan �7 ) > 1;11; f(0) > 1;03:(c.2) I1;0 \H1;2 \ FE \ S�e = ?: Durch Addition der mit 9 multiplizierten Ungleichung (3) mit der mit 11multiplizierten Ungleichung (4) ergibt sich f�ur z 2 (I1;0 \H1;2)(!)9�1;0(!)� 11�1;2(!) 6 z1 � 11 sin 2�7 + z2(11 cos 2�7 � 9) 6 jzj �r202� 198 cos 2�7und damit jzj > f(!) mit f(!) := 9�1;0(!) � 11�1;2(!)q202� 198 cos 2�7 :Es gen�ugt also, f(!) > r2(!) f�ur ! 2 @I�7 zu zeigen. Die Rechnung zeigt�1;0(0) > 0;65; �1;0(� tan �7 ) > 0;16;��1;2(0) > 0;256; ��1;2(� tan �7 ) > 0;67und damit f(0) > 0;977; f(� tan �7 ) > 0;99:(d) I1;8 \H1;6 \ Se � H4;8 \H4;10 \H4;12:Es gilt ��1;6(tan �7 ) > 2; ��1;6(� tan �7 ) > �0;2;�1;8(tan �7 ) > 0;1; �1;8(� tan �7 ) > 2;8:(d.1) I1;8 \ Se � H4;8: Durch Vergleich der Ungleichungen (6) und (7) sieht man, da� es gen�ugt,�1;8(!) > ��4;8(!) f�ur ! 2 @I7zu zeigen. Die Rechnungen zeigen, da� gilt�1;8(tan �7 ) > 0;1; �1;8(� tan �7 ) > 2;8;��4;8(tan �7 ) < �0;1; ��4;8(� tan �7 ) < 2;1:



VIII. Der Fall �(7; 5; 3)2 75(d.2) I1;8 \ H1;6 \ Se � H4;10: Die Addition der Ungleichung (5) mit der mit 2 cos 2�7 multipliziertenUngleichung (6) ergibt f�ur z 2 (I1;8 \H1;6)(!)z1 sin 3�7 + z2 cos 3�7 > 1B ����1;6(!) + 2 cos 2�7 � �1;8(!)� :Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (8) ergibt, da� f(!) > ��4;10(!) f�ur ! 2 @I7 zuzeigen ist, wobei f(!) := ��1;6(!) + 2 cos 2�7 � �1;8(!). Die Rechnungen zeigenf(tan �7 ) > 2;1; f(� tan �7 ) > 3;2einerseits und ��4;10(tan �7 ) < 2;02; ��4;10(� tan �7 ) < 1;9andererseits.(d.3) I1;8 \H1;6 \ Se � H4;12: Die Addition der mit (cos 2�7 + 0;5) multiplizierten Ungleichung (5) mit dermit 0;5 multiplizierten Ungleichung (6) und Division des Ergebnisses durch cos �7 ergibt f�ur z 2 (I1;8\H1;6)(!)z1 sin 2�7 � z2 cos 2�7 > 1B � �(2 cos 2�7 + 1) � �1;6(!) + �1;8(!)2 cos �7Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (9) ergibt, da� f(!) > ��4;12(!) f�ur ! 2 @I7 zuzeigen ist, wobei f(!) := �(2 cos 2�7 +1)��1;6(!)+�1;8(!)2 cos �7 . Die Rechnungen zeigenf(tan �7 ) > 2;5; f(� tan �7 ) > 1;3einerseits und ��4;12(tan �7 ) < 1;9; ��4;12(� tan �7 ) < �0;4andererseits.(e) I2;4 \ (A + \ Se) = ?:Aus Ungleichung (10) folgt jzj > �2;4(!) f�ur z 2 I2;4(!). Es gen�ugt also, �2;4(!) > r1(!) f�ur ! 2 @I7 zuzeigen. Die Rechnung zeigt �2;4(tan �7 ) > 1;3; �2;4(� tan �7 ) > 1;15:(f) I2;2 \H2;0 \ FE = ?:Durch Addition der Ungleichung (12) mit der mit sin 3�7sin 2�7 = 2 cos 2�7 multiplizierten Ungleichung (11) ergibtsich f�ur z 2 (I2;2 \H2;0)(!) z1 sin 3�7 � z2 cos 3�7 > sin 3�7sin 2�7 � �2;2(!) � �2;0(!)und damit jzj > f(!) mit f(!) := sin 3�7sin 2�7 ��2;2(!) � �2;0(!):Es gen�ugt also, f(!) > r2(!) f�ur ! 2 @I7 zu zeigen. Die Rechnung zeigt�2;2(tan �7 ) > 0;64; �2;2(� tan �7 ) > 1;31;��2;0(tan �7 ) > 0;33; ��2;0(� tan �7 ) > �0;65und damit f(tan �7 ) > 1;12 f(� tan �7 ) > 0;98:(g) I2;6 \H2;8 \ FE = ?:



76 VIII. Der Fall �(7; 5; 3)2Durch Addition der Ungleichungen (13) und (14) ergibt sich f�ur z 2 (I2;6 \H2;8)(!)2z1 sin �7 > �2;6(!) � �2;8(!)und damit jzj > f(!) mit f(!) := �2;6(!) � �2;8(!)2 sin �7 :Es gen�ugt also, f(!) > r2(!) f�ur ! 2 @I7 zu zeigen. Die Rechnung zeigt�2;6(tan �7 ) > 1;15; �2;6(� tan �7 ) > 0;29;��2;8(tan �7 ) > �0;3; ��2;8(� tan �7 ) > 0;61und damit f(tan �7 ) > 0;979; f(� tan �7 ) > 1;03:(h) I2;0 \H2;12 \ Se � H4;8 \H4;10 \H4;12:Es gilt �2;0(tan �7 ) > �0;34; �2;0(� tan �7 ) > 0;64;��2;12(tan �7 ) > 0;9; ��2;12(� tan �7 ) > 0;33:(h.1) H2;12 \ Se � H4;12: Durch Vergleich der Ungleichungen (16) und (19) sieht man, da� es gen�ugt,��2;12(!) > ��4;12(!) f�ur ! 2 @I7zu zeigen. Die Rechnungen zeigen, da� gilt��2;12(tan �7 ) > 0;9; ��2;12(� tan �7 ) > 0;33;��4;12(tan �7 ) < 0;68; ��4;12(� tan �7 ) < �0;16:(h.2) I2;0\H2;12\Se � H4;8: Die Addition der mit sin 3�7 multiplizierten Ungleichung (15) mit der mit sin �7multiplizierten Ungleichung (16) und Division des Ergebnisses durch sin 2�7 ergibt f�ur z 2 (I2;0 \H2;12)(!)z1 sin �7 + z2 cos �7 > f(!) mit f(!) := sin 3�7 � �2;0(!) � sin �7 � �2;12(!)sin 2�7 :Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (17) ergibt, da�f(!) > ��4;8(!) f�ur ! 2 @I7zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigenf(tan �7 ) > 0;07; f(� tan �7 ) > 0;98einerseits und ��4;8(tan �7 ) < �0;03; ��4;8(� tan �7 ) < 0;73andererseits.(h.3) I2;0 \ H2;12 \ Se � H4;10: Die Addition der Ungleichung (15) mit der mit sin 3�7sin 2�7 multipliziertenUngleichung (16) ergibt f�ur z 2 (I2;0 \H2;12)(!)z1 sin 3�7 + z2 cos 3�7 > f(!) mit f(!) := �2;0(!) � sin 3�7sin 2�7 ��2;12(!):



VIII. Der Fall �(7; 5; 3)2 77Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (18) ergibt, da�f(!) > ��4;10(!) f�ur ! 2 @I7zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigenf(tan �7 ) > 0;78; f(� tan �7 ) > 1;05einerseits und ��4;10(tan �7 ) < 0;73; ��4;10(� tan �7 ) < 0;68andererseits.(i) I2;8 \H2;10 \ Se � (H1;2 \H1;4 \H1;6) [ (H6;4;2 \H6;4;4 \H6;4;6):Es gilt �2;8(tan �7 ) > 0;29; �2;8(� tan �7 ) > �0;62;��2;10(tan �7 ) > 0;61; ��2;10(� tan �7 ) > 0;9;�1;2(tan �7 ) > 0;16; �1;2(� tan �7 ) > �0;68:(i.1) I2;8\H2;10\Se � H1;4: Die Addition der mit sin �7 multiplizierten Ungleichung (20) mit der mit sin 3�7multiplizierten Ungleichung (21) und Division des Ergebnisses durch sin 2�7 ergibt f�ur z 2 (I2;8 \H2;10)(!)z1 sin 3�7 � z2 cos 3�7 > f(!) mit f(!) := sin �7 � �2;8(!) � sin 3�7 ��2;10(!)sin 2�7 :Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (22) ergibt, da�f(!) > ��1;4(!) f�ur ! 2 @I7zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigenf(tan �7 ) > 0;92; f(� tan �7 ) > 0;77einerseits und ��1;4(tan �7 ) < 0;68; ��1;4(� tan �7 ) < 0;73andererseits.(i.2) I2;8 \ H2;10 \ Se � H1;6: Die Addition der mit 2 cos 2�7 multiplizierten Ungleichung (20) mit derUngleichung (21) ergibt f�ur z 2 (I2;8 \H2;10)(!)z1 sin �7 � z2 cos �7 > f(!) mit f(!) := 2 cos 2�7 � �2;8(!) � �2;10(!):Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (23) ergibt, da�f(!) > ��1;6(!) f�ur ! 2 @I7zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigenf(tan �7 ) > 0;97; f(� tan �7 ) > 0;12einerseits und ��1;6(tan �7 ) < 0;73; ��1;6(� tan �7 ) < �0;03andererseits.(i.3) H2;10 \ Se � H6;4;2: Durch Vergleich der Ungleichungen (21) und (25) sieht man, da� es ausreicht,��2;10(!) > ��6;4;2(!) f�ur ! 2 @I7



78 VIII. Der Fall �(7; 5; 3)2zu zeigen. Die Rechnungen zeigen, da� gilt��2;10(tan �7 ) > 0;61; ��2;10(� tan �7 ) > 0;9;��6;4;2(tan �7 ) < �0;03; ��6;4;2(� tan �7 ) < 0;73:(i.4) I1;2\H2;10\Se � H6;4;4: Die Addition der mit sin 2�7 multiplizierten Ungleichung (24) mit der mit sin 3�7multiplizierten Ungleichung (21) und Division des Ergebnisses durch sin �7 ergibt f�ur z 2 (I1;2 \H2;10)(!)z1 sin 2�7 � z2 cos 2�7 > f(!) mit f(!) := sin 2�7 � �1;2(!)� sin 3�7 � �2;10(!)sin �7 :Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (26) ergibt, da�f(!) > ��6;4;4(!) f�ur ! 2 @I7zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigenf(tan �7 ) > 1;65; f(� tan �7 ) > 0;79einerseits und ��6;4;4(tan �7 ) < 0;73; ��6;4;4(� tan �7 ) < 0;68andererseits.(i.5) I1;2\H2;10\Se � H6;4;6: Die Addition der mit sin 3�7 multiplizierten Ungleichung (24) mit der mit sin 2�7multiplizierten Ungleichung (21) und Division des Ergebnisses durch sin �7 ergibt f�ur z 2 (I1;2 \H2;10)(!)�z2 > f(!) mit f(!) := sin 3�7 � �1;2(!) � sin 2�7 � �2;10(!)sin �7 :Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (27) ergibt, da�f(!) > ��6;4;6(!) f�ur ! 2 @I7zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigenf(tan �7 ) > 1;45; f(� tan �7 ) > 0;09einerseits und ��6;4;6(tan �7 ) < 0;68; ��6;4;6(� tan �7 ) < �0;16andererseits.(i.6)Aus (i.1{2) folgt I2;8\H2;10\Se � H1;4\H1;6. Aus (i.3{5) folgt I1;2\H2;10\Se � H6;4;2\H6;4;4\H6;4;6.Damit gilt I2;8 \H2;10 \ Se = ((I2;8 \H2;10 \ Se) \H1;2) [ ((I2;8 \H2;10 \ Se) \ I1;2)� (H1;2 \H1;4 \H1;6) [ (H6;4;2 \H6;4;4 \H6;4;6):Damit ist die Behauptung gezeigt.Proposition 63. Es gilt FE = ~FE .Beweis. Nach Proposition 62 gilt FE = A +\ ~FE . Man rechnet nach, da� `�K < 0;88 < 1 gilt. Die Menge ~FEist zusammenh�angend und nicht in A � enthalten, damit ist sie nach Proposition V.38 in A + enthalten.Damit gilt FE = A + \ ~FE = ~FE .Satz 64. Im Falle ~� = �(7; 5; 3)2 giltFe = Se \ 6\m=0 �(Im;1;2�m [ Im;1;4�m [ Im;1;6�m)\ (Im;2;10�m [ Im;2;12�m)\ (Im;3;2�m [ Im;3;4�m)\ (Im;4;8�m [ Im;4;10�m [ Im;4;12�m)�:Beweis. Auf die Menge ~F := 	(FE) wollen wir nun das kombinatorische Kriterium V.42 anwenden. Wirerinnern daran, da� die Gruppe ~� = �(7; 5; 3)2 durch Elemente �ru, �rv und �rw erzeugt wird. F�ur dieElemente ru, rv und rw gilt r7u = r5v = r3w = rurvrw = �1:Es folgt rurvrurv = r�1v r�1u und rvrurvru = r�1u r�1v .
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80 VIII. Der Fall �(7; 5; 3)2Seitenidenti�kationen: Wir f�uhren die Rechnungen bis auf die Symmetrien von FK durch.r2u (Deckel): Multiplikation (von links) mit �r2u = �r5u:gm;1;4�m 7! gm+5;1;4�m = gm+5;1;2�(m+5);gm;1;6�m 7! gm+5;1;6�m = gm+5;1;4�(m+5);gm;2;12�m 7! gm+5;2;12�m = gm+5;2;10�(m+5);gm;3;4�m 7! gm+5;3;4�m = gm+5;3;2�(m+5);gm;4;10�m 7! gm+5;4;10�m = gm+5;4;8�(m+5);gm;4;12�m 7! gm+5;4;12�m = gm+5;4;10�(m+5):g0;4;8: Multiplikation (von links) mit �g0;4;8 = g6;1;0:�r5u 7! g6;1;12; g0;3;2 7! g6;4;2; g0;1;4 7! g6;2;4; g0;1;6 7! g6;2;6; g0;2;10 7! g6;3;10;g0;2;12 7! g6;3;12; g0;3;2 7! g6;4;2; g0;3;4 7! g6;4;4; g0;4;10 7! r2u:g0;4;10: Multiplikation (von links) mit �g0;4;10 = g4;1;0:r2u 7! g4;1;2; g0;4;12 7! r2u; g1;1;10 7! g3;4;2; g1;1;8 7! g3;4;0; �r5u 7! g4;1;12;g0;4;8 7! �r5u; g0;1;6 7! g4;2;6; g0;2;12 7! g4;3;12; g0;3;4 7! g4;4;4:g0;4;12: Multiplikation (von links) mit �g0;4;12 = g2;1;0:r2u 7! g2;1;2; g1;1;10 7! g1;4;2; g0;4;10 7! �r5u:g0;3;2: Multiplikation (von links) mit �g0;3;2 = g5;2;0:�r5u 7! g5;2;12; g0;2;10 7! g5;4;10; g0;1;4 7! g5;3;4; g0;4;8 7! g5;1;8und g0;2;12 7! g5;4;12; g0;1;6 7! g5;3;6; g0;3;4 7! r2u; g0;4;8 7! g5;1;8:g0;3;4: Multiplikation (von links) mit �g0;3;4 = g3;2;0:r2u 7! g3;2;2; g0;4;10 7! g3;1;10; g0;2;12 7! g3;4;12; g0;3;2 7! �r5u;g0;1;6 7! g3;3;6; g0;4;8 7! g3;1;8:Kantenzyklen: 1: (g0;4;10; r2u) 7! (g4;1;2; g4;1;0) 7! (�r5u; g5;4;10);2: (g0;4;10; g0;4;12) 7! (r2u; g4;1;0) 7! (g2;1;0;�r5u);3: (g0;4;10; g1;1;10) 7! (g3;4;2; g4;1;0) 7! (g4;4;6; g5;1;4);4: (g0;4;10; g0;1;6) 7! (g4;2;6; g4;1;0) 7! (g1;4;0; g1;3;10);5: (g0;4;10; g0;2;12) 7! (g4;3;12; g4;1;0) 7! (g2;3;0; g2;2;10);6: (g0;2;12; r2u) 7! (g2;3;2; g2;3;0) 7! (�r5u; g5;2;12);7: (g0;2;12; g0;1;6) 7! (g2;4;6; g2;3;0) 7! (g1;4;0; g1;1;12);8: (g0;2;12; g0;3;4) 7! (g2;1;4; g2;3;0) 7! (g3;2;0; g3;4;12):Die Zyklen 1, 2 und 6 sind vomTyp á, die restlichen Zyklen sind vomTyp à. Damit sind alle Voraussetzungendes Satzes V.42 erf�ullt.Auf der n�achsten Seite �ndet man die Abbildungen und die Beschreibung der Seitenidenti�kationen desFundamentalbereichs Fe f�ur den Fall ~� = �(7; 5; 3)2. Man siehe hierzu auch den Abschnitt mit Erkl�arungder Abbildungen von Fe. Die Abbildung auf der �ubern�achsten Seite stellt einen vergr�o�erten Ausschnittaus der Abbildung des Fundamentalbereichs dar. Dieser Ausschnitt enth�alt die Seiten�achen, die in demSeitenschema auf der n�achsten Seite mit 1, 3, 5 und 7 bezeichnet sind.
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82 VIII. Der Fall �(7; 5; 3)2

Abbildung 24. Fundamentalbereich Fe im Falle ~� = �(7; 5; 3)2.Detailansicht.



Kapitel IXDie Fundamentalbereiche in SerienîÁÄÏ ÓÏÞÉÎÉÔØ ÚÁËÏÎ ÉÌÉ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉ-ÓÌÁ ÒÏÓÌÉ ÂÙ ÎÅÏÂßÑÓÎÉÍÙÍÉ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. äÁÎÉÉÌ èÁÒÍÓAuf den folgenden Seiten werden die Abbildungen aller berechneten Fundamentalbereiche entspre-chend den Arnoldschen Serien zusammengestellt, einschlie�lich der von Thomas Fischer, AlexandraK�ass, Ute Neusch�afer, Frank Rothenh�ausler und Stefan Scheidt bestimmten Fundamentalbereiche.Diese Zusammenstellung soll helfen, die Entsprechungen zwischen der kombinatorischen Struktur der Fun-damentalbereiche und den Serien von Singularit�aten festzustellen.
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84 IX. Die Fundamentalbereiche in Serien
E12 E13 E14 E18�(7; 3; 2) �(5; 4; 2) �(4; 3; 3) �(5; 3; 3)2Z11 Z12 Z13 Z17�(8; 3; 2) �(6; 4; 2) �(5; 3; 3) �(7; 3; 3)2Q10 Q11 Q12 Q16�(9; 3; 2) �(7; 4; 2) �(6; 3; 3) �(9; 3; 3)2Abbildung 25. Serien E, Z, Q.



IX. Die Fundamentalbereiche in Serien 85
W12 W13 W17�(5; 5; 2) �(4; 4; 3) �(5; 5; 3)2S11 S12 S16�(6; 5; 2) �(5; 4; 3) �(7; 5; 3)2Abbildung 26. Serien W und S.



86 IX. Die Fundamentalbereiche in Serien
U12 U16�(4; 4; 4) �(5; 5; 5)2Abbildung 27. Serie U .



Ausblick ðÏÒÁ: ÐÅÒÏ ÐÏËÏÑ ÐÒÏÓÉÔ;ñ ÄÅ×ÑÔØ ÐÅÓÅÎ ÎÁÐÉÓÁÌ;îÁ ÂÅÒÅÇ ÒÁÄÏÓÔÎÙÊ ×ÙÎÏÓÉÔíÏÀ ÌÁÄØÀ ÄÅ×ÑÔÙÊ ×ÁÌ |è×ÁÌÁ ×ÁÍ, ÄÅ×ÑÔÉ ëÁÍÅÎÁÍ, É ÐÒÏÞØ.áÌÅËÓÁÎÄÒ ðÕÛËÉÎD ie bisherigen Ergebnisse lassen vermuten, da� die kombinatorische Struktur der Fundamentalberei-che die Struktur der Arnoldschen Serien widerspiegelt. Da aber bis jetzt von jeder der sechs Seriennur jeweils zwei oder drei Singularit�aten betrachtet wurden, ist es wichtig, f�ur weitere Singula-rit�aten aus diesen Serien die zugeh�origen Fundamentalbereiche explizit auszurechnen. Die �Uberlegungen, diees erm�oglichen, allgemein die Stufen und die Signaturen der zu den Singularit�aten dieser Serien geh�orendenHochhebungen zu bestimmen, werden in der (noch zu erscheinenden) Diplomarbeit von Konrad M�ohringzu lesen sein. In der folgenden Tabelle sind die Signaturen der Gruppen und die Stufen f�ur die erstenSingularit�aten der Serien aufgef�uhrt.1 E12 7; 3; 2 Z11 8; 3; 2 Q10 9; 3; 21 E13 5; 4; 2 Z12 6; 4; 2 Q11 7; 4; 2 W12 5; 5; 2 S11 6; 5; 21 E14 4; 3; 3 Z13 5; 3; 3 Q12 6; 3; 3 W13 4; 4; 3 S12 5; 4; 3 U12 4; 4; 41 E3;0 3; 2; 2; 2 Z1;0 4; 2; 2; 2 Q2;0 5; 2; 2; 2 W1;0 3; 3; 2; 2 S1;0 4; 3; 2; 2 U1;0 3; 3; 3; 22 E18 5; 3; 3 Z17 7; 3; 3 Q16 9; 3; 3 W17 5; 5; 3 S16 7; 5; 3 U16 5; 5; 53 E19 7; 4; 2 Z18 10; 4; 2 Q17 13; 4; 2 W18 7; 7; 2 S17 10; 7; 25 E20 11; 3; 2 Z19 16; 3; 2 Q18 21; 3; 21 E4;0 1; 2 Z2;0 1; 3 Q3;0 1; 47 E24 13; 3; 2 Z23 20; 3; 2 Q22 27; 3; 25 E25 9; 4; 2 Z24 14; 4; 2 Q23 19; 4; 2 W24 9; 9; 2 S23 14; 9; 24 E26 7; 3; 3 Z25 11; 3; 3 Q24 15; 3; 3 W25 7; 7; 3 S24 11; 7; 3 U24 7; 7; 73 E5;0 5; 2; 2; 2 Z3;0 8; 2; 2; 2 Q4;0 11; 2; 2; 2 W2;0 5; 5; 2; 2 S2;0 8; 5; 2; 2 U2;0 5; 5; 5; 25 E30 8; 3; 3 Z29 13; 3; 3 Q28 18; 3; 3 W29 8; 8; 3 S28 13; 8; 3 U28 8; 8; 87 E31 11; 4; 2 Z30 18; 4; 2 Q29 25; 4; 2 W30 11; 11; 2 S29 18; 11; 211 E32 17; 3; 2 Z31 28; 3; 2 Q30 39; 3; 22 E6;0 1; 3 Z4;0 1; 5 Q5;0 1; 7Abbildung 28. Tabelle der Stufen und Signaturen.Die in der vorliegenden Arbeit beschriebene Konstruktion gibt uns (jedenfalls theoretisch) die M�oglichkeit,au�er den bereits betrachteten noch f�ur zw�olf weitere Singularit�aten die Fundamentalbereiche auszurechnen,n�amlich f�ur die Singularit�aten E3;0, Z1;0, Q2;0, W1;0, S1;0, U1;0 und E4;0, Z2;0, Q3;0, E6;0, Z4;0, Q5;0. Inden ersten sechs F�allen hat man es mit Vierecksgruppen zu tun, das hei�t mit Gruppen von der Signa-tur (0; p1; p2; p3; p4), in den anderen sechs F�allen geht es um Gruppen mit Signatur (1; p). In allen diesenF�allen hat man nicht, wie bei Dreiecksgruppen, bis auf Konjugation nur eine Gruppe zu einer gegebenenSignatur, sondern eine kontinuierliche Familie von solchen Gruppen, so da� der kombinatorische Typ desFundamentalbereichs sich nicht nur in Abh�angigkeit von der Signatur, sondern auch in Abh�angigkeit vondem Parameter der Familie von Gruppen �andern kann und im allgemeinen auch wird. Die F�alle der Vier-eckssingularit�aten sind Gegenstand der Dissertation von Frank Rothenh�ausler (in Arbeit).Will man die zu den Serien geh�orenden Fundamentalbereiche weiter verfolgen, so braucht man eine Ver-allgemeinerung der bisherigen Konstruktion auf die h�oheren Stufen. Die Konstruktion macht Gebrauchdavon, da� die Pseudosph�are S= f(a; b) 2 C 2 : jaj2 � jbj2 = 1g in A mit der durch (a1; b1) � (a2; b2) =(a1a2+ b1�b2; a1b2+ b1�a2) de�nierten Multiplikation isomorph zur Gruppe SU(1; 1) ist. Man k�onnte nun eine87



88 AusblickMultiplikation auf Sbetrachten, so da� die Pseudosph�are damit zur Gruppe Gk isomorph ist. Diese Mul-tiplikation k�onnte nun linear auf ganz R4 fortgesetzt werden. Die Bilinearform ( � ; � ) ist dann �aquivariantbez�uglich der Multiplikation. Damit w�aren die Voraussetzungen daf�ur gescha�en, die in dieser Arbeit be-schriebene Konstruktion auch f�ur h�ohere Stufen nachzumachen. Ein Nachteil dieses Ansatzes besteht darin,da� die durch die Identi�kation mit der Pseudosph�are auf der Liegruppe Gk induzierte Lorentz-Metrik nichtmit der Metrik auf Gk �ubereinstimmt, die durch Hochhebung der nat�urlichen (von der Killingform kommen-den) Lorentz-Metrik auf SU(1; 1) entsteht, das hei�t, die �Uberlagerungsabbildung Gk ! SU(1; 1) ist keineIsometrie.Eine andere M�oglichkeit der Verallgemeinerung der Konstruktion auf die h�oheren Stufen w�are durch eineintrinsische Beschreibung der bisherigen Konstruktion gegeben, eine Beschreibung also, die von der Ein-bettung von SU(1; 1) in R4 keinen Gebrauch mehr macht, sondern nur mit der Begri�en der pseudo-Riemannschen Geometrie von SU(1; 1) auskommt. Als Vorbild k�onnte dabei die in der Einleitung bereitsangesprochene Konstruktion des sph�arischen Dodekaederraumes dienen, bei der sich das Hantieren mit denTangentialr�aumen der dreidimensionalen Sph�are in die Sprache der Mittelsenkrechten zwischen jeweils zweiPunkten der Sph�are �ubersetzen l�a�t. Allerdings ist die Konstruktion in unserem Fall komplizierter, es istalso zu erwarten, da� auch ihre intrinsische Beschreibung komplizierter sein wird.Es gibt noch ein f�ur das Verst�andnis der Konstruktion der Fundamentalbereiche durchaus wichtiges Problem.Bis jetzt sind nur f�ur endlich viele Signaturen die Fundamentalbereiche explizit ausgerechnet worden. Es istinteressant, f�ur eine unendliche Familie von Signaturen die kombinatorische Struktur der Fundamentalberei-che zu bestimmen. Die im Kapitel �uber die Berechnung der Fundamentalbereiche im Falle ~� = �(p; 3; 3)2geleisteten Vorarbeiten, insbesondere der Satz VI.49, laden dazu ein, f�ur alle Gruppen mit der Signa-tur (0; p; 3; 3) die Fundamentalbereiche in der Stufe 1 und in der Stufe 2 (falls p ungerade) explizit zuberechnen.



AnhangFormelsammlung Trigonometriesin 3x = 3 sinx� 4 sin3 x = sinx(3� 4 sin2 x);cos 3x = 4 cos3 x� 3 cosx = cos x(4 cos2 x� 3):sinx sin y = 12(cos(x� y) � cos(x+ y));cosx cos y = 12(cos(x� y) + cos(x+ y));sinx cos y = 12(sin(x � y) + sin(x+ y)):sinx+ sin y = 2 sin x+ y2 cos x� y2 ;sinx� sin y = 2 sin x� y2 cos x+ y2 ;cos x+ cos y = 2 cos x� y2 cos x+ y2 ;cos x� cos y = �2 sin x+ y2 sin x� y2 :sinx+ tan y cosx = sin(x+ y)cos y :Es seien x; y; z 2 R mit x � y 62 � �Z. Die L�osung des linearen Gleichungssystems Av = b mit A = sinx sin ycosx cos y! und b =  sin zcos z! l�a�t sich leicht mit Hilfe der Cramerschen Regel und der trigonometrischenAdditionstheoreme ausrechnen: Es giltdet sinx sin ycosx cos y! = sinx cos y � sin y cos x = sin(x� y) 6= 0und analog det sin z sin ycos z cos y! = sin(z � y) und det sinx sin zcos x cos z ! = sin(x� z):Damit ist � sin(z � y)sin(x� y) ; sin(x� z)sin(x� y)�die L�osung des Gleichungssystems Av = b. Auch f�ur die linearen Gleichungssysteme, in denen die trigono-metrischen Funktionen und die Vorzeichen in der Matrix A und im Vektor b anders verteilt sind, kann manin �ahnlicher Weise L�osungen erhalten.Hyperbolische Trigonometriecosh2 x� sinh2 x = 1:Damit gilt sinhx =pcosh2 x� 1 und cosh x =psinh2 x+ 1 f�ur x > 0.sinh 2x = 2 sinhx coshx; cosh 2x = sinh2 x+ cosh2 x = 2 cosh2 x� 1 = 2 sinh2 x+ 1;89



90 Anhang sinhx = 2 sinh x2 cosh x2 ; cosh x = sinh2 x2 + cosh2 x2 = 2 cosh2 x2 � 1 = 2 sinh2 x2 + 1;sinh x2 =rcoshx� 12 (x > 0); cosh x2 =rcosh x+ 12 ; tanh x2 =rcoshx� 1coshx+ 1 ;sinh2 x = tanh2 x1� tanh2 x; cosh2 x = 11� tanh2 x;tanh2 x = 1� 1cosh2 x; ctgh2 x = cosh2 xcosh2 x� 1 ;cosh(x+ y + z) = coshx cosh y cosh z + cosh x sinh y sinh z+ sinhx cosh y sinh z + sinhx sinh y cosh z;cosh(x+ 2y) = cosh x(cosh2 y + sinh2 y) + 2 sinhx sinh y cosh y:Hyperbolische Dreiecksformeln...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................a bc �� Abbildung 29. Hyperbolisches Dreieck.sinh asin� = sinh bsin � = sinh csin ;cosh c = cosh a cosh b � sinh a sinh b cos ;cosh c = cos� cos � + cos sin� sin � :Daten des Dreiecks �(p; q; r)�(p; q; r) ist ein hyperbolisches Dreieck mit Ecken u; v; w 2 D und Winkeln�u = �p ; �v = �q und �w = �r :Aus den Winkeln lassen sich die Seitenl�angen (bez�uglich der hyperbolischen Metrik � auf D ) berechnencosh `v = cos �p cos �q + cos �rsin �p sin �q ; cosh `w = cos �p cos �r + cos �qsin �p sin �r ;cosh `vw = cos �q cos �r + cos �psin �q sin �rf�ur `v := �(u; v); `w := �(u;w); `vw := �(v; w):Mit cosh2 x� sinh2 x = 1 berechnet man fernersinh `v = Wsin �p sin �q ; sinh `w = Wsin �p sin �r ; sinh `vw = Wsin �q sin �r :mit W :=rcos2 �p + cos2 �q + cos2 �r + 2 cos �p cos �q cos �r � 1:



Anhang 91Insbesondere gilt im Falle q = rcosh `v = cosh `w = ctg �q � ctg �2p und sinh `v = sinh `w =rctg2 �q ctg2 �2p � 1und im Falle q = r = 3 cosh `v =cosh `w = 1p3 � ctg �2p ;sinh `v =sinh `w = 1p3 �rctg2 �2p � 3 = 1p3 � q2 cos �p � 1sin �2p ;tanh `v =q2 cos �p � 1cos �2p ;ctgh `v = cos �2pq2 cos �p � 1 :Hyperbolische GeometrieEs sei � die hyperbolische und d die Euklidische Metrik auf D .F�ur a; b 2 D giltd2(a; b) = cosh �(0; a)� 1cosh �(0; a) + 1 + cosh �(0; b)� 1cosh �(0; b) + 1� 2 � cosh �(0; a) cosh �(0; b)� cosh �(a; b)sinh �(0; a) sinh �(0; b) �s (cosh �(0; a)� 1)(cosh �(0; b)� 1)(cosh �(0; a) + 1)(cosh �(0; b) + 1) :F�ur a; b 2 D mit �(0; a) = �(0; b) gilt d(a; b) = p2(cosh �(a; b)� 1)cosh �(0; a) + 1 :F�ur a 2 D giltcosh �(0; a) = 1 + jaj21� jaj2 ; j sinh�(0; a)j = 2jaj1� jaj2 und jaj2 = cosh �(0; a)� 1cosh �(0; a) + 1 :Einige Werte der trigonometrischen Funktionensin �2 = 1; cos �2 = 0; ctg �2 = 0:sin �3 = p32 ; cos �3 = 12 ; tan �3 = p3; ctg �3 = 1p3 :sin �4 = 1p2 ; cos �4 = 1p2 ; tan �4 = 1; ctg �4 = 1:sin �5 = p5�p52p2 ; cos �5 = 1 +p54 ; tan �5 = q2(5�p5)1 +p5 ; ctg �5 = 1 +p5q2(5�p5) :sin2 �5 = 5�p58 ; cos2 �5 = 3 +p58 ; tan2 �5 = 5�p53 +p5 ; ctg2 �5 = 3 +p55�p5 :sin �6 = 12 ; cos �6 = p32 ; tan �6 = 1p3 ; ctg �6 = p3:



92 Anhang sin �10 = p5� 14 ; cos �10 = p5 +p52p2 ;tan �10 = p5� 1q2(5 +p5) ; ctg �10 = q2(5 +p5)p5� 1 :sin2 �10 = 3�p58 ; cos2 �10 = 5 +p58 ; tan2 �10 = 3�p55 +p5 ; ctg2 �10 = 5 +p53�p5 :sin 2�5 = cos �10 ; cos 2�5 = sin �10 :sin �5 = cos 3�10 ; cos �5 = sin 3�10 :sin �5 + sin 2�5 = 2 sin 3�10 cos �10 = 2 sin 2�5 cos �5 ;sin 2�5 � sin �5 = 2 sin �10 cos 3�10 = 2 sin �5 cos 2�5 ;cos �5 + cos 2�5 = 2 cos �10 cos 3�10 = 2 sin �5 sin 2�5 ;cos �5 � cos 2�5 = 2 sin �10 sin 3�10 = 2 cos �5 cos 2�5 :cos �5 sin �10 = 14 :
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