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EINLEITUNG

MNa36paB Temy, 6epn B pyKn Hesap>KaBJleHHOe Nepo u pas-
GOPUYNBLIM, HE KapaKyJINCTbIM NOYepKOM MULLN XKenaemoe
Ha OOHOW CTOpPOHEe NUCTa, OCTaBMIAA HETPOHYTOI APYryIo.

AHTOH YHexoB, lNpaBuna A1 Ha4vuHarOUMX aBTopoOB

Der Gegenstand unserer Untersuchung sind homogene Raume, die als Quotienten einer end-
hchblattrlgen Uberlagerung von PSU(1, 1) nach einer diskreten Untergruppe entstehen. Einige dieser Raume
haben seit langem Interesse gefunden als Seifertsche Faserraume, Lorentz-Raumformen sowie als Umge-
bungsrander isolierter Singularititen. Die Lorentz-Metrik auf der Liegruppe PSU(1,1) und ihren end-
lichblattrigen Uberlagerungen wird durch die Killingform induziert. Igor Dolgachev hat in [D1] und [D2]
eine Konstruktion von isolierten Singularitaten angegeben, deren Umgebungsrander zu den Quotienten der
k-fachen Uberlagerung Gy, von PSU(1, 1) nach diskreten Untergruppen diffeomorph sind. Diese Konstruktion
wollen wir hier kurz skizzieren.

Wir betrachten ein komplexes Geradenbiindel £ iiber I mit £%% = TD und eine Hochhebung der Stufe k,
das heifit eine diskrete Untergruppe I'* von Gy, die vermoge der Uberlagerungsabblldung zu ihrem Blld
in PSU(1,1) isomorph ist. Diese Untergruppe von Gy operiert auf dem Geradenbiindel £. Bildet man
den Quotienten nach dieser Operation und zieht anschliefend den Nullschnitt zusammen, so erhalt man
einen komplexen Raum mit einer isolierten Singularitat. Aus der Konstruktion folgt insbesondere, dafl
der Umgebungsrand dieser Singularitidt zum Quotienten der k-fachen Uberlagerung von PSU(1, 1) nach der
diskreten Untergruppe I'* diffeomorph ist.

Den Quotienten der Gruppe G nach einer diskreten Untergruppe wollen wir beschreiben, indem wir einen
Fundamentalbereich fir die Operation dieser diskreten Untergruppe durch Linksmultiplikation konstruieren
und die Identifikationen angeben, die diese Operation am Rande des Fundamentalbereichs induziert. Thomas
Fischer hat in seiner Dissertation [Fi] eine Konstruktion fiir Gi; = PSU(1, 1) dargestellt. Tm ersten Teil dieser
Arbeit verallgemeinern wir diese Konstruktion auf den Fall von Gia = SU(1, 1). Ist die diskrete Untergruppe
cokompakt, so sind die konstruierten Fundamentalbereiche kompakte Polytope mit totalgeodatischen Seiten,
die Identifikationen am Rande des Fundamentalbereichs sind die Seitenpaarungen. Eine wichtige Vorausset-
zung zur Durchfiihrung der Konstruktion ist die Existenz eines elliptischen Fixpunktes der Operation der
diskreten Untergruppe.

Die Lorentz-Mannigfaltigkeit SU(1, 1) 148t sich in den Pseudo-Euklidischen Raum R* mit der Standardbili-
nearform (-, -) der Signatur (+,+, —, —) als Pseudosphére

Si={xcR*: (x,2)=1}

einbetten. Die Identifikation der Gruppe SU(1, 1) mit der Pseudosphéire S induziert eine Gruppenstruktur
auf S. Die diskrete Untergruppe I' wird dabei mit einer diskreten Untergruppe von S identifiziert. Die
Multiplikation auf S und damit auch die Operation von ' durch Linksmultiplikation 148t sich auf ganz R*
erweitern. Nach der Wahl eines elliptischen Fixpunktes von T' wird mit Hilfe der Tangentialhalbraume an
die Pseudosphare S in Punkten von [ ein vierdimensionales Polytop konstruiert. Die Bilder der dreidimen-
sionalen Seiten dieses Polytops unter der radialen Projektion sind Fundamentalbereiche fur die Operation
von ' auf S.

Als Vorbild dient die Konstruktion der Fundamentalbereiche fiir die Operation einer endlichen nicht zykli-
schen Untergruppe T’ von SU(2), zum Beispiel der bindren Tkosaedergruppe I, auf SU(2) durch Linksmul-
tiplikation. Die Gruppe SU(2) wird dabei mit der Sphéare S? im euklidischen Raum R* identifiziert. Jede

dreidimensionale Seitenflache des vierdimensionalen Polytops ﬂgEF Hg ist ein Fundamentalbereich fir die

Operation von I' auf dem Rand dieses Polytops. Die Bilder dieser Seiten unter der radialen Projektion sind
Fundamentalbereiche der Operation fir die Operation von L auf SU(2). Dieser Ansatz ist allerdings auf
unsere Situation nicht direkt ubertragbar, denn es gilt ngF H, = {0}. Dies hiangt damit zusammen, daf
die Pseudosphare S nicht konvex ist, und die Tangentialraume damit keine Stutzhyperebenen fur S sind. Wir
mussen die Konstruktion des vierdimensionalen Polytops in unserem Fall abandern, das Polytop entsteht als
Vereinigung endlicher Durchschnitte von Tangentialhalbraumen H, mit g € T.



Einleitung

Im zweiten Teil der Arbeit wird die Konstruktion auf sechs diskrete Untergruppen von SU(1, 1) angewandt.
Die zugehorigen Fundamentalbereiche werden explizit bis zur Ermittlung von Figuren zusammen mit Sei-
tenpaarungen ausgerechnet. Die Wahl der entsprechenden Untergruppen von SU(1,1) ist durch die Singu-
laritatentheorie motiviert. Die Berechnungen konzentrieren sich auf Singularititen, die in C® eingebettet
werden konnen. In der folgenden Tabelle (vergleiche mit [D1], [D2]) listen wir die Stufe und die Signatur
des Bildes in PSU(1, 1) fiir die Hochhebungen auf, die zu den Singularitdten am Anfang der Serien E, 7, @,
S, W und U nach der Klassifikation von Arnold (sieche [AGV]) gehoren.

Stufe 1 Stufe 2
Ei5 (7,3,2) | Bz (5,4,2) | Eia (4,3,3) | Fao (3,2,2,2) | Es (5,3,3)
Zi1 (8,3,2) | Z12 (6,4,2) | Zi5 (5,3,3) | Z1o (4,2,2,2) | Ziz (7,3,3)
Q10 (9,3,2) | Qu (7,4,2) | Q12 (6,3,3) | Q20 (5,2,2,2) | Qs (9,3,3)
Wia (5,5,2) | Wis (4,4,3) | Wio (3,3,2,2) | Wiz (5,5,3)
S (6,5,2) | Sia (5,4,3) | Sio (4,3,2,2) | Sis (7,5,3)
Uz (4,4,4) | Uro (3,3,3,2) | Us (5,5,5)

ABBILDUNG 1. Tabelle der Stufen und Signaturen.

Die Fundamentalbereiche zu den Singularitaten Ey2, 11 und Z19 wurden von Thomas Fischer in seiner
Dissertation [Fi] ausgerechnet, wobei fiir die Konstruktion des Fundamentalbereichs der Fixpunkt mit der
grofiten Ordnung gewahlt wurde. Alexandra Kass, Ute Neuschafer, Frank Rothenhausler und Stefan Scheidt
haben in ihrer Diplomarbeit [KNRS] die Berechnung der Fundamentalbereiche fiir die vierzehn Dreiecks-
singularitaten in der ersten Stufe fur alle Wahlen des Fixpunktes aufler der Fixpunkte der Ordnung zwei
durchgefithrt. Dabei heifit eine Singularitat eine Dreieckssingularital, wenn das Bild der zugehorigen Hoch-
hebung in PSU(1, 1) eine Dreiecksgruppe ist. In dieser Arbeit bestimmen wir die Fundamentalbereiche fiir
sechs Dreieckssingularitaten in der zweiten Stufe, wobei fiir die Konstruktion des Fundamentalbereichs stets
der Fixpunkt mit der grofiten Ordnung gewahlt wird.

Diese Berechnungen sollen dazu dienen, die Zusammenhange zwischen den Fundamentalbereichen einerseits
und den Arnoldschen Serien und den Deformationsrelationen zwischen den Singularitaten andererseits naher
zu untersuchen. Die Zusammenstellung der Abbildungen der Fundamentalbereiche, bei deren Konstruktion
immer der Fixpunkt mit der grofiten Ordnung gewahlt wurde, in Serien nach der Klassifikation von Arnold
im Kapitel 9 1aBt vermuten, dafl die kombinatorische Struktur der Fundamentalbereiche die Struktur der
Serien widerspiegelt.

Im Kapitel 1 werden die notwendigen Begriffe und Bezeichnungen eingefiihrt. Die Gruppe PSU(1, 1) wird
als Tsometriegruppe der hyperbolischen Ebene interpretiert, bestimmte Elemente in PSU(1, 1) werden aus-
gezeichnet und ihre Urbilder in SU(1,1) beschrieben. Im letzten Abschnitt des Kapitels fassen wir die
bekannten Ergebnisse uber Dreiecksgruppen zusammen und fuhren einige Begriffe wie die Kantenkorona K
und die Eckenkorona & einer Dreiecksgruppe ein.

Unter einer Hochhebung einer Untergruppe I' von PSU(1, 1) verstehen wir eine Untergruppe I'* von Gy,
deren Bild unter der Uberlagerungsabbildung gleich T' ist und die vermoge dieser Abbildung zu I' isomorph
ist. Im Kapitel 2 untersuchen wir die Frage der Existenz und der Eindeutigkeit bzw. der Anzahl der Hoch-
hebungen einer diskreten, endlich erzeugten, cokompakten Untergruppe von PSU(1,1), insbesondere auch
im Spezialfall der Hochhebung einer Dreiecksgruppe in SU(1,1). Wie bereits erwahnt, sind die Quotienten
von (G nach diskreten Untergruppen von Gy, die Hochhebungen sind, diffeomorph zu Umgebungsrandern
gewisser Singularitaten.

Im Kapitel 3 beschreiben wir die Konstruktion der Fundamentalbereiche. Die einzelnen Elemente der
Konstruktion werden dabei geometrisch interpretiert und explizit durch Gleichungen beschrieben. Ferner
definieren wir zu jedem N C T'u\{u} eine Menge F, wobei u der fiir die Konstruktion der Fundamentalbe-
reiche ausgezeichnete Fixpunkt ist. Unter Benutzung der Menge Fry\ {o} geben wir eine andere Beschreibung
der konstruierten Fundamentalbereiche.

Im Kapitel 4 beschreiben wir die Symmetrien des Fundamentalbereichs F.



Einleitung

Im Kapitel 5 gehen wir auf die Methoden zur Herleitung einer endlichen Darstellung des Fundamentalbe-
reichs als kompaktes Polytop ein. Wir beweisen eine Ungleichung tiber die Punkte der Menge Fx. Mit Hilfe
dieser Abschatzung konnen wir in einigen Fallen zeigen, dafl F, = F gilt. In anderen Fallen werden wir eine
Darstellung der Menge Fx bzw. Fg als kompaktes Polytop herleiten und ihre Kombinatorik untersuchen,
um F, = Fx bzw. F. = F¢ zu bewelsen.

In den Kapiteln 6-8 werden die Rechnungen zur Bestimmung der Fundamentalbereiche in den Fallen I =

[(5,3,3)2, T =1(7,3,3)2 T =T1(9,3,3)2, T =1(5,5,3)%, T =T(5,5,5)2 und T = I'(7, 5, 3)? durchgefiihrt.

Im Kapitel 9 werden die Abbildungen aller berechneten Fundamentalbereiche entsprechend den Arnoldschen
Serien zusammengestellt, einschliellich der von Thomas Fischer, Alexandra Kass, Ute Neuschafer, Frank
Rothenhausler und Stefan Scheidt bestimmten Fundamentalbereiche. Diese Zusammenstellung soll helfen,
die Entsprechungen zwischen der kombinatorischen Struktur der Fundamentalbereiche und den Serien von
Singularitaten festzustellen.

Am Ende der Arbeit wird ein Ausblick auf einige Fragen im Zusammenhang mit der Konstruktion der
Fundamentalbereiche gegeben, die in dieser Arbeit (noch) nicht beantwortet werden konnten.

Im Anhang sind die Formeln der (hyperbolischen) Trigonometrie zusammengefaft, die bei den Rechnungen
(auch ohne einen expliziten Hinweis auf den Anhang) oft benutzt wurden.

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen bedanken, die am Entstehen der vorliegenden Arbeit beteiligt
waren. Herrn Prof. Dr. Egbert Brieskorn mochte ich ganz herzlich fir die intensive Betreuung und das
schone und interessante Thema einer Arbeit danken, die mich in verschiedene Gebiete der Mathematik
eingefuhrt hat. Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr. Ludwig Balke fur zahlreiche Gesprache und hilfreiche
Kritik, fur die mehrmalige sorgfaltige Durchsicht des Textes und wertvolle Anregungen, die zur Lesbarkeit
der nun vorliegenden Fassung beigetragen haben. Herrn Dr. Claus Hertling danke ich fir Diskussionen tiber
Hochhebungen von Gruppen. Weitergeholfen haben mir auch Gesprache mit Frank Rothenhausler. Dafur
auch ithm meinen herzlichen Dank. Birgit Richter bin ich fir das Durchlesen der Einleitung dankbar. Fir
die Hilfe mit dem Programm Maple danke ich Ludwig Balke und Frank Rothenhausler. Meinem Mann Ilya
danke ich fur den Layout dieses Textes und das Schreiben des Programms off2ps, das zur Erstellung der
Abbildungen der Fundamentalbereiche benutzt wurde. Den grofiten Dank zolle ich meinem Mann, meinen
Eltern und meiner Grofmutter fur ihre Unterstitzung und dafir, dafl sie immer fir mich da waren.



KAPITEL 1

Begriffe und Bezeichnungen

OAWH aHrAM4YaHWH HUKAK He MOr BCANOMHUTb, Kak 3Ta
NTULa Ha3blBaeTCA.

— DTO, — roBOpUT, — KpIoKKLUa. AX HeT, He KpoKuua,
a Kuptokuua. Mnn HeT, He KUpOKKUa, a Kypakuua. Py
Tbl! He KypdAkuua, a Kykpukuua. Jla U He KyKphikuua,
a KUpUKprokuua. . . .

3abbln A, Kak 2Ta NTuua Ha3blBaeTcA. A exenun Obl
He 3abbln, TO pacckasan 6bl BaM pacckas nNpo 3Ty
KUPUKYPKYKYKPeKuLy.

Hannnn Xapmc

§1. Isometriegruppe der hyperbolischen Ebene

erschiedene Modelle der hyperbolischen Ebene ermoglichen die Identifikation der Gruppe ihrer ori-
: )§ | entierungserhaltenden Isometrien mit verschiedenen Liegruppen. Fiur die offene Kreisscheibe ID gilt
((ﬁ‘ 4 Isom+( ) = PSU(1, 1) = SU(1, 1)/{%1}, fiir die obere Halbebene H gilt Isom™ (H) = PSL(2,R) =
SL(2, R)/{:I:l} und fiir das Hyperquadrikenmodell H? gilt Isom™ (H?) = SO(2, 1)o. Damit sind diese Grup-
pen isomorph: PSL(2,R) = PSU(1,1) = SO(2, 1)o. Die Gruppe SL(2,IR) scheint uns vertrauter zu sein, fiir
die Gruppe SU(1,1) ist aber die geometrische Interpretation als Pseudosphére in einem semi-Euklidischen
Raum (Sprechweise aus [ON]) klarer, so daf§ wir uns in dieser Arbeit iiberwiegend mit dem Poincaré-Modell T
der hyperbolischen Ebene; der Gruppe Isom"'(]D) = PSU(1, 1) der orientierungserhaltenden Isometrien und

ithrer zweiblattrigen Uberlagerung
1 - 1
SU(1,1):{A€M2(©):A<O (IJ)AT: (0 (1)) detA:l}

()

befassen werden. Es sei p die hyperbolische und d die Euklidische Metrik auf I. Die Gruppe SU(1,1) kann
durch die Bijektion
a b
( ) — (a,b)
b a

mit der Pseudosphire S := {(a,b) € C* : |a|*> — [b|> = 1} identifiziert werden. Hier und weiter identifizieren
wir stillschweigend R* mit C%. Die Identifikation der Gruppe SU(1, 1) mit der Pseudosphéare S induziert eine
Gruppenstruktur auf S mit der Multiplikation

(a1,b1) - (az,bs) = (aras + biba, arby 4 bras).

Es sei e € S das Einselement beziiglich dieser Multiplikation. Es gilt e = (1,0) als Element von C?,
10

= (1,0,0,0) als Element von R e = ( ) als Element von SU(1,1). Wir werden auch 1 statt e
0 1

schreiben, wenn es nicht zu Verwechslungen fuhrt.

Es gilt Z(PSL(2,R)) = {1} und Z(SL(2,R)) = {£1}. Mit Hilfe der Iwasawa-Zerlegung

SL(2,R):SO(2)~{(Z 7_11) ra € Ry, nE}R}
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sieht man, dafl SL(2,R) = SU(1, 1) homdomorph zu einem offenen Volltorus ist
SL(2,R) ~ S' x R?.

Den Homoomorphismus kann man auch explizit hinschreiben: Die Abbildung

(6 )= G

b a |al

ist ein Homoomorphismus zwischen SU(1, 1) und S! x C. Der offene Volltorus und damit auch SL(2,R) =
SU(1, 1) ist homotopiedquivalent zu der Kreislinie S, es gilt also 71 (SU(1, 1), ¥) = Z. Es gibt damit zu jeder
naturlichen Zahl k eine bis auf Isomorphie eindeutige k-blattrige Uberlagerung von PSU(1,1). Die unend-
lichblattrige universelle Uberlagerung p : gﬁ(l, 1) — PSU(1,1) von PSU(1,1) ist auch bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. Auf gﬁ(l, 1) gibt es eine Liegruppenstruktur derart, daf die Uberlagerungssbbildung p

zu einem Homomorphismus von Liegruppen wird. Fur das Zentrum von gﬁ(l, 1) gilt

2(SU(L, 1) = p~ (1)

1R

Z.
Die universelle Uberlagerung induziert durch
Gy :=SU(1,1)/kZ(SU(1, 1))

eine k-fache Uberlagerung 7y : Gy — PSU(1, 1) von PSU(1,1). Auf Gj, wird dadurch eine Liegruppenstruktur
induziert und die Uberlagerungssbbildung 7 1st ein Homomorphismus von Liegruppen. Fir das Zentrum
von Gy, gilt

2(Gr) = 1 (1) = (SU(l 1))/k Z(SU(I 1)) = Z/k7Z.

Ein Element A = (ZZ) € SL(2,R) heifit elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem ob |Spur A| =

|a+d| kleiner, groier oder gleich 2 ist. In die Sprache von SU(1, 1) iibersetzt, bedeutet es: Ein Element (g ab) €
SU(1, 1) heifit elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem ob |Re(a)| kleiner, grofler oder gleich 1
ist. Ein elliptisches Element in SU(1, 1) hat in D genau einen Fixpunkt und zwar in ID. Ein hyperbolisches
Element in SU(1, 1) hat in D genau zwei verschiedene Fixpunkte und zwar in ). Ein parabolisches Element
in SU(1, 1) hat in D genau einen Fixpunkt und zwar in ID.

Eine diskrete Untergruppe I' von PSU(1, 1) heifit eine Fuchssche Gruppe. Eine Untergruppe T' von PSU(1, 1)
ist genau dann diskret, endlich erzeugt und cokompakt, wenn I' eigentlich diskontinuierlich auf I operiert
und /T eine kompakte Riemannsche Flache ist. Die Abbildung ID — ID/T ist dann eine iiber endlich vielen
Punkten verzweigte Uberlagerung von Riemannschen Flachen. Die Signatur einer diskreten, endlich erzeug-
ten, cokompakten Untergruppe T von PSU(1, 1) ist (g; a1, . . ., a), wobei g das Geschlecht der Riemannschen
Fliache D/T ist, m die Anzahl der Verzweigungspunkte der Abbildung I — D/T und «y, ..., a,, die Ver-
zweigungsordnungen dieser Punkte. Ein Tupel (g;aq, ..., o) ist genau dann Signatur einer Untergruppe

von PSU(1, 1), wenn gilt
1
S L <sumem
—

Damit sind genau die folgenden Tupel keine Signaturen von Untergruppen von PSU(1,1)
g=0, m<2: alle
g=0, m=3: (2,2,a), a>2, (2,3,0), a=3,4,5,6, (2,4,4), (3,3,3),
g=0, m=4: (2,2,22),
g=1 m=0.

§2. Elliptische und hyperbolische Elemente als Matrizen

Wir zeichnen nun bestimmte Elemente in PSU(1, 1) aus und beschreiben ihre Urbilder in SU(1, 1).
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DEFINITION. Es sei ¢ € D und ¢ € R.

Fir v € D mit u # & sel 7, » € PSU(1,1) die Translation von u nach z, das heifit, 7, , ist das hyperbolische
Element mit 7, o (u) = «, das die Geodatische zwischen v und « invariant lafit. 7, sei definiert durch 7, := 7 o

fir ¢ # 0 und m :=1d.

Es sel py, € PSU(L,1) die Drehung in x um den Winkel ¢, das heifit, p; , ist das elliptische Element

mit p; o (z) =z und p}, ,(z) = e'?. Es sei py := po.o.

ty € SU(1, 1) sei definiert durch

. 1 1 X
= T .
VIi=lz* \z 1
Tz € SU(L, 1) sei definiert durch
14|z @
( S HiTos Bk sin & T sin 3
Tep 1= 2
’ . 2F © @ 14|z ©
T sin & cos & — igT Bk sin &

7o € SU(L, 1) sei definiert durch

eiel? 0
Py 1= )
? ( 0 e‘iwz)

oL

Es gilt rp, = rgp und 7y, =15 -7y - 15

PROPOSITION 1. Es sei x € D und ¢ € R. Unter der Identifikation SU(1,1) = S durch (gg)

1
—_— 1’x ;
(e (1,2)
Ty = (ew/z’o)’

1 2
e = (cos g —|—i1 i— :i:z sing

t, =

7 si f)
1—|z|? 2

1+|x|

—l=|?

Mit Hilfe der Formeln cosh p(0,z) =

= (cos g + icosh p(0, z) sin 2 i sinh p(0, z) sin g)

27 sl

Tr.o ]

ProOPOSITION 2. Es sel m = 7o

gilt 771 (7y) = £t, und 77 (py ) = %7y, insbesondere gilt 7= (p,) = %7,.
BEWEIS. 771 (7p) = &t ist klar. Es sei # = re'¥ # 0. Fiir
1 1 retV
fy = ——
V1—712 \ pe—iv 1
rechnet man leicht nach, daB ¢,(0) = = und ¢, (£e'¥) = £e'¥ gilt:
Y .
() = = =¥ =,
tx(eizp) _ e“ﬂ' —|—'7°e“¢’ _ (7“—1— 1)@“# _ ei¢’
re~Weld 41 r+1
()= e tret o et
—re~ el + 1 —(r—1)
Daraus folgt 7(t;) = 7, und 7= 1(ry) = %t

Fur

:SU(1,1) = PSU(1, 1) die Uberlagerungsabbildung.

— (a,b) gilt

und sinh p(0, z) = 13||xx||2 (siche Anhang) folgt ferner

Firz €D und ¢ € R
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rechnet man leicht nach, daf 7,(0) = 0 und ,(0) = ' gilt, es gilt namlich

! _ 1 —
o(2) = (e—ivl2)2

r P
fir alle z € D. Daraus folgt m(r,) = p, und 771 (py,) = £r,.
Firry , = txor'wot;1 rechnet man mit ¢! (z) = 0 und (ryot;)(x) = r,(0) = 0 leicht nach, daf r, ,(2) = =
und 7 ,(x) = €' gilt:
e (%) = (ty orp ot l) () = 1,(0) = ,
21 (@) = 15(0) - 1, (0) - (851) ()
=€ (171 (t2(0) - 1,(0) = €%

(Dabei werden hier und weiter in diesem Beweis die Elemente von SU(1,1) durch ihre Wirkung auf I
beschrieben.) Daraus folgt 7(ry o) = po,o und ﬂ_l(pxyw) =drp .

rxyw(x) (ty oy oty

Alternativ kann man auch fur

IS & L] ) 2 @
(cos 5 +itopEsing I Sin
Ty p = 5
c9F 9 [ZRS & o Ll ST}
I sin 5 cos & — iT- 7z Sin 4

direkt zeigen, dafl 75 ,() =z und 7}, (z) = e'? gilt:

(1= |]*) cos £ 4+ i(1 + |2|*) sin £)x — 2ixsin £

— 2 2
rap(@) = 2ixrsin £ + (1 — |2|?) cos £ —i(1 + |x|?) sin
:x(l_ |z |? )(cos%—zsm%) .
(1 —]z|?)(cos & —isin %) ’
e (1 |s[??
e (2izxsin £ 4+ (1 — [2]?) cos & —i(1 + |]?) sin £)?
1— |z)2 .
(R

- (1 —]z|?)%(cos £ —isin £)?

§3. Dreiecksgruppen

Eine Dretecksgruppe ist eine diskrete Gruppe von orientierungserhaltenden Isometrien der hyperbolischen
Ebene, die von Spiegelungen an den Seiten eines hyperbolischen Dreiecks mit Winkeln #/p, 7/¢ und =/r
mit p, ¢, 7 € N erzeugt wird. Ein hyperbolisches Dreieck mit Winkeln 7/p, 7/q und 7 /7 existiert bekanntlich
genau dann, wenn die Summe der Winkel kleiner als 7, das heifit, die rationale Zahl 1/p+ 1/q + 1/7 kleiner
als 1 ist. Die Dreiecksgruppen zu isometrischen Dreiecken sind in der Gruppe der orientierungserhaltenden
Isometrien konjugiert.

Fur die explizite Konstruktion ist es ratsam, in jeder Isometrieklasse solcher hyperbolischen Dreiecke ein
Dreieck auszuzeichnen. Damit wird auch in jeder Konjugationsklasse von Dreiecksgruppen eine Gruppe
ausgezeichnet.

Es sei A(p,q,r) C D das hyperbolische Dreieck mit Ecken «, v, w € D und Winkeln

0
Oy = —, 0y =— und o, = —

T
p
derart, daf} gilt

u=0, veR wv>0 und Im(w)>0.

Daraus folgt unter anderem w = |w| - ¢'v . Die Seitenlingen

by = plu,v), Ly = plu,w), Ly = plv,w)
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des Dreiecks A(p, ¢, ) lassen sich aus den Winkeln berechnen (siehe Anhang):

cos Tcos T +cos T cos Zcos T 4+ cos T
ht, = P 4 r ht¢, = P r 4
cosh £, = — 7 y GOSNty = w W J
sin Tsin © sin Tsin ©
P q P r
cos Tcos T 4+ cos T
cosh £y, = 4 r P
vw — . T . T
sin = sin ©
q r
und
smhﬁv = T x smhﬁw = T x Slnhng = N
sin Zsin T sin Zsin T sin Zsin T
P q P r q r
mit
T T T T T T
W =, /cos? — 4+ cos? — + cos? — + 2cos — cos —cos — — 1.
P q r P q r

NoTaTION. Es sei €' :=cosh?¢, und S :=sinh¢,. Es gilt also

und S =+C?—-1.

cos Tcos T +cos T
P q r

C =

sin Zsin T
P q

Es sei T'(p, ¢, 7)* C Isom(ID) die von den Spiegelungen an den Seiten von A(p, ¢,r) erzeugte Gruppe und es
sel

['(p,q,7) = T(p,q,r)* NIsom™* (D).
T'(p, g, 7) ist eine Untergruppe von PSU(1, 1) mit Signatur (0;p, q, 7).
Es sei py := pu,an/ps Po = Pv,2njq UNd py = py 2xp. Die Dreiecksgruppe I'(p, ¢,r) wird von den Elemen-
ten p, und p, erzeugt und besitzt eine Prasentation
T(p,q,7)={a,b,c|a® =b?=c" =abe=1),
wobei der Isomorphismus durch die Zuordnung a — py, b — p, und ¢ — p,, gestiftet wird.

*

Die Bahn des hyperbolischen Dreiecks A(p, ¢, r) unter der Operation der Gruppe T'(p, ¢, 7)* ergibt eine Pfla-
sterung der hyperbolischen Ebene . Die nachfolgende Abbildung zeigt einen Ausschnitt dieser Pflasterung
der hyperbolischen Ebene mit den Fundamentaldreiecken fiir die volle Dreiecksgruppe T'(5, 3, 3)*.

ABBILDUNG 2. Die Pflasterung der hyperbolischen Ebene I fiir T'(5, 3, 3)*.
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Wir betrachten nun die Bahn der Ecke u = 0 des Dreiecks A(p, ¢, r) unter der Operation von I'(p, ¢, ) und
zeichnen gewisse Teilmengen darin aus.

DEFINITION. Fir m,l € Z sel

et = py(w) und E = pl ey (u).
Die Eckenkorona sei definiert durch
E={zmi m=0,...,p—1L1=1,...,¢—-1}U{&pn; :m=0,....,p—1,1=1,...,r—1}
und die Kantenkorona durch K ={zo1,...,2p-11, %01, ., Ep—1,1}-
ProPOSITION 3. Fiir alle m € 7Z gilt py g—1 = Tm,1 Und Tmi1,1 = Tmr—1.
BEWEIS. Folgt aus p?=! = p-1 = py,py und pi=t = p2l = pup,. m
KOROLLAR 4. Es gilt also

K =A2o1,20g-1,-- -, &p-1,1,2p-1,4-1}. ®

BEMERKUNG. Die Teilmengen £ und K konnen eingefiihrt werden, ohne auf die Prasentation von T'(p, ¢, r)
zurlickzugreifen. Die (abgeschlossene) Dirichletzelle von x € D ist

D(z) :={yeD:VzeTlzp(y 2) > ply,z)}.

Es sei z ein Punkt aus der Bahn von u. Die Dirichletzelle von 2 kann auch als die Vereinigung aller
den Punkt z enthaltender Bilder von A(p,q,r) unter den Elementen von TI'(p, ¢, 7)* beschrieben werden.
Die Eckenkorona £, von x besteht aus allen Punkten in Tw\{z}, deren Dirichletzellen mindestens einen
gemeinsamen Punkt mit der Dirichletzelle von # haben, wahrend die Kantenkorona K, von x aus allen
Punkten in Tu\{a} besteht, deren Dirichletzellen mindestens eine gemeinsame Kante mit der Dirichletzelle
von & haben. Man erkennt nun, dafl die Teilmengen £ bzw. K die Ecken- bzw. Kantenkorona des Punktes u
sind. Die Definition von z,,; und %,,; dient zur Numerierung der Elemente von £ = &, bzw. K = .

ProprosITION 5. Fir alle x € K gilt
sinh £, sin =
g

\/sinh2 £, sin? % +1 .

cosh p(0, ) = 2sinh? ¢, sin® 41 und |z| =
q

BEWEIS. Essei # € {xp1,%0,g—1} C K. Aus der Kosinus-Regel fiir das gleichschenklige Dreieck 0, v,  folgt

2 2
cosh p(0,z) = cosh? ¢, — sinh? ¢, cos T _ sinh? £, +1 —sinh? ¢, cos ]
q q

2
— sinh? £y (1 = cos —ﬂ-) + 1 = 2sinh? ¢, sin? T +1
q q
Die anderen Elemente der Kantenkorona entstehen aus zg 1 bzw. 2 4—1 durch Drehung um 0, haben also
den gleichen (hyperbolischen) Abstand von « = 0. Aus dem hyperbolischen Abstand p(0,x) berechnet sich
der euklidische Abstand

coshp(0,2) =1 sinh £ sin 7

cosh p(0,z)+ 1 \/sinh2 0, sin N -

ProprosiTION 6. Fir alle m € 7 gilt

2
cosh p(#m 1, Tm g-1) = 2 sinh? ¢, sin’ ] +1
q

. . 9 2m

cosh p(#pm g—1, Tmt1.1) = 2 sinh? £, sin® == + 1
r

sinh £, sin %T”

sinh? ¢, sin’ T+l

|21 — Tmg-1| =

sinh £, sin 27”

sinh”® £, sin® © + 1’

|Zm,g-1 = Tmir,1| =
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Es gilt ferner

Tm,1 — xm,q—1| _ |xm,q—1 — Tm41,1
cos T cos T ’
q r

BEwEIs. Aus der Kosinus-Regel fiir das gleichschenklige Dreieck v, & 1, £, q—1 folgt
2 12 4 12 12 4
cosh p(#p 1, £ g—1) = cosh” £, —sinh” ¢, cos ? = sinh® ¢, + 1 — sinh” 4, cos ?
4 2
— sinh? £y (1 — cos —ﬂ-) + 1 = 2sinh? £, sin® ] +1
q q

Wegen p(0, 2m,1) = p(0, 25 g—1) berechnet sich der euklidische Abstand aus dem hyperbolischen Abstand
wie folgt

\/2(cosh p(&m 1, Tmg-1) — 1)
cosh p(0, 2 1) + 1

sinh £, sin 27” 2sinh ¢, sin % cos %

|Zm,1 = Tm,g-1] =

sinh? 6, sin® T+ 1 sinh® 6 sin® T4 1
Analog berechnet man
~ ~ . 2 .9 2
cosh p(#m g1, Tm41,1) = cosh p(Em 1, Zm r—1) = 2sinh” £, sin® — + 1
-
und

2sinh £, sin % cos %

sinh? ¢,, sin® T+1 .

|xm,q—1 - xm+1,1| = |jm,1 - jm,r—1| =

Aus der Sinus-Regel fiir das hyperbolische Dreieck A(p, ¢, r) folgt
sinh £, sin T_ sinh £, sin T
q r

und damit

. - ) -
[Tm1 — Tmgo1] 2sinh £, sin p 2sinh fy sin =y, o1 — Zmqan

T - . 2 . = 2 . - T
Cos sinh? ¢, sin? % +1  sinh? 4, sin® T+1 cos -



KAPITEL 11
Hochhebung Fuchsscher Gruppen

Moabém Ha camblii BepX 3aHAN OT CUJbl AeCATb MU-
HYT, a ecnun 6bl Calwa cpas3y nonagan KJtOo4YoMm B 3a-
MOYHble CKBa>XWHbl, NOHaAo6unMAocb 6bl N TOro MeHb-
we. OT ypOBHA K YPOBHIO Besla y3Kas ciy>xebHas
necTHuua, BblpybJsieHHaa B ToJsllle KaMHA — 4TO 2TO
3a KameHb, onpeaesinTb GblA1O TPYAHO, MOTOMY 4YTO
OH 6blJ1 O4eHb NPUGNN3NTENIbHbIM, Aa U CylwecTBOBa
Hegonro: korga 3a Caweil 3akpblaacb nNocregHaAs
nBepb, peasibHOCTb CHOBa npuobpena sAcCHble uUBeTa
N YETKOCTD.

Buxktop lNenesun, MNpuny rocnnaHa

ochhebungen Fuchsscher Gruppen stellen eine wichtige Klasse diskreter Untergruppen endlicher
Uberlagerungen von PSU(1,1) dar. Die Quotienten nach diskreten Untergruppen, die Hochhe-
bungen sind, sind diffeomorph zu Umgebungsrandern gewisser Singularitaten. Im diesem Kapitel
untersuchen wir die Frage der Existenz und der Eindeutigkeit bzw. der Anzahl der Hochhebungen einer
diskreten, endlich erzeugten, cokompakten Untergruppe von PSU(1, 1), insbesondere auch im Spezialfall der
Hochhebung einer Dreiecksgruppe in SU(1, 1).

§4. Existenz und Eindeutigkeit der Hochhebung

Es sei p: gﬁ(l, 1) = PSU(1,1) eine universelle Uberlagerung von PSU(1,1). Es sei k eine natiirliche Zahl.
Es sei m = m, : Gp — PSU(1, 1) mit Gy := SU(1,1)/kZ(SU(1,1)) die induzierte k-fache Uberlagerung
von PSU(1,1) und 7: SU(1, 1) = G die induzierte universelle Uberlagerung von Gy,.

DEFINITION. Eine Hochhebung einer Untergruppe I' von PSU(1,1) in Gy ist eine Untergruppe I'* von G
derart, daB 7|px : ['* — I' ein Isomorphismus ist.

Die Frage der Existenz und der Eindeutigkeit bzw. der Anzahl der Hochhebungen einer diskreten, endlich
erzeugten, cokompakten Untergruppe T' von PSU(1, 1) 148t sich anhand der Signatur der Gruppe beantwor-
ten.

SaTz 1. Es sei T' eine diskrete, endlich erzeugte, cokompakte Untergruppe T' von PSU(1, 1) mit Signatur
(g;01,...,am). Essei L das kleinste gemeinsame Vielfache von a1, ... apn und b:=2(g — 1) + m. Es gibt
genau dann Hochhebungen von I' in Gy, wenn

geT(k,ay) =1fiiri=1,...,m

gilt und die Zahl
0-3 )
az
i=1
durch k teilbar ist. Sind diese Bedingungen erfiillt, so gibt es genau k9 Hochhebungen von T in Gy,
insbesondere ist die Hochhebung im Falle g = 0 eindeutig.
BEWEIS.

(1) Die folgende Aussage werden wir im Beweis benutzen: Es sei T' eine diskrete, endlich erzeugte,
cokompakte Untergruppe I' von PSU(1, 1) mit Signatur (g; a1, ..., ay). Dann gibt es ein Erzeugen-

densystem #1,...,%mn,a1,b1,...,dg, b, von I' mit Relationen
o1 _ L 0w _ = = A F ST 1
Pl = =T = Ty e [An, 01 L A, bg] = 1
das sich zu einem Erzeugendensystem 7y, ..., 7, a1,b1,...,a4,bg, h von p~1(I') mit Relationen

[ri, h] = [aj, h] = [b;,h] =1

11
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firiel:={l,....m},jeJ :={1,...,¢} und
P = =S = hy, v [ag, be] - [ag, b)) = RO
hochheben 1a8t, wobei h ein Erzeuger von Z(gﬁ(l, 1)) = p~1(1) = Z ist. Damit ist gemeint, daf
p(r;) = firi € I, plaj) = a;,p(b;) = b; fiir j € J

gilt. Diese Aussage wird (fiir PSL(2,R) = PSU(1,1)) in [RV] bewiesen. Dabei wird die Beschrei-
bung des Quotienten PSU(1,1)/T = gﬁ(l, 1)/p~1(T) als Seifertscher Faserraum und die Berechnung
seiner Invarianten aus [NR] benutzt. Zu Seifertschen Faserrdumen, ihren Invarianten und Fundamen-
talgruppen siehe auch [Se], [Or] und [Sc].

Wir beschreiben nun die Hochhebungen durch ihre Erzeugendensysteme: Den Hochhebungen von I'
in Gy entsprechen bijektiv die Folgen (R;, A;, Bj)ier jes von Elementen aus G mit

F(Ri):fifﬁriEI, F(Aj):flj, W(Bj):ijﬁrjEJ,

o o ()
Rll:"':Rmm:R1~...~Rm'[Al,Bl]~...~[Ag,Bg]:1.

Ist I'* eine Hochhebung von I' in G und ¢ : I' — I'* der Homomorphismus mit 7|px o ¢ = idr
und ¢ o w|px = idpx, so erfiillen die Elemente R; := ¢(7;) fir ¢ € I, A; := p(a;), B; = p(b;) die
Bedingung ().

Erfiillen andererseits die Elemente Ry, ..., Ry, und Ay, By, ..., Ay, By die Bedingung (*), so sei I*
gleich der Untergruppe (R;, A;, B; |i € I,j € J) von Gy, die von den Elementen R;, A; und B;
erzeugt wird. Wegen der Bedingung () gibt es einen Homomorphismus ¢ : I' — I'* mit ¢(7;) = R;
fiir i € I und p(a;) = A;, @(b;) = B; fiir j € J und es gilt 7|px 0 ¢ = idr und ¢ o 7|px = idp+, also
ist 7|« ein Isomorphismus. Damit ist die Untergruppe I'* eine Hochhebung von I' in Gy,.

Das Erzeugendensystem einer Hochhebung beschreiben wir nun durch eine Zahlenfolge: Den Folgen
(Ri,A;, Bj)ier jes von Elementen aus Gy, die die Bedingung (*) erfiillen, entsprechen bijektiv die

Folgen (u;,vj, w;)ier jes von Zahlen aus {0,...,k — 1} mit
ulal—l—lz~~~Eumam—|—15b—|—2ui50 mod k. (#%)
i=1

Erfullen die Elemente Ry,..., Ry und Ay, By, ..., Ay, By aus G, die Bedingung
m(Ry) = firi € I, w(A;) =a;, n(B;) = by fiir j € J,
so gibt es eindeutig bestimmte Zahlen (u;, vj, w;)ier jes aus {0,..., k — 1} mit
R, =7(r;h") furie I, A; =7(a;h"), B; = 7(b;h"7) fir j € J.

Fiir i € I gilt
Rioc, — T(rl{x,hoc,ul) — T(hH'“’O")

und damit
R =1 < u;a; + 1 =0 mod k.

Fir j € J gilt [4;, B;] = 7([a;h"7, 0;RV]) = 7([a;, b;]). Es gilt damit

Rl Tl Rm : [AlaBl] et [AgaBg] = T(hb+UI+M+um)
und folglich
Ri-ooos Ry -[An Bi] - - [Ag, Bl = 1 = b+ZUiEO mod k.
i=1

Die Zusammenfassung der beiden Aussagen ergibt: Den Hochhebungen von I' in Gy entsprechen
bijektiv die Folgen (u;, v;, w;)ier jes von Zahlen aus {0,..., &k — 1}, die die Bedingung (*#) erfiillen.
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(5) Wir zeigen nun, daff aus der Existenz einer Hochhebung die Teilbarkeitsbedingungen folgen: Nehmen
wir an, es gibt eine Hochhebung von I' in G, das heifit es gibt eine Folge (u;, vj,w;)ier jes von Zahlen
aus {0,...,k — 1}, die die Bedingung (%) erfiilllt. Dann gilt ggT(k, o;) = 1 fiir ¢ € T und

m

iai E b—I—Zuaal =L b—i—Zui)EO mod k.

i=1 i=1

(6) Wir zeigen nun, daf aus den Teilbarkeitsbedingungen die Existenz einer Hochhebung folgt: Wir
nehmen an, daf}

1
T(k,a;) =1firiel d L- —) = d k
geT(k, o) ur¢ €/ un ZZ_;O@ 0 mo
gilt. Dann gibt es Zahlen wuy, ..., uy, € {0,... k — 1} mit w;a; = —1 mod k fiir i € I. AuBerdem
folgt aus der ersten Bedingung, dafl L und k teilerfremd sind. Aus der zweiten Bedingung folgt
wegen ggT(L, k) = 1 und w;er; = —1 mod k, daBl die Zahl

m

b—Z; b—l—ZuZ mod k

i=1 i=1

durch k teilbar ist. Damit existieren Zahlen wuy, ... up aus {0,...,k — 1}, die die Bedingung ()
erfillen, also existiert mindestens eine Hochhebung. Was die Anzahl der Hochhebungen anbetrifft, so
sind die Zahlen uy, ..., u, € {0, ..., k—1} durch die Bedingung u;a; = —1 mod k mit teilerfremden k
und «; bereits eindeutig festgelegt. An die Zahlen vq,...,vg,w1,...,wy € {0,...,k — 1} werden
dagegen keine Forderungen gestellt, es gibt also k29 Moglichkeiten, sie zu wahlen. m

Die Formulierung des Satzes 7 fur die Stufe & = 2 1st besonders einpragsam:

SaTz 8. FEine diskrete, endlich erzeugte, cokompakte Untergruppe T' von PSU(1,1) hat genau dann eine
Hochhebung in SU(1, 1), wenn sie keine Elemente der Ordnung zwei enthalt.

Eine Untergruppe von PSU(1,1) von der Signatur (g; a1, ..., am) hat also genau dann eine Hochhebung
in SU(1,1), wenn die Zahlen a1, ..., an, ungerade sind. Ist diese Bedingung erfiillt, so gibt es genau 229
Hochhebungen, insbesondere ist die Hochhebung im Falle ¢ = 0 eindeutig.

BEWEIS. Es sei L das kleinste gemeinsame Vielfache von a, ..., an,. Es gentigt zu zeigen, daf die Zahl
L.(Q(g—1)+m—§:i): g—1)~L—|—L~§: - L
=1 i i=1 i
fur ungerade Zahlen «q, ..., a,, immer gerade ist. In diesem Fall ist aber jeder der Summanden
1 L
L ——)=(ay — 1) —
-Dyz@-n L

und 2(g — 1) - L gerade, also auch ihre Summe. u

Das Problem der Existenz der Hochhebungen in SL(2,R) = SU(1,1) ist klassisch. Der Satz 8 wurde zum
ersten Mal 1938 von H. Peterssen in [Pe] als ein Satz iiber Gruppenerweiterungen formuliert und bewiesen.
C. L. Siegel stellte diese Frage 1957 in [Si] als ein offenes Problem. Schon 1958 wurde das Problem von L. Bers
in [Be] mit Methoden der Teichmiiller-Theorie wieder gelost, diesmal flir Hochhebungen von Flachengruppen,
das heifit von Gruppen mit Signatur (g; —). Bei I. Kra in [Kr] kann man nachlesen, wer, wann und wie diesen
Satz noch bewiesen hat. Aus unserer Sicht besonders interessant ist der 1975 von S. J. Patterson in [Pa] mit
Methoden der Gruppenkohomologie ausgefiuhrte Beweis dieses Ergebnisses fur endlich erzeugte Fuchssche
Gruppen 1. Art, der sich auf die hoheren Stufen verallgemeinern 1afit.

§5. Hochhebung von Dreiecksgruppen in SU(1,1)

In diesem Abschnitt wird die Hochhebung der Dreiecksgruppen in SU(1, 1) explizit beschrieben. Wir be-
trachten die Dreiecksgruppe T'(p, ¢, ), wobei die natiirlichen Zahlen p, ¢ und r ungerade sind.

13
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DEFINITION. Es sel

Tu = Ty2nfp, Tv ' =Tyar/gy Tw ‘= Tw2n/r-

ProPOSITION 9. Die Elemente ry, vy, und r, von SU(1, 1) geniigen den Relationen vf = rd = v = —1 und
ryryTw = —1. Die eindeutig bestimmte Hochhebung T'(p, q,7)? der Dreiecksgruppe I'(p, ¢,r) in SU(1, 1) wird
von den Elementen —r, und —r, erzeugt und besitzt eine Prasentation

T(p,q,7)* = (a,b,cla’ =b? =¢" = abe = 1),

wobel der Isomorphismus durch die Zuordnung a — —ry, b — —r, und ¢ — —r,, gestiftet wird.

BEWEIS. Wegen 1 € ['(p,q,7)? gilt —1 ¢ T'(p,q,7)?. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt Pjn = (etw, 0)" =
(=1,0) = =l und damit v , . = (to T2r/n 471" = —1 fiir jedes x € D. Damit gilt 7, = 7¢ = v/ = —1 und
die Elemente 7y, 7y, 7, konnen folglich nicht in ['(p, ¢, 7)? liegen. Es gilt also —ry, —ry, —rw € I'(p, ¢,7)%. Da
die Zahlen p, ¢ und r ungerade sind, gilt (—ry ) = (—ry)? = (—ry)" = 1. Hier sicht man direkt, warum p, ¢
und r ungerade sein mussen. Die restlichen Behauptungen folgen nun aus dem Satz 7. m

BEMERKUNG. Mit Hilfe der expliziten Darstellung von 7, r, und r,, in der nachsten Proposition und unter
Benutzung der verschiedenen trigonometrischen Formeln fiir das Dreieck A(p,¢,7) kann man auch direkt
nachrechnen, daf} ryr,r, = —1 gilt.

Fur spatere Rechnungen beschreiben wir noch die Elemente r,, 7, und r,, explizit.

ProPoSITION 10. Unter den Identifikationen SU(1,1) 2= S und C* =R* gilt

— (¢i™/P ) = Toan T 0.0

ry = (™7 0) = (cos —,sin —, 0, 0),
(€71,0) = (cos Losin Z,0,0)
ry = (cos T + icosh £, sin E, —i¢sinh ¢, sin z)
q
= (cos E, cosh £, sin E, 0, —sinh £, sin E),
q q
7y = (cos T + icosh £, sin E, —ie' sinh £, sin z)
r r r

T .o . T . ) T .w
= (cos —, cosh £y, sin —, sinh £, sin — sin —, — sinh £,, cos —sin —).
r r p r p r

Es gilt also

— (e”/p, 0), 7y = (cos T + iC'sin E, —iB)
q q

und fir k,l € Z

: l l
= (e 0y, ol = (cosﬂ-——i—iC'sinﬂ-—,—iB(l)),
q q

wobei C' = cosh £,,, S = sinh £, B(l) := S-sin %l und B := B(1) = S-sin % gilt. Es gilt dabei B(l) = B(q¢—1)
und damit B = B(q —1). Es gilt also

T . .
ré~t = (= cos = 4 iC'sin —, —iB).
q q

BewEels. Die Formeln fir ry = ry 97/p, ™v = Tv 27/ Tw = Tw,27/r) rk = Ty 2nk/p und rl = 7y 271/q folgen
aus der Proposition I.1 wegen u =0, v = |v|, w = |w|- €' und £, = p(0,v), £y = p(0,w). m



KAPITEL 111

Konstruktion der Fundamentalbereiche

Xypo>KeCTBEeHHOe KOHCTpyupoBaHue — ocobblit BUf
XYAO>XEeCTBEHHOro TBOpYeCcTBa B o6NacTu TexXHUKH,
3ajada KOTOpoOro caeflaTb HOBble CTaHKu, Npubopsl,
aBTOMOGUN, TeNeBU30OPbLl U APYyrne TeXHUn4Yeckne ns-
Aenunsa He TOJNIbKO TeXHWYeCKN COBePLUEHHbIMW, HO 1
yaOGHbIMKW ON1A YesloBeKa, KpaCUBbIMMW NO CBOUM hop-
Mam, oTAesike, UBeTy.

SHynknonegudeckuli cCJioBapb rOHOIro TEXHUKA

§6. Elemente der Konstruktion

F(F) = T'. Die Untergruppe T ist entweder gleich 7=1(T'), oder sie ist eine Hochhebung F2 von T’
: in SU(1,1). Es sei u € D ein (ausgezeichneter) Fixpunkt von T, das heifit es sei T', # {id}. Es sei p
die Ordnung des ausgezeichneten Fixpunktes u von I', das heifit p := |F | (aus Ty # {id} folgt p > 1). Es
sei n:= |Ty], also n = 2p im Falle T = 7= (I') und n_plmFaHeF—F2 Es sei [, ;= [~tan T, tan T]. Es
sei ferner It :=[0,tan =] und I; :=[—tan T, 0].

Es sei (-, ) die Standardbilinearform der Signatur (4,4, —, —) auf R* = C?.
S:={xecR*: (z,2) =1} ={(a,b) eC?:al>— b =1}

ist die Pseudosphare vom Radius 1. Die Abbildung

a b
( )b—)(a,b)
b a
a b
SU(l,l):{(b ):a,bEC, |a|2—|b|2:1}

mit S. Dadurch wird auf S eine Multiplikation induziert. Durch lineares Fortsetzen der Multiplikation von S
erhalten wir eine Multiplikation auf C*: fiir (ay,b1), (a2, b2) € C? gilt

1dentifiziert

(a1,b1) - (az,bs) = (aras + biba, arby 4 bras).

Es sei A = C* = R? mit (-, ) und der oben beschriebenen Multiplikation. Man hat die Konjugationsabbil-
dung A — A mit (a,b) := (a,—b). Fir g € Sgilt g = ¢~!. Fiir x,y € A gilt (z,y) = Re(zy). Fiir jedes a € A
mit (a,a) # 0 sind die Abbildungen # — a -2 und # — 2 - a Isometrien von A. Die Bilinearform (-, -)

induziert eine Lorentz-Metrik auf S. Diese Lorentz-Metrik stimmt bis auf den Faktor —% mit der Killingform

auf SU(1,1) = S iberein. Essei Ay = {x € A: (z,2) > 0} und A_ .= A\A; ={x € A: (z,z) < 0}. Ferner
sel U Ay — Smit ¥(z) := #/+/(z, z) die radiale Projektion. Fiir eine Teilmenge M C A sei M4 := MNAy.

FirgeAsel By ={y€A:(yg9) =1} Hy={yeA:(y,9) <ltund I, :={y € A : (y,g9) > 1}. Fir
g € Sist I, die Hyperebene durch ¢ tangential an S, H, der von F, begrenzte Halbraum, der 0 enthalt,
und [, der von F, begrenzte Halbraum, der 0 nicht enthalt.

Fiir ¢ € Tusei L, :={g €T : gu = x},

Qr = ﬂ H, und R,:=A\Q.= U 1,.

g€Le g€L,

15
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III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die Mengen Qy als vierdimensionale Prismen

ProprosiTiON 11. Fira,g € A gilta-FEy = Euy, a-Hy = Hygund a -1y = I4y. Fir x € I'u und a € r
mitau==z gilt Ly =a- L, und Q, = a - Q.

BeEwEls. Fur a,g € A gilt

a~Eg:a~{x:(x,g):1}:{y€A:(a_ly,g)zl}:{yEA:(y,ag):l}:Eag,

genauso fir a - Hy und a - 1. FiirxEFuundaEfmitau:xgﬂth:a~fu:a~Lu und

Q: = ﬂ Hy = ﬂ Hy = ﬂ Hyg= ﬂ a-Hy=a- ﬂ Hy=a -Qyu. m

geL, ge€a-Ly geLy geLy geLy

Die Kombinatorik der Fundamentalbereiche, die wir konstruieren werden, hangt von der Wahl des Fixpunk-
tes u ab. Allerdings spielt dabel nur die Ordnung des Fixpunktes eine Rolle,; da die Fundamentalbereiche
zu verschiedenen Fixpunkten gleicher Ordnung durch Konjugation mit einem Element von S ineinander
ubergehen. Wir konnen ferner ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl «w = 0 gilt.

§7. Die Mengen Q, als vierdimensionale Prismen

Fur das Verstandnis der Konstruktion ist es nitzlich, die Mengen Q,, © € T'u, geometrisch zu veranschau-
lichen und ihre Lage relativ zu Ay zu studieren. Es wird sich herausstellen, dafl die @, vierdimensionale
Prismen iiber regelmaBigen n-Ecken sind, deren Zentren auBerhalb von Ay (und sogar aufierhalb von A )
liegen und die desto kleiner sind, je groler |z| ist. Um diese Aussage zu prazisieren, untersuchen wir Durch-
schnitte von A, bzw. ), mit zweidimensionalen affinen Unterraumen:

DEFINITION. Es sei M C A. BEs sei MC(w) = {z € C: (w,z) € M} fiir w € C und
MW) =M (1 4iw)={zeC: (1+iw,z) € M}

fur w € R.
ProposiTION 12. Ag(w) mit w € C ist das Innere des Kreises vom Radius |w| mit Zentrum im Ursprung,

insbesondere ist Ay (w) mit w € R das Innere des Kreises vom Radius v 1 + w? mit Zentrum im Ursprung. m

Die Definition
Qx = m Hg

g€L,

liefert eine Beschreibung von QS (w) C C als Durchschnitt von endlich vielen Halbraumen. Um Q%(w) als
ein regelmafBiges Polygon nachzuweisen, brauchen wir also eine derartige Beschreibung von regelmafigen
Polygonen in C.

LEMMA 13. Essei zg € C, r € Ry und 6 € R. Die Losungsmenge des Ungleichungssystems

Re((zo—z)exp(i(%—ﬁ))) <r fiurk=0,...,n—1

ist dann ein regelmafiiges n-Eck mit Zentrum zo, Inkreisradius r und Umkreisradius R = ———. Die Seite

des Polygons, auf der die erste Ungleichung zur Gleichung wird, hat dabei die Versetzung 8, das heifit, der
Winkel (im positiven Umlaufsinn) zwischen der Richtung, die der positiven reellen Achse entgegengesetzt
ist, und dem Strahl aus dem Zentrum des Polygons durch den Mittelpunkt der Seite ist 6.

Lol

ABBILDUNG 3. Versetzung 6 des Schnittbildes von Q.
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BEwWEIS. Die Aussage des Lemmas ist klar im Falle » = 1, § = 0 und zq = 0. Die anderen Falle erhalt man
aus diesem Fall durch Streckung, Drehung und Parallelverschiebung. m

SATZ 14.
(1) Esseiw € C,u=0, € Tu\{u} und g = (a,b) € L' mit g(u) = z. Q%(w) ist dann ein regelméifBiges

_ /1 — 2 — 2
n-Eck mit Zentrum %, Inkreisradius %llxl und Umbkreisradius lelc% Der Abstand des Zentrums

- Die Seite Eg N Q% (w) des Polygons hat die Versetzung § = arg(b).
(2) Es sei w € C. Dann gilt

Qy(w) = {

zum Ursprung ist Ll

C, falls Re(wexp(ZE)) <1 fiirk=0,...,n—1

n

&, sonst.

C, fallswel,
Qu(w) =

&, sonst.

(3) Es sei w € R. Dann gilt

BEWEIs. Es sei # € Tw und g = (a,b) € [ mit ¢g(0) = z. Im Falle 2 = w = 0 sei ¢ := (1,0). Aus der
Definition von @, folgt

n—1
Q. = ﬂ nggw :{yEA:(gr’&Zng1fiirk:0,...,n—1}
k=0

mit ¢ := 2L, Wegen réﬂw = (ef¥,0) gilt
gr’&w = (aeﬂw, be_“W).
Q% (w) wird also beschrieben durch das Ungleichungssystem

(%) Re(wae™® — zbe™"9) <1 fiir k=0,...,n—1.

(1) Essei  #£0. Aus z = g(0) = b/a folgt a = b/&. Aus

Ly 1— |of?
L=la = |b]* = =5 — [b]* = |b]* - e

||

folgt nun |b] = |z|/+/1 — |z|?. Es sei

1= z|? 1
ri= ViZlP 1 und @ := arg(b).

EI

Es gilt also

b= -’ und a= ==,
r rT
Es sei zg := % Fur £ =0,...,n — 1 gilt dann
ke g —ik 1 W oiko—8) = —i(ko—8)
Re(wae'™? — zbe™""¥) = — - Re(—=€"V"¥7%) — Ze =)
r T
= E ~Re(zoei(’w_€) — zeilkyp=10))
”
und

2 Re(zoei(kw_e) — zeilkyp=10))

= (Zoei(ktp—t?) — Zei(kw_e)) =+ (zoei(/w—9) — Zei(ktp—t?))

— (ZO i Z)ei(ktp—t?) + (ZO _ Z)ei(kw—G)

= 2Re((20 — z)ei(kw_e)).
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Es gilt also

i ; 1 .
Re(wae™*® — zbe™F?) = — . Re((20 — 2)e!*¥™%))
r

und
Re(wae““”’ — Ebe_““”’) <1 <= Re((z0 — z)ei(’w—e)) <r

Das Ungleichungssystem (x) ist also aquivalent zu
Re((z0 — 2) exp(i(% -0))<r firk=0,...,n—-1

mit
V1= |z]?
r=—-—— 0=arg(bh)
||

81| &

und zp =

Die Losungsmenge des Systems (#) ist damit nach dem Lemma 13 ein regelmifiges n-Eck mit
Zentrum zp, Inkreisradius r und Umkreisradius 7/ cos Z. Die Seite des Polygons, auf der die erste
Ungleichung zur Gleichung wird, also die Seite £, N QS (w), hat die Versetzung arg(b).

(2) Nun sei # = u. Es gilt ¢ = (1,0), das Ungleichungssystem (*) ist dann dquivalent zu

Re(wexp(%m)) <1 furk=0,...,n—1.
Damit gilt

C, falls Re(wexp(%m)) <1 furk=0,...,n—-1

sonst.
(3) Es gilt also

C, falls Re((1 — iw) exp(%”“)) <1 furk=0,...,n—1
Qu(w) =

%] sonst.

bl

Dabei gilt Re((1 — iw) exp(2Z£)) = cos ZZ% + wsin 275 und

1 — cos 2Tk 2 &
w<fk”_tan , falls sin =22 > ()
sin =%
n
2k
cos M + wsin 225 2”’“ <1 << cos — < 1, falls sin <22 Zﬂk =0
n
1 — cos 2Tk 2 &
w > fk”—tan— falls sin 222 < 0.
sin =7+

Wegen der Monotonie der tan-Funktion auf (0, §) und auf (7, 7) folgt damit

COSM—I—wsm 2”’“ <1

Nir ko nt tan(r — L) Cw L tan Se=r|w[ < tan T m

Die folgenden Ungleichungen ergeben sich aus der Approximation der Prismen (), durch die ihnen um-
bzw. einbeschriebenen Zylinder. Mit Hilfe der letzten dieser Ungleichungen wird spater gezeigt, dafl die
Familie {Qg }zery in Ay lokal endlich ist. Diese technische Aussage spielt wiederum eine wichtige Rolle im
Beweis der Tatsache, dafi die Teilmengen F,; von S, die wir konstruieren werden, Fundamentalbereiche fiir die
Operation von T' auf S sind. AuBerdem werden wir diese Umbkreisabschatzungen benutzen, um Q, N F, = @
fur gewisse ¢ € ['u zu beweisen und damit eine Darstellung des Fundamentalbereichs F, als einen endlichen
Durchschnitt endlicher Vereinigungen von Halbraumen herzuleiten.
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PropPosSITION 15. (Umkreisabschdtzungen) Fir ¢ € Tu\{u} und (w, z) € Q, gilt

V1=|z|? V1= |z]?
- < Jw[ = [z| 2| £ ——5—
cos - cos =
und
— |zf?

s

w| —]2] <
cos T
n

BeEwEIs. Nach der Definition gilt (w, 2) € Q. genau dann, wenn z € Q%(w) gilt. Nach Satz 14 ist Q%(w) ein
regelmaBiges Polygon mit Umkreisradius R v 1_|xL2 und Abstand d = 14 des Zentrums zum Ursprung.

= [¢]cos T I
Damit gilt d — R < |z] < d + R und folglich —R < d — |z] < R, was zu der ersten Ungleichungskette fiihrt.
Aus || < 1 folgt nun

[w| = [z] < w| = fz] -]z <

Mit Hilfe dieser Proposition kénnen wir eine untere Schranke fiir Betrage der Punkte in @, (w) herleiten.

ProposITION 16. Fir x € Tu\{u} gilt |z| > M(|z|,w) - V1 + w? fiir alle z € Q(w), wobei

2
Mtw) = - [1- 120 ),
t cos =1 4 w?

§8. Die Konstruktion

ZUR ERINNERUNG. T ist eine diskrete Untergruppe von PSU(1, 1), I’ eine Untergruppe von SU(1,1) mit

n(T') =T. Fir g € A gilt
Hy={xechA:(r,9) <1} und E;={zchA:(z,g9) =1}

Fir v € Tugilt L, = {g € T : gu =2} und Q, = Nyer H,.

ZUR NOTATION. Fur einen topologischen Raum X und eine Teilmenge A von X werden das Innere und die
abgeschlossene Hiille von A in X mit Intx (A) und Clx(A) bezeichnet.

DEFINITION. Es sei P := Ugery®@y und 04 P := (OP); = 0PNA,. Fir g € [ sei Fy = Clg,p(Ints, p(L£yN
01 P)). Es sel ferner F, := U (F).

Satz 17. T operiert auf dem Rand OP von P. Die Menge 0, P := 0PN Ay ist invariant unter der Operation

von I'.
Fg = Cla+p(1nta+P(Eg n 8+P))

ist ein Fundamentalbereich der Operation von T' auf d; P. Die radiale Projektion ¥ : A, — S induziert
einen I'-dquivarianten Homéomorphismus ¥|s, p : 04 P — S. Das pseudospharische Polytop Fy, = W(F) ist
ein Fundamentalbereich der Operation von I' auf S. Die Uberdeckung {fg}gef von S ist lokal endlich.

Fiir je zwei verschiedene g, h € T liegt FyN Fy in der totalgeodatischen Untermannigfaltigkeit (9 — h)+ NS
von S.

Ist T' cokompakt, so ist I, ein kompaktes Polyeder, das heifit eine endliche Vereinigung von endlichen

kompakten Durchschnitten affiner Halbraume.

Thomas Fischer hat diesen Satz fiir den Fall T = 7~ '(I') in seiner Dissertation [Fi] formuliert und bewiesen.
Einen anderen Beweis des Satzes fiir I' = #=(T'), an den unser Beweis angelehnt ist, findet man in [Ba].
Wir geben hier einen Beweis, der beide Falle I' = 77 1(T') und ' = I'? einschlieft.

Vor dem eigentlichen Beweis benotigen wir noch einige Hilfsaussagen. Aus der Definition von @, folgt sofort

19
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III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Die Konstruktion

LemMa 18. Firz € I'u, a € Ay und A € R gilt
(1) a€Q,,0< A< = Aa€QS,
(2) a g QA>1=Aag Qp. m

LEMMA 19. Zu jedem x € Twu und a € S existiert ein Ay > 0 derart, dal Aa € @, fiir alle A € (0, Ag]
und Aa & Q) fiir alle A € (Ao, +00) gilt.

BewEts. Es gilt Q, = {(w,z) € C?: w €11, }, wobei II,, das regelmiBige n-Eck

M, = {w € C: Re(wexp(XE)) <1 firk=0,...,n—1}

in C ist. Offenbar gibt es zu jedem w € C\{0} ein Ay > 0 derart, dal Aw € II, fiir alle A € (0, Ag]

und Aw ¢ II,, fir alle A € (Ag, +00) gilt, woraus die Behauptung des Lemmas im Falle 2 = u = 0 folgt.
Fiir ¢ € Tu\{u} folgt die Behauptung daraus, dal @, = ¢ - Q,, mit ¢ € T gilt. m

LEMMA 20. Die Familie {Q, }sery ist lokal endlich in A .

BEWEIs. Essei (wg, 2z0) € Ay. Man wahle ein € > 0 mit |wg|—|z0] > €. Dannist U := {(w, z) € A : |w|—|z| >
¢} eine offene Umgebung von (wg, z9). Fir # € Tu\{u} mit |z| groB genug gilt nach Proposition 15

V1= Jaf?

cos T
n

w] = 2] < <e

fiir alle (w, z) € Q; und damit Q, NU = @. Zu jedem (wy, zp) € A4 gibt es also eine Umgebung U in Ay
und eine Zahl R derart, daf nur die Prismen @, mit |#| < R die Umgebung U schneiden kénnen. Die Menge
{x € Tu: |z| < R} ist aber endlich, da T diskret ist. m

LEMMA 21. P, ist abgeschlossen in A, das heifit 0, P C P;.
BEwEIs. Wir zeigen, dal A \P offen in Ay ist. O.B.d.A. gilt Ay\P # @. Es sei a € Ay\P. Nach

Lemma 20 existiert eine Umgebung U von a in Ay und eine endliche Teilmenge £ von 'u mit Q, NU = @

fur alle ¢ € Tu\F. Dann ist U\P = U\ |J @, eine offene Umgebung von a in A;\FP.n
reFR

LEMMA 22. Es gilt
orPchrn ) oQ.n () Re

z€lu relu

BeEwels. Nach Lemma 21 gilt 0, P C Py. Esseip € 0P. Ausp € Q2 furein z € ['u wirde U C Q% C P
fir eine Umgebung U von p und damit p ¢ 9P folgen. Damit gilt

o, PCcP\|J@=4:n ] 0Q:n ) Ry

rzelu z€lu relu

PROPOSITION 23. F} ist ein Fundamentalbereich der Operation von r auf 01 P. Die Uberdeckung {Fy}
von 04 P ist lokal endlich.

gel

BEWEIs.

(1) CI( Y Int(Fy)) = 0+P: Es sel a € 04 P. Nach Lemma 20 existieren ¢q,...,¢9n € I und eine
gel’
Umgebung U von a derart, dal gilt

o, PNU =) E,no,PNU.

i=1

Esseii € {1,...,n}. Die Hyperebenen Fy und E}, schneiden sich fiir ¢ # h transversal, damit ist £,,N
04+ PNU gleich einem Durchschnitt von U mit einer endlichen Vereinigung endlicher Durchschnitte von
Halbraumen. Deswegen gilt £y N0y PNU = Cls, pav (Ints, prv (Ey,N0; PNU)) und a € Cl(Int(Fy,))
fiir ein i € {1,...,n}.

(2) Int(Fy) N Fp # @ = g = h: Es sel g # h, dann schneiden sich F, und Ej transversal, also hat der
Durchschnitt Fy, N Fj keine inneren Punkte in £, also auch keine inneren Punkte in Fj,.

(3) Die lokale Endlichkeit der Uberdeckung {Fy}

geft folgt aus Lemma 20. m
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PROPOSITION 24. W|a,p : 04 P — S ist ein f—éiquivarianter Homéomorphismus.

BEWEIS.

(1) W|s,p ist injektiv: Ist W|s, p nicht injektiv, so existieren ¢ € A und A € (0,1) mit g,\g € ;P
Nach Lemma 22 gilt ¢ € Q) fur ein x € I'u. Nach Lemma 18 folgt Ag € Q2 und damit Ag ¢ 04 P
wiederum nach Lemma 22. Widerspruch.

(2) W|s,p ist surjektiv: Es ist zu zeigen, dafl es zu jedem a € S ein A > 0 mit Aa € JP gibt. Es seia € S
und A :={A>0:Xa € P}.

o A # @: Es genligt zu zeigen, dafl es ein A > 0 mit Aa € @y, gibt. Es sei a = (wq, z9). Nach Satz 14
gilt
Qu = {(w,z) € A : Re(w), Re(wé), ..., Re(we"™1) < 1}
mit & := exp(—2w/n). Fir A := m
|w] =1 fir alle k € {0,1,...,n—1}.
o A ist von oben beschrankt: Nach Lemma 20 existiert eine endliche Teilmenge £ von I'u mit a € @,
fir alle x ¢ £. Nach Lemma 19 existiert Ag > 1 mit Aa € @), fur alle # € £ und A > XAg. Nach
Lemma 18 gilt Aa & @, auch fir alle z € £ und A > Ag, also gilt Aa € P fir A grof} genug.
o Es gibt ein Ap > 0 mit Aga € OP: Fir Ag := max A gilt Aga € P und Aa ¢ P fir alle A > Ag, also
gilt Aga € OP.
(3) W|a,p ist stetig, da W stetig ist.
(4) W|a,p ist offen: Es sei ¢ € 01 P. Nach Lemma 20 existiert eine Umgebung U von ¢ und eine endliche

Teilmenge £ von 'u mit Q, NU # & fir alle x € K und Q, NU = @ fur alle « € £. Wegen g € 0P

gilt sogar g € Q) fur alle z € E. Es sei

> 0 gilt Aa = (w, 2) mit |w| = 1 und damit Re(wé*) < |wék| =

V=[] ¥0Q.nU)CS.

reFR

Die Teilmenge V' C S ist offen und enthalt ¥(g).

Es bleibt zu zeigen, daf die offene Teilmenge V' von S in ¥(9; P NU) enthalten ist. Es sei a € V.
Zu jedem x € FE existiert ein A, > 0 mit A\ya € 0Q, NU. Setze A, := mz%(/\ und wahle z, € F

mit Ay, = A.. Dann gilt A,a € 0Q,, NU C PNU. Nach Lemma 18 gilt Aa € @, fur alle z €
und A > A.. Damit gilt Ava € P und Aa ¢ P fir alle A > A.. Daraus folgt A,a € 9P N U und
damit a € T(OP NT).

Somit ist V. C (9P NU) gezeigt, V ist also eine offene Umgebung von ¥(g) in ¥(d4 P).
(5) W|a,p ist Aquivariant, das heifit es gilt W|s, p(a-x) = a- V|, p(x), weil dies offensichtlich fiir ¥ gilt.

ProprosITION 25. Es gilt

z€lu relu

BEwEIs. Essei p € Ay NUgperudQy NNgeruRe. Es sei @ € ['u derart, dal p € 0@, gilt. Nach Proposition 24
enthalt der Strahl {A-p : A > 0} genau einen Punkt aus J;P. Fir A € (0,1) gilt A-p € QF und
damit A -p & 04 P. Fir A € (1,400) gilt A -p € RS und damit A - p & 9, P. Somit bleibt der Punkt p als
einziger Punkt auf dem Strahl, der in d4 P liegen kann. Wir haben damit die Inklusion

Ayn | 9Qen () ReC 4P

z€lu relu

gezeigt. Die umgekehrte Inklusion ist bereits im Lemma 22 gezeigt worden. m
ProprosITION 26. Ist I' cokompakt, so ist Fy; ein kompaktes Polyeder.

BEWEIS.

(1) F,ist kompakt: Es sei {a; };er eine Folge in Int(F,). Es sei ¢ die Abbildung 3+PLS — I\S. DaT\$S
kompakt ist, kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafi die Folge {¢(a;)}
gegen einen Limes a € f\S konvergiert. ¢ ist surjektiv, also existiert ein @ € 94 P mit ¢(a) = @ und
damit auch eine Folge {h;} in T derart, daB die Folge {h;a;} gegen a konvergiert. Nach Proposition 23
besitzt a eine Umgebung, die nur von endlich vielen Fundamentalbereichen getroffen wird, also
tauchen in der Folge {h;} nur endlich viele Werte auf. Damit enthalt die Folge {h;} eine konstante

21



22 III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Eine andere Beschreibung der Fundamentalbereiche

Teilfolge {h;, Yrer, das heift es gibt ein & € T mit h;, = h fiir alle k € N. Dann konvergiert die
Folge {ha;, } gegen a und damit konvergiert die Folge {a;, } gegen h™'a und es gilt h='a € F,.
(2) Fy ist ein kompaktes Polyeder: Nach Lemma 20 und da Fj; kompakt ist, existiert eine endliche
Teilmenge N C ['u mit
Fy=E,nApn () Re.
TzeEN
Da F, kompakt ist, gilt Cly(Fy) = Clg, (Fy). Damit ist F; die kompakte Vereinigung von Zusam-
menhangskomponenten von Ey N (] R, also ein kompaktes Polyeder. m
TzeEN
Der Beweis des Satzes 17 ergibt sich nun aus bereits bewiesenen Lemmata und Propositionen wie folgt

BEWEIS.
(1) Nach Proposition 11 ist 04 P := P N A, invariant unter T.
2) Nach Proposition 23 gilt: F, ist ein Fundamentalbereich der Operation von I' auf 0y P. Die
g g +
Uberdeckung {Fy} ¢ von 91 P ist lokal endlic{l.
3) Nach Proposition 24 ist ¥|s, p : 9+ P — S ein I'-aquivarianter Homoomorphismus.
+ +
(4) Damit folgt: F, ist ein Fundamentalbereich der Operation von I' auf S. Die Uberdeckung {F,}

von S 1st lokal endlich. R
(5) FyNFy C (g —h)E NS fiir g,h € T mit g # h folgt aus

gel

F,NFy, CE,NE,NAy ={z €Ay (2,9)=(x,h) =1}
Clrehy (rg—h) =0} =(g— Wi,

und ¥((g — h)t) = (¢ — h)t NS.
(6) Nach Proposition 26 ist F, ein kompaktes Polyeder, falls I' cokompakt ist. m

§9. Eine andere Beschreibung der Fundamentalbereiche

ZUR ERINNERUNG. Fiir z € Tu gilt R, = A\QS = eL% 1y
gl

DEFINITION. Fur g € [ sei
Sg=EgN ngu)“ N ngu)_‘,

am 4am )
n n

also Sy = Ey N Hypy N Hyp, fiir T'= 77 Y(0) und S, = £, N Hypa N Hypa fiir [ =TI?. Insbesondere gilt
Se =FE.NOQy ={(1+wi,z) € A:wel,}.
Es sei ferner ST := {(1 +wi,z) € A:w € [T}

DEFINITION. Fiir ein N C Tu\{u} sei

Fy =4 NS N[ )R
TzeEN
Es sei FT 1= T\ fu}-
Sarz 271. Es gilt Ints, p(IT) = Intg, p(£. N 04 P) und damit

Cla+P(Inta+P(FF)) = Fe.
Es gilt also I, = IT, falls Cla, p(Into, p(fT)) = Iy gilt. Es gilt ferner F, C Fr und allgemeiner I, C Fn
fiir jedes N C Tu\{u}.
BEwEIs. Wegen S, = E. N0Q, gilt Fr = AL N Ee N IQy N Neeru\fu} e Nach Proposition 25 gilt

z€lu relu
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Damit gilt
FrchynEn | 0Qen () Ro=EcNoyP
zel'u z€lu

und folglich Ints, p(FT) C Ints, p(E. N 04 P). Es gilt ferner

E.nopP=AynEN () 0Q:n [ R CALNEN( )R
z€lu z€lu zelu\{u}

Es bleibt nun zu zeigen, dal Into,p(E. N 04 P) C 9Q, gilt. Wir nehmen an, daf8 es einen Punkt p €
Ints, p(Le N 04 P) mit p & 9Q, gibt. Wegen p € 01P gilt p € 0Q, fiir ein x € T'u\{u}. Damit
schneidet jede Umgebung von p die Menge F. N Q° C E\J4+P. Die Abbildung ¥ : Ay — S ist stetig
und die Abbildung ¥|s,p : 04 P — S ist ein Homéomorphismus, also schneidet jede Umgebung von p
die Menge (¥]s,p) " (¥(EN\O4P)) C 94 P\E.. Damit hat der Punkt p keine Umgebung in 9, P, die
in K. N 04 P enthalten ist, was der Annahme p € Inta+p(Ee N ;1 P) widerspricht. Damit haben wir
Ints, p(fT) = Ints, p(E. N d4P) und folglich Cls, p(Ints, p(fT)) = F. bewiesen. Da IT abgeschlossen
ist, gilt e = Cla, p(Ints, p(FT)) C Cla, p(#T) = Ir und folglich F, C It C Fiv fiir jedes N C T'u\{u}. u

BEMERKUNG. Man kann zeigen, daf} gilt

Inta+P(FF):A+ﬂEeme ﬂH;’

n() R

zeTu\{u}

§10. Die Prismen Q. fur « aus der Eckenkorona

Es seien p, g, r ungerade naturliche Zahlen und es sei r = I'%(p,q,7). In diesem Abschnitt legen wir einige
Bezeichnungen fest, um die Seiten der Prismen

Qmi =Q,, und Qun;:=0Qsz,,

beschreiben zu konnen.

DEFINITION. Definiere

Im ik = (—1)m+l+k errlvrﬁ und  Gmx = (—1)m+l+k r;”rfvurﬁ
fur m,l, k € Z. Es sei ferner
Em,l,k = E.‘]m,l,k’ Hm,l,k = H.(]m,l,k’ Im,l,k = Igm,l,k’
Eig:=FLoix, Hip:=Hoik, Lik:=Ior,
Em,l,k = Egm)l)k, gm,l,k = Hgm)l)k, [Nmylyk = Igm,l,k’
BEMERKUNG. Es gilt gm itqk = Im,ik+p = Im, ik fur m, [ k € Z.
PROPOSITION 28. Es gilt gm 1 x(0) = 2m und §m i x(0) = & . Es gilt ferner
p—1 p—1
Qmyu = m Hyt2¢ und Qm,l = ﬂ gmylyzi firm,,k€Z. n
i=0 i=0

Um explizite Ungleichungen fir diese Halbraume zu bekommen, rechnen wir die Gruppenelemente g,
und §p, 1 x aus.

ZUR ERINNERUNG. Es gilt ' =cosh ¢, S = sinh ¢, und B(l) =S -sin %l furl € 7.
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ProrosiTION 29. Fir m,l k € Z sei

wk ol _ w(k+m)

Dann gilt unter der Identifikation C* =~ R*

Im ik = 6(6i0 (cos A 4+ iC'sin A), —ie_“;B(l))
= 6<COS gcos A — Csinosin A,;sinocos A 4+ Ccososin A, —B({) sin §, — B(l) cos 5)
und folglich
2 € Hpp(w)<= —ez18In6 — €22c088 = —am 1 1 (W)
2 € Iy p(w)y<=rez18ind + €22 €088 > i p(w)
mit )
o= (=) an(w) = B0 Btk (W)
und
Bmikw) =1—ccosocosA+eCsinosin A — cw(sin o cos A + C cos o sin A).
Die Funktionen By, 1 und oy, sind linear.
Es gilt insbesondere
Joik = E(GM(COS A+ iC'sin A), —ie_mB(l))
= 6<COS kcos A — C'sinksin A, sin &k cos A + C cos k sin A, —B({) sin k, —B(!) cos K?)
und folglich
z € Hyp(w)<= —cz18ink — €29 cos & > —ay (W)
z € Iy (w)<=ez sink + €22 cos k = o k(W)
mit )
e= (=D, apw) = B0) Bk (W)

und
Bir(w) =1—ccoskcos A+ eCsinksinA — ew(sin k cos A + C cos ksin A).

Die Funktionen @y, und oy sind auch linear. Es gilt o i1 = 01 mar Uund Bm i = B mk -
Bewgis. Mit Hilfe der Proposition I1.10 berechnet man
; l l .
rﬁrlvr;” = (e“Tk/p’ 0)(cos 7T_ + iC'sin ﬂ-_’ _Z'B(l))(elﬂ'm/p ’ 0)
q q

= (/™ (M +R)/P (cog %l +iC'sin %l)’ —ie=im(m=R)Ir (1))

= (e"7(cos A + iC'sin \), —ie_iéB(l)). "

Wir konnen die Aussage der Proposition 28 nun prazisieren:

PRrROPOSITION 30. Epm 0, Emi2, - Emiap-1) sind die affinen Hiillen der Seiten des Prismas (Q)p,; im
negativen Umlaufsinn.

Eo,t,0(w) Fom,t,8(w)

Eo,t,2(w) Eo,t,6(w)
Eo,t,4(w)

ABBILDUNG 4. Schnittbild von @, ;.



III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Erklarung der Abbildungen von Fp und F.
BEWEIs. Es sei w € C und z € Tu\{u}. Nach Satz 1} und Proposition 29 hat die Seite E, 2k (w)
von (i (w) die Versetzung
(_1)m+l+1 (E + mm_ ﬂ) .

2 P P

Die Seiten By, i 0(w), Em12(w), ..., Eppop-1)(w) von Qi (w) haben damit die Versetzungen

T mwm m 7®m 27 m wm  2r(p—1)

2 p’2 p p 2 p p

falls m 4 [ ungerade ist, und

sonst. m

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir den Spezialfall ¢ = r, in dem die Beschreibung der Seiten von Q) ;

vereinfacht werden kann, genauer diskutieren, In diesem Fall gilt (vgl. Anhang) C' = cosh £, = ctg % -ctg ;—p.

PRrROPOSITION 31. Unter den Identifikationen SU(1,1) = S und C* = R* gilt im Falle ¢ = r

o T 7
ry = (e'7,0) = (cos —, sin —, 0, 0),
o= (F,0) = (oos T sin T0,0)

ry = (iA - e~ —iB) = (Asin 21,Acos 1,0, —B),
P

2p
rdl = (A - el —iB) = (—Asin l, Acos l, 0,-B)
2p 2p
mit A = SCIZLE Damit gilt: Es sel k eine gerade ganze Zahl. Mit § := (2k — 1) /2p gilt
, o k k
o1k = (—iA- ¢ iB - e_ZTk) = (Asind, —Acos d, Bsin ﬂ-—, Bcos ﬂ-—)
p p
und somit

k k 1
z € Hip(w) <= = sin 2~ + z9 cos ™ > E(A(siné—wcosé) - 1),
p p

k k 1
z €I p(w) <= —z sin ™ _ 29 COS ™ > E(—A(siné —wcosd)+ 1).
p
Mit o = EREUT gijy

. x . . 7k wk
gog-1k= (iA€', —iB - e_ZTk) = (—Asino, Acoso,—Bsin —, —Bcos —)
P

und damit
. Tk k 1 .
2 € Hy1 p(w) <= —z18ln — — z9co8 — > E(—A(sma —wcoso) — 1),
p p
k k 1
z € Ij_1 p(w) <= z1s8in ™ + 29 cos ™ > E(A(sina —wcoso) + 1).
p p

BEWEIs. Wir erhalten mit Hilfe der Proposition 11.10 r, = (e”/p, 0),

T T T T ,
1y = (cos — + iC'sin —, —iB) = (A(sin — + i cos —), —iB) = (Aie~ ™/ —iB
(cos o4 iC'sin = —iB) = (Alsin -+ icos 7). ~iB3) = )

und
rdt = (—cos g + iC'sin g, —iB) = (A(—sin % + i cos %), —iB) = (Aie™/* —iB). u

25
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III. Konstruktion der Fundamentalbereiche: Erklarung der Abbildungen von Fp und F,
§11. Erklarung der Abbildungen von Fxn und F,

In jedem der Falle werden wir die Menge Fy mit N = K bzw. N = £ genauer untersuchen und eine reduzierte
Darstellung dieser Menge als Fiy = A} N Fiy herleiten, wobel Fiy ein kompaktes Polytop in E. ist. Neben
dieser Beschreibung von Fy findet man auch Abbildungen, die das Polytop Fi darstellen.

Als Ergebnis der Berechnung des Fundamentalbereichs F, werden wir eine Darstellung von F, als kompaktes
Polytop in E, erhalten. Jeweils im letzten Abschnitt des entsprechenden Kapitels befindet sich die Abbildung
des Fundamentalbereichs F, und die Beschreibung der Seitenidentifikationen.

In diesem Kapitel soll erlautert werden, wie wir ein kompaktes Polytop in E. in einer Abbildung darstellen.
Ferner soll erklart werden, wie wir die Seitenidentifikationen des Fundamentalbereichs F, beschreiben.

Die Abbildungen von Fy, Fg bzw. F. werden ein kompaktes Polytop der Gestalt

sen() U 1

€€ gel,

mit Ly C L, fir z € € zeigen. Der dreidimensionale affine Unterraum F. = {(1 + iw,z) :w € R,z € C}
von A wird durch (1 +iw, z) = (Re(z), Im(z),w) mit B? identifiziert. Dabei wird die Menge

Se=FE.NH, ,NH _, ={(l4wi,z) e A:wel,}.

ki
’Tn

. enthaltene Seite

mit der Schicht {(z1, z2,w) 1w € I} in R3 identifiziert. Die in E.NE, 4 bzw. E.NE,

nennen wir Deckel bzw. Boden. Die Abbildungen stellen den Rand des Polytops ohne Deckel und Boden in
der orthogonalen Parallelprojektion dar.

_4nm

Nun zur Beschreibung der Seitenidentifikationen des Fundamentalbereichs F,. Unter der Abbildung des Po-
lytops Fe findet man eine schematische Darstellung seiner Oberflache (wiederum ohne Deckel und Boden),
die dazu dient, die Identifikationen der Seitenflachen darzustellen. Die Paare der zu identifizierenden Sei-
tenflachen sind in diesem Schema durch gleiche Schattierung, Zeichen oder Zahlen gekennzeichnet. In dieser
Weise werden die Identifikationsvorschriften fur einige Seiten angegeben, alle anderen Seiten sind Bilder
dieser Seiten unter der Drehsymmetrie p bzw. p’.



KAPITEL IV

Symmetrien des Fundamentalbereichs F,

Mbl 0OBOJILHO AONTO Kpy>Xuanm y XpamuHbl. W Kak
MOMJIN BrAAAbIBAaJIMCb B BOCTOYHYIO, IOXKHYIO U 3a-
nagHyro 6alWlHN U B COeMHABLIWE UX CTeHbl. YHTO
KacaeTcs Mpo4Yux NOMelleHUin — OHU BbIXOAWNN Ha
o6pbIB, HO, COMMAaCcHO 3aKOHaM CUMMeTpuu, He AoJ-
>KHbl ObIJIN OTNNYATLCA OT TeX, KOTOPble Mbl BUAENN.

VmbepTto 3ko. Vimsi posbi

ir nennen eine Isometrie ¢ von A eine Symmetrie des Fundamentalbereichs F., wenn ¢(9; P) =
Oy P und ¢(Fe) = Fe gilt. Fiir jede Isometrie p von A gilt ¢(Hy) = H,(g). Damit folgt aus der
¥ % DeﬁPition von 0+ P und~ F., dafl eine Isgmetrie @ von A genau dann eine Symmetrie von Fp ist,
wenn (') = T, ¢(9Tw) = ¢(g) - Ty fir alle ¢ € T und ¢(e) = e gilt. Ist eine Isometrie ¢ von A mit der
Multiplikation vertriglich, gilt also ¢(ab) = ¢(a) - (b) fiir alle a,b € T, so ist ¢ genau dann eine Symmetrie

von Fe, wenn ¢(I') =T, ¢(T'y) = Ty, und ¢(e) = e gilt.

Wir beschreiben nun einige Isometrien von A. Mit Hilfe der obigen Uberlegungen kann man dann einsehen,
daf} sie Symmetrien des Fundamentalbereichs F, sind. Diese Symmetrien werden wir spater oft benutzen,
um den Umfang der Rechnungen zu reduzieren.

Es seien p, q, 7 ungerade naturliche Zahlen und es sei L= I%(p,q,r).

DEFINITION. Die Abbildungen p: A — A und n : A — A seien durch p(g) := rygr; ! und n((w, 2)) := (w, 2)
definiert.

ProprosSITION 32. Es gilt
Py =Ty, =Ty _rurvrljl

und

N =Ty > —r;l, —Ty > —rv_l.

Fiir (w,z) € A gilt p: (w, 2) — (w, 2¢>™/?) und 5 : (w, 2) + (W, Z). p und n sind Isometrien von A und mit
der Multiplikation vertraglich. Es gilt

und
n(Eg) = Epg), n(Hg) = Hygy, 1ly) = Iygg)
fur g € A. Dabei gilt fir m, [,k € Z

P(gmik) = gmatik-1 und 0(gmik) = g—m i, k-
Die Abbildungen p und 7 tberfiihren die Teilmengen Ay und S, von A in sich. Es gilt
PSS =85, p(S0) =50 und (S =87, n(S0) =5
BeEwEIls. Mit Hilfe der Proposition I1.10 berechnen wir

n(ra) = n((e'7,0) = (77 ,0) = vy

und - - -
n(ry) = n((cos — + isin —cosh £,,, —isin —sinh £,))
q q q
= (cos T _isin zcoshﬁv, 1sinh £, sin z) =r L
q q q

27



28 V. Symmetrien des Fundamentalbereichs F.
Fir (w,z) € A gilt
p((w, 2)) = (™2 0)(w, 2)(e~™/P,0) = (™ /Pw, e™/P2) (e~™/P 0) = (w, ze>™/P),

Fur m,l k € Z gilt

-1 I+k 1.0 k=1
P(gmik) = Tudmipry ' = (1) TRt el =t = g1 e
und
_ m_ 1 kY __ —-m =l -k _
n(gﬂ%l,k) - 77(57°u rvru) =ETy Ty Ty = Y9-m—l,—k

wobel £ 1= (_1)m+l+k — (_1)—m—l—k. .

ProPOSITION 33. Die von p und n erzeugte Gruppe {p,n) von Isometrien des Fundamentalbereichs F, ist
eine Diedergruppe.

Im Falle ¢ = r besitzt der Fundamentalbereich F, zusatzliche Symmetrien.
DEFINITION. Die Abbildung p' : A — A sei durch p/(g) := v’ gr! " definiert, wobei r/, := Tux/p 8ilt.
PROPOSITION 3j. Fir (w,z) € A gilt

pi(w,z) = (w,ze”/p).

Es gilt (p')? = p. Es gilt
-1

/o, g—1
P iy —Ty, Ty b Ty T,

p' ist eine Isometrie von A und mit der Multiplikation vertraglich. Es gilt

p(Ey) = Epg), p(Hy) = Hpi(g), p(ly) = Lo (g)

fiir g € A. Fiir jede ganze Zahl k gilt ¢’ (¢m,1 k) = gm,g—1,k—1 und p'(gm,g—1,%) = gm+1,1,k- Die Abbildung p'
tiberfiihrt die Teilmengen A, S., ST, S von A in sich.

BeweEis. Fiir (w,z) € A gilt
p’((w,z)) — (em'/Zp’0)(w’z)(6—m’/2p’0) — (em'/pr’em’/ZpZ)(e—m'/Zp’O) — (w’zem’/p).
Mit Hilfe der Proposition I11.31 berechnen wir

p(r) = p (€717, 0)) = (717, 0) = 1

und
Pl = (GA €™ iBY - (eT TP 0) = (A - e —iBe™P) = pf (r,).
Damit gilt p/(r,r¥) = r4~ Lty tph = pa=1pE=1 Daraus folgt p'(901,k) = goq—1k—1 flir jedes k € Z. Durch

analoge Rechnung oder unter Benutzung der Identitat (p')? = p zeigt man, daB p/(gm g—1.4) = Gm+1,14 TUr
jedes k € Z gilt. m



KAPITEL V

Endliche Darstellung des Fundamentalbereichs als kom-
paktes Polytop

A cepoe 3epkano peku, nHorga c Gykcu-
POM, NbIXTALWMNM NPOTUB TEYEHUA, paccKa-
3a/10 MHe O 6eCKOHeYHOCTU U cTouunsme
6onblwe, Yyem MaTeMaTUKa U 3€HOH.

HNocud Bpoackuii, MeHnbuie equHuibl

» ach Satz I11.17 ist das Polyeder F, kompakt, falls die Untergruppe I' cokompakt ist. In diesem Fall

(‘»’ existiert eine endliche Teilmenge N von Tu\{u} derart, dafl F. = Fy gilt. Der Satz IT1.177 gibt aber
o ' ¥ Leinen Hinweis darauf, wie man diese endliche Tellmenge findet. In diesem Kapitel werden einige
Methoden beschrieben, um so eine endliche Darstellung des Fundamentalbereichs F, zu erhalten. In allen
sechs in dieser Arbeit genauer betrachteten Fallen gilt F, = Fg, in allen Fallen bis auf den Fall r= [(7,5,3)?
gilt sogar F, = Fi.

§12. Netzabschatzung fir Fy(w)

Wir zeigen durch die Approximation der Prismen @, durch die ihnen einbeschriebenen Zylinder, dafl fur
jedes w € I, die Teilmenge (Se N[, ¢, e )(w) von C auferhalb eines Ringgebietes liegt. Unter bestimmten
Voraussetzungen folgt daraus eine Abschatzung fiir die Betrage der Punkte in Fi(w).

DEFINITION. Ein s-Netz vom Radius d ist eine endliche Teilmenge der Kreislinie vom Radius d mit Zentrum 0
in C, so daB fiir eine Numerierung @1, ..., &, Zmy1 = €1 im Umlaufsinn max; |¢; — ;41| = s # 0 gilt. Aus
der Dreiecksungleichung folgt dann s < 2d

DeFINITION. Fiir ein s-Netz N C T'w\{u} vom Radius d < 1 mit s < 2dv1 — d? sei

2d?

= =

und
4d?(1 — d?) — s?

S

QN =

Es sei ferner

Iy (W) = ¥ ( /4d2 — ¢4d2 (1-d?) B 52)

1+ w?

1 4d2(1 —dz)
+ — 2 2 2
EN(w)._QZ( 4d S —1—\/ - - 5)

fir w € [-Qu, Qn]. Die Funktionen £3;(w) und EJ‘I\} (w) sind gerade. £y (w) ist monoton fallend auf (—Qy, 0)
und monoton steigend auf (0, Qx), £1 (w) ist monoton steigend auf (—Qy, 0) und monoton fallend auf (0, Q).
Es sei

und

+ .+ T 4 T 1 T
Oy ._EN(tang)_EN(—tann) 2d2< 4d? — szi\/4d2(1—d2)coszg—52),

falls tan = < Qn gilt.

DEFINITION. Fur ¢ > 0 sel
Se(t) ={(1+wi,z) € A:we[—1,t]},

es gilt also insbesondere S, = Se(tan 7). Fiir ein Netz N C I'u und ¢ € [0, Q] sei

Un(t) ={(1+4iw,z) € Se(t) : |z]| < ty(w) - V1+w?}

29



30 V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Netzabschatzung

und

Uy = Uy (tan %) = {(14iw,2) €S, : |2] < Ly (w) - V1+w?}.

BEMERKUNG. Die Abbildungen p,  und p’ tiberfiihren die Mengen Uy (¢) und insbesondere Uy in sich.

ProposITION 35. Fiir ein s-Netz N C T'w vom Radius d < 1 mit s < 2d/1 — d? gilt:

Fiir jedes w € [—Qn, Q] und z € ( ﬂRx) (w) gilt entweder
reEN

2] < Gy (@) V1 + o

oder

2| > F (w) - V1 +w?

Ist Qn > tan - und £y <1< %, so ist jede zusammenhéangende Teilmenge von Se N (0 Ry, die nicht in A_
TzeEN
enthalten ist, in Uy C Ay enthalten. Es gilt ferner Fiy C Uy C Ay

Allgemeiner gilt: Ist t € [0,Qx] und €5 (t) < 1 < £§(t), so ist jede zusammenhéingende Teilmenge von
Se(t) N Rz, die nicht in A_ enthalten ist, in Uy () C Ay enthalten.

TzeEN
BEwWEIS. Essel 21,...,2m, €me1 = €1 eine Numerierung von N mit max |2; —@ip1| = s. Esgilt |o;| =d
i=1,...m
fir i =1,...,m. Essel w:= 1+ iw. Nach Satz ITI.1} sind Qg,(w) fir ¢ = 1,..., m regelmaBige Polygone
mit Zentren z; = & und Inkreisradius r = ¥ 1gd2. Firi=1,...,m gilt also |z| = % = % und
T S . Wl - = |
Zi — Zig1| = | — = — — Tl — X | = 5 0 | Tl — Ty
i @ipr| @] @i d?
Somit bilden z1, ..., zy ein s'-Netz vom Radius d' := 1}"”2 mit s’ := ﬂ@. Fiir « € N liegt z aulerhalb

von @y (w) und damit erst recht auflerhalb des @ (w) einbeschriebenen Kreises.

s'/2 % 2

ABBILDUNG 5. Umbkreisabschatzung.

Unter der Voraussetzung 2r > s’ schneiden sich die den Polygonen Q,(w) und Q. ,,(w) einbeschriebenen
Kreise und es gilt

ol < \Jd? = (5//2) = /PP = (22 oder |z > \/d® — (s//2)2 + /7 — (5 [2)%.



V. Fundamentalbereich als kompaktes Polyeder: Netzabschatzung 31

Dabei ist die Voraussetzung 2r > s’ zu der Ungleichung 2dv/1 — d? > sv/1 + w? und damit zu der Voraus-
setzung |w| < Qn aquivalent. Ferner gilt

VO~ 27+ TR

_¢1—|—w2 52(1+w2)i\/1—d2 s2(1+w?)

d2 4d4 Az 4d?
_ Vitw? 4d? — 52 + éﬁi@;ﬁlﬁl-—s2
2d? 14+ w? ’

Es gelte ¢y < 1 < £f. Wegen der Monotonie von £y (w) und £ (w) auf (—=Qx,0) und (0, Qx) folgt £ (w) <
1< EJ‘I\} (w) fir alle w € I,. Daraus folgen die restlichen Behauptungen. m

Die Netzabschatzungen sollen nun auf die Kantenkorona K angewandt werden.

SaTz 36. Essei I' =T'(p,q,7) mit r < ¢ < p. Die Kantenkorona K ist ein s-Netz vom Radius d mit

sinh £, sin & sinh £, sin =
=—F ! und d= d .
sinh™ £, sin” 7 4 1 \/sinh2 £, sin” 71

Es gilt d < 1 und s < 2dv/1 — d?. Es gilt ferner

2T 2T 2T T T T
08?2 L +cos? L +cos? 2+ 2costcosEcost—1
p+ q+ st P q r

Ryx = tanh{¢, = \/C

cosZcosZ +cosZ ’
P q T

0
Qx = tan —
q

und
1 2T
1] —cos?2 T
14+w? q
sinh £, sin 7
s s s T A S 27
B cospcosq—l—cosrzlzsmp 7oz — Co8”
- )
2T 2T 2T T T T
cos? E 4+ cos?E +cos? T 4+ 2costcosZcost—1
\/ p T g T r P q T
insbesondere

\/cos? & — cos? %
(f = ctght, +

sinh £, sin %

cosTcosZ +cosT+sinZ, /cos2 L —cos?2 T
P q r P n q

2T 2T 2T T T T ’
cos? 4+ cos?E +cos? T4+ 2costcosEcost—1
\/ p T g T P T P q T

BEwEIs. Nach Proposition 1.5 ist K ein Netz vom Radius

sinh £, sin %

d= )
\/sinh2 £, sin? % +1

Die Dichte s des Netzes K ist gleich

s = maxﬂl‘m,l - l‘m,q—1|a |l‘m,q—1 — l‘m+1,1|}~

Nach Proposition 1.6 und wegen ¢ > r gilt

cos =

|Zm,1 = Zm,g-1] = COS% Nmgm1 = Tmg1] 2 [Emgo1 — Tmy1n
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und folglich

sinh £, sin Zq”

§=1Tm1 — xm,q—1| =

sinh? ¢, sin’ % +1°

Man berechnet

1
1- d2 = 2 . 9 )
sinh” £, sin % +1
o4 Dsinhf,sinZ  sinh’ 4 sin? 41 y/sinh’fsin? £ 41
\/sinh2 ¢, sin’ % +1 sinh ¢, sin %T” cos %
und folglich
4d? 1
— . (1-dhH= )
52 ( ) cos? I
q
Damit gilt
4d%(1 — d?) — s2 4d? 1
QK:\/ ( ) 5 = 5 (1—d2) = ﬁ—lztanz
s s cos? I q
q
Man berechnet ferner
s sinh £, sin %T” sinh? ¢, sin’ % +1 cos %
2%~ sinh? 6, sin® T+ 1 2sinh?f,sin® T sinhf,sin T
VAdZ — 52 _ 1 s _ sinh? ¢, sin’ T+1 B cos? 7 ~ ctgh
2d> Az 4d? sinh® ¢, sin” L sinh” £, sin® Z b
und folglich
1 ¢4d2(1—d2) I A S U
2d? 14+ w? 2d? s2(1+w?)
cos 1 1+1w2 — cos? %
" sinh 4, sin% A/ cos? %(1 + w?) 77 sinhd, sin% '
Damit gilt
2d4?
Rx = ——— = tanh/,
4d? — s2
und
1 4d?(1 — d?)
E 4d? — 52 + ¢ — 752
cW) =57 ( y ltw? )
—cos?2 & coshﬁ sm —cos2
— ctght, + R ‘ 5 ‘
sinh £, sin E smhﬁ sin E

Mit Hilfe der Formeln fiir cosh ¢, und sinh £, (sieche Anhang) erhalt man

\/C082 +cos? T rias cos? T 4 2 cos ; cos E cos = — 1
Ry =

cos T cos L cos T
P 9 + r

T T T T /1 2T
. cos T 7 cos —|— cos - + sm 1+w2 — cos? 2
Gi(w) = .m

2T 2T 2T T T T
cos2 L 4+ cos? L +cos?2Z 4+2coslcosZcost —1
\/ P T g T aa P q T

und
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PROPOSITION 37. Es gilt stets ({ > 1.

BEwEIs. Es gentugt,
cos Tcos T +cos T
P q r

> 1
2 T 27T 2w s T T
cos? L 4+ cos? L +cos?Z +2cosZcosZcost —1
\/ p-l- q-l- - T m q -

zu zeigen. Dabei gilt

™ ™ ™ o T o T o T s s s
COS — CcOoS — + cos — > , [cos? — + cos? — + cos? — + 2¢cos —cos —cos — — 1
q r p q r q r

m m m m m m
<= cos® —cos? = > cos? = 4 cos? — — 1<=(1 —cos? =)(1 —cos? =) > 0. m
p q p q p q

Damit 1aft sich die Proposition 35 wie folgt spezialisieren:

PROPOSITION 38. Es sei I = [(p,q,r)? mitr < q < p. Es gilt:

Fiir jedes w € [—tan 7 tan 7] und z € ( ﬂRx) (w) gilt entweder
TEK

o] < L w) V142

oder

2| > GE(w) - V1 + w2

Ist £ < 1, so ist jede zusammenhangende Teilmenge von S.N(| Ry, die nicht in A_ enthalten ist, in Ux C Ay
e
enthalten. Es gilt ferner Fx C Ux C Ay.

Allgemeiner gilt: Ist t € [0, tan g] und £ (t) < 1, so ist jede zusammenhangende Teilmenge von S.(t) N[ Re,
e
die nicht in A_ enthalten ist, in Uk (t) C A4 enthalten.

§13. Anwendung der Netzabschatzung zum Beweis von Fr = Fx

Im vorigen Abschnitt haben wir eine obere Abschétzung fiir Betrage der Punkte in Fi(w) bewiesen, anderer-
seits haben wir in Proposition IT1.16 eine untere Schranke fiir Betrage der Punkte in @, (w) hergeleitet. Tst
fiir alle # ¢ K U {u} und w € I,, die obere Schranke fiir Betrdge der Punkte in Fi(w) kleiner, als die untere
Schranke fiir Betrage der Punkte in Q4 (w), so kénnen die Prismen @, mit # ¢ KX U {u} keine gemeinsamen
Punkte mit Fx und folglich auch mit F, C Fx haben, es gilt also F, = Fx.

ZUR ERINNERUNG. Die Proposition II1.16 besagt: Fir # € Tw\{u} gilt |z] > M(|z|,w) - V1 +w? fiir

alle z € @z (w), wobei
— 42
Mtw) =2 (1o =2 )
t cos V14 w?

DEFINITION. Fur R > 0 sel

1-V1-R?
Mp = M(R, tan %) = TR

und Kp:={z €D:|z|> R}.

ProposiTioN 39. Ist N C T'u ein s-Netz vom Radius d mit tan - < Qn, 1 < €% und (y < Mg fiir
ein R > Ry, dann gilt Qy N Fy = @ fir allex € Tun Kg.

BewEts. Esgilt S = {(1 +iw,2) € C* 1w € I,,, z € C}. Damit ist fiir ein € T'u\{u} die Bedingung Q, N
Fn = @ genau dann erfiillt, wenn (Q, N Fx)(w) = @ fiir alle w € I, gilt. Nach Proposition 35 gilt

o] < (7 (@) V1 + o

33
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fiir alle z € Fn(w). Nach Proposition TT11.16 gilt

2 > Ml w) - I+ w2

fir alle # € Tw und 2z € @y (w). Damit geniigt es, M(|z|,w) > £y (w) fir alle w € I, zu zeigen.
Die Funktion

1 1
)= (1 —c/1—12 1t = >1
1) t( ¢ ) mit cos%\/l—l—(.u2 -

st wegen

'ty = 152\/%(6_ V1)

monoton steigend auf (0,1). Damit gilt M(|¢|,w) > M(R,w) fir & € Kg, also geniigt es, M(R,w) > {y(w)

fur alle w € I, zu zeigen.

Die Funktion A(w) := M(R,w) — £ (w) 1aBt sich schreiben als

NPT A= AN o

R cos %\/1—1——(.02 1+ w?
o VAPI-F) =147 VI-R\ 1 VaP =3
1+ w2 2d? Recos T R 2d?
Die Funktionen )
W) = ———
o) = e
und
_ /Al —s2(14+w?) V1-R?
2d2 Rcos -

sind monoton fallend auf I = [0, tan Z]. Die Funktion g(w) ist positiv auf I}7. Wegen

1 VI—R? 1 AdP(1— ) cos” T — &2
MR:——iR und EJ_V:——\/ ( Joos® i =5
R R Ry 2d?

gilt ferner

4d?(1 — d? 20 _ 42 1— R2
h(tan ﬂ-) cos \/ )COS S v R
n n 2d? R

N R

Die Funktion h(w) ist monoton fallend auf I} und es gilt A(tan Z) > 0, also gilt ~(w) > 0 fiir alle w € I},
Die Funktionen g(w) und h(w) sind positiv und monoton fallend auf I}, also ist die Funktion A(w) =

n

g(w) - h(w) + const monoton fallend auf I7. Es gilt A(tan T) = Mg — £ > 0, also ist die Funktion A(w)
positiv auf I;¥. Da die Funktion A(w) gerade ist, folgt A(w) > 0 und damit M(R,w) > {y(w) fir alle w €
I, =[—tan T tan "] m

Diese Proposition kann wie folgt auf die Kantenkorona K spezialisiert werden:

PROPOSITION 40. Essei [ = L(p,q,7)*> mitr < ¢ < p. Ist {g < Mg firein R > R, dann gilt Q,NFx = &
fir allex e TunN Kg.

BEwEIs. Es gilt E,"é > 1 nach Proposition 37. n

SATZ 41. Es sei I = L(p,q,7)* mit r < g < p. Ist £ < Mg fiir ein R > R mit Tu\(K U{0}) C Kg, so
g]]t FF = FK.

BEwEIs. Es gilt
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nach Voraussetzung. Nach Proposition 40 gilt @, N Fx = @ fiir alle z € Tu\ (KU {u}) und damit Fr = F. m

§14. Ein kombinatorisches Kriterium und seine Anwendung

Die folgende Aussage wurde in der Diplomarbeit [Korollar 10.2, KNRS] bewiesen.
Es sei M eine zusammenhangende 3-Mannigfaltigkeit ohne Rand, I eine diskrete Gruppe, die durch Homoo-
morphismen eigentlich diskontinuierlich auf M operiert.

SATZ 42. Es sei F eine Teilmenge von M mit folgenden FEigenschaften:

(1) F st zusammenhangend, der Rand OF von F ist eine Mannigfaltigkeit.

(2) F' ist homGomorph zu einem kompakten Polytop in B3 mit homogenem dreidimensionalen Fahnen-
komplex. Damit ist klar, was die Menge der Flichen F bzw. die Menge der Kanten K von F ist.
Essei C:={(f,k) e Fx K : k C f} und 7 : C — C die Involution derart, daB fiir (g,1) := 7(f, k)
gilt fng=Fk=1.

(3) Es gibt eine kompakte Teilmenge F' von M mit folgenden Eigenschaften:

e Esgilt FCF:

e Der Durchschnitt von vF° und §F ist leer fiir beliebige 7,8 € I' mit v # 9, die Mengen vF mit v € r
tiberdecken M :

e Die Uberdeckung {vF'} ep von M ist lokal endlich: i

(4) Es gibt eine Involution ¢ auf C und eine Familie {y¢};cr von Elementen aus I' mit folgenden

FEigenschaften:
o Esgilt o(f, k) = (v¢ f,vk) fiir jedes (f, k) € C.
o Zu jeder Seite f € F und jedem Punkt x € f° gibt es eine Umgebung U von x mit 'yf(UﬂF°)ﬂF° =g.
o Esgilt vy, = 'yf_l fir jedes f € F.
e I ist erzeugt von Vi trer.

(5) Essei (f, k) €C. Setze m = m(f, k) :=min{m € N\{0} : (ro)"(f, k) = (f, k)}. Firie{l,...,m+

1} sei (fi, ki) i= (ro)i=Y(f, k), vi := (Vg oo ooyp) 7Y B o= F ound by =i figa
o Es gilt (s k) = 1 fiir jedes (f, k) € C.
e Zu jeder Kante k € K und jedem Punkt x € k° gibt es eine Umgebung U von & mit

UNFNEy =UNhk
firallei € {1,...,m(f, k) + 1} und
UNENF;=Unk
firallei,j € {1,....,m(f,k)+1} miti<j—1.
Es sei N :=T x F/ ~ mit (0vf,2) ~ (6,vpx) fiir § € I, feFundze f. pr: N — M sei definiert
durch pr: [(y,2)] = y&.
(6) pry :m(N) = 7 (M) ist surjektiv.
Dann ist pr ein Homdéomorphismus und F = F ein Fundamentalbereich fiir die Operation von T' auf M.

BEMERKUNG. Aus den Bedingungen (1)-(5) folgt, dal ¢ : N — M eine Uberlagerung ist.

BEMERKUNG . Ist F' nichtzusammenhéangend, so mufl dem Satz eine zusatzliche Bedingung hinzugefugt wer-
den, die fiir zusammenhangende F' immer erfullt 1st.

Wir werden diesen Satz in der folgenden Situation anwenden: L= [(p,q,7)? sei die eindeutig bestimmte

Hochhebung I'(p, ¢,7)? der Dreiecksgruppe I'(p,q,7) in SU(1,1). M := S ist eine zusammenhangende 3-

Mannigfaltigkeit ohne Rand, auf der die Gruppe I' durch Homé&omorphismen eigentlich diskontinuierlich

operiert. Wir betrachten eine (endliche) Teilmenge N von Tw\{u}, von der wir vermuten, dafi F. = Fiy =

Ay NS, N Ry gilt. Wir setzen F = U(Fy) und F := F.. Erfiillen sie die Voraussetzungen (1)-(6), so
TzeEN

kénnen wir den Satz anwenden und es folgt, dal F. = F = F = W(Fy) gilt.

Wir listen nun die Voraussetzungen auf und beschreiben etwas genauer, wie wir bei ihrer Uberprifung
vorgehen werden.

(1) F ist zusammenhiingend: Es geniigt zu zeigen, daB Fy zusammenhangend ist. In allen sechs in dieser
Arbeit genauer betrachteten Fallen werden wir dies feststellen konnen.

35
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(2)

F ist homéomorph zu einem kompakten Polytop in B® mit homogenem dreidimensionalen Fahnen-
komplex: Wir werden beweisen mussen, dafl Fiy ein kompaktes Polytop mit homogenem dreidimen-
sionalen Fahnenkomplex ist. Dafur werden wir die Darstellung von Fiy als eine endliche Vereinigung
endlicher kompakter Durchschnitte affiner Halbraume soweit reduzieren, dafl die Durchschnittsbil-
dung mit Ay uberflussig wird.

Es gibt eine kompakte Teilmenge F' von M mit folgenden Eigenschaften:

Es gilt F C F: Die Bedingung ist erfiillt, denn es gilt F. C Fy und damit F = F, = ¥(F.) C
W(Fy)=F.

Der Durchschnitt von vF° und §F ist leer fiir beliebige v,d € I’ mit v # 9, die Mengen vF mit v € r
uberdecken M: Die Bedingung ist erfullt, da F' = F. nach Satz I11.17 ein Fundamentalbereich fir
die Operation von L auf S ist.

Die Uberdeckung {7F}vef von M ist lokal endlich: Dies folgt auch aus dem Satz ITI1.17.

Die Voraussetzungen (4) und (5) werden mit kombinatorischen Mitteln tiberprift. Es geniigt, diese

Bedingungen fiir Fiy statt /' := W(Fy) zu iiberpriifen, da der Homoomorphismus ¥|s, p dquivariant

ist.

Man kann zeigen, daf} zu jeder Seitenflache f von Fly ein eindeutig bestimmtes g € I mit f C EsNE,

existiert, falls die Gruppe I' keine parabolischen Elemente enthalt. Wir definieren dann v; = g =
-1

g .

Esgilt o(f, k) = (v¢ f,vpk) fiir jedes (f, k) € C: Fiir jede Seitenflache f von Fy miissen wir berechnen,

wie f unter v; abgebildet wird. Da die Multiplikation mit v; eine lineare Abbildung A — A ist,

geniigt es, die Bilder der Ecken von f auszurechnen. Es sei f eine Seitenflache von Fiv, diein F, N E,

enthalten ist. Eine Ecke von f stellen wir als Durchschnitt £. N E,N Ey, N Ep, von vier Hyperebenen

dar und erhalten dadurch eine Darstellung des Bildes dieser Ecke unter vy; = g als

g(Ee n Eg n Eh1 n Eh2) =F.N Eg n E§h1 n E§h2~

Damit kennen wir die Bilder aller Ecken von f. Sind diese Bilder wieder Ecken einer Seitenflache f
von Fiy in richtiger Reihenfolge, das heifit so, da3 die Bilder der von einer Kante verbundenen Ecken
wieder durch eine Kante verbunden sind, so bildet die Multiplikation mit v = g die Seitenflache f
bijektiv auf die Seitenflache f’ ab und uberfithrt dabei die Ecken und Kanten von f in die Ecken und
Kanten von f’.

Zu jeder Seite f € F und jedem Punkt z € f° gibt es eine Umgebung U von & mit v, (Uﬁlf”)ﬁlﬁo =g
Die Seitenflache f sei in ;N E, enthalten. Die durch Multiplikation mit v; = g gegebene Abbildung
ist orientierungtreu und iiberfithrt die Seite f in die in £ N E, enthaltene Seite. Bei vorgegebener
Orientierung des Kantenzuges der Seite f kann man an der von der Multiplikation mit g induzierten
Orientierung der Bildseite sehen, daf} es zu jedem z € f° eine Umgebung U mit g(U N F°) NE° =
gibt.

Es gilt vy, = 'yf_l fiir jedes f € F: Die Seitenflache f sei in E, enthalten, dann gilt vz = g. Da vy, f
in g(£y N E.) = EgN E. enthalten ist, folgt v,,f =g = 'yf_l.

[ ist erzeugt von {v;}ser: Es geniigt, die erzeugenden Elemente —r, und —r, von I' = ['(p, q,7)>

darzustellen. Der Deckel d des Fundamentalbereichs F ist in Erﬁ N E. enthalten, damit gilt —r, =

DA ('yd)%. In allen sechs Fallen werden wir feststellen, dafl es eine Seitenflache f gibt, die

in Fyg—1,2r N Ee enthalten ist. Damit gilt vy = Jog—1,2¢ = rﬁ_%rv, das erzeugende Element —r,
kann also als —r, = (—r,)?*~Pv; dargestellt werden.

Im Weiteren notieren wir die in £,NE,NE, enthaltene Kante der in £, N F, enthaltenen Seitenflache
als (a, b). Diese Notation ist nicht eindeutig, die folgenden Aussagen gelten aber fiir alle solche Kanten
und Seitenflachen, falls es mehrere gibt. Nachdem wir die Wirkung der Involution ¢ beschrieben
haben, kénnen wir fir jedes Paar (f, k) € C den Kantenzyklen, also die Folge der Paare (f;, k;) :=
(ro)i=L(f, k) ausrechnen. Wir werden dabei feststellen, daf alle Kantenzyklen zu einem der drei
folgenden Typen gehoren:

Der Zykel besteht aus drei konvexen Kanten, die nicht im Deckel oder Boden enthalten sind.

Der Zykel besteht aus drei Kanten, von denen zwei konvex und im Deckel bzw. Boden enthalten sind,
die dritte Kante ist nicht konvex und nicht im Deckel bzw. Boden enthalten.

. Der Zykel besteht aus funf konvexen Kanten, die nicht im Deckel oder Boden enthalten sind.

Wir wollen noch anmerken, dafl die Zyklen vom Typ X und 2 aus generischen Kanten und die Zyklen
vom Typ 2 aus nicht generischen Kanten bestehen, wobei wir eine Kante generisch nennen, wenn sie
in genau drei Fundamentalbereichen F, enthalten ist.
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Die Zyklen vom Typ X und 2 sehen so aus:

— T - —

(a,b) -2 (a,ab) — (ab,a) = (ba,b) — (b, ba) =+ (b, a) — (a, b)

oder, in der Kurzschreibweise,

(a,b) s (b, @) — (b, ba).

Damit gilt 1 = @, v5 = a-ab = b und y3 = b-b = e. Fiir einen Zykel vom Typ X gilt fiir eine
gentigend kleine Umgebung U eines inneren Punktes der Kante (a, b)

FyNU=(I,NL,NE)NT,
NFNNU =a(lsp NI NE)NU = (I,N 1. NE)NT,
v PN NU =b(I;N L, NE)NU = (I. NI, NE)NU.

Damit sind
FynmFyNU = (IbﬂEaﬂEe)ﬂU

und
FNﬂyzFNﬂU:(IaﬂEbﬂEe)ﬂU

gleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den in E,NE, bzw. EyNE, enthaltenen Seitenflachen.
Ferner ist

NN Ny FxNU = (I.NE,NE)NU =a(ls N ExNE)NU

gleich dem Bild der in Eg;, N E. enthaltenen Seitenflache von Fiy unter der Multiplikation mit v; = a.
Fir einen Zykel vom Typ 2 gilt fur eine geniigend kleine Umgebung U eines inneren Punktes der
Kante (a,b)
FnnU=(I,UL)NE)NU,
nFNNU =a(HapNgNE)NU = (HyNI.NE,)NU,
Yo FNNU =b(l;NHg,NE)NU = (I.NH,NE)NT.

Damit sind
FvnnNmFyNU = (HbﬂEaﬂEe)ﬂU

und
FNﬂyzFNﬂU:(HaﬂEbﬂEe)ﬂU

gleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den in E,NE, bzw. EyNE, enthaltenen Seitenflachen.
Ferner ist

NFN Ny FxNU = (I.NE,NE)NU =a(ls N EgNE)NU

gleich dem Bild der in Eg, N E. enthaltenen Seitenflache von Fiy unter der Multiplikation mit v; = a.
Die Zyklen vom Typ 3 treten in den Fillen T' = ['(5,5,7)% mit r € {3,5} auf. In diesen Fallen gibt es
Kanten, die als Durchschnitt von funf Hyperebenen E,, Ey, E., Eqund E. mita,b,c,d € T darstellbar
sind. Die gegenseitige Lage dieser Hyperebenen wird in der folgenden Abbildung dargestellt:

E.
Eq
I.NI H.UH,4

By
Eq

ABBILDUNG 6. Hyperebenen durch eine ungenerische Kante (Schnittbild).
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§15.

Der entsprechende Kantenzykel hat die folgende Gestalt:

(a,b) — (ac,a) — (ed, ca) — (db, de) — (b, bd).

Damit gilt vy = a, v =a-ac=c¢,y3 =c-éd=d, 4 =d-db="bund v5 = b-b = e. Fiir eine
gentigend kleine Umgebung U eines inneren Punktes der Kante (a,b) gilt

FyNU=(I,NLNE)NT,
NFNNU =a(lze NI NE)NU = (I.N 1. NE)NT,
oy NU = c(Ieg NI NE)NU = (14N L, NE)NT,
vy NU =d(IzNI;, NE)NU = (I, NI.NEH)NT,
vFy NU =b(I,NL,NE)NU = (I, N I;NE) NU.

Damit sind
FnNyFynU=(LNI.NE,NE)NT

und
FnNyFnnU=(I,NLNE,NE)NT

gleich den Durchschnitten der Umgebung U mit den in E,NE, bzw. EyNE, enthaltenen Seitenflachen.
Ferner sind
Fn Ny FnNU=(I,NLNIiNE.NE)NU

und
FnNysFnNU=(I,NLNINE;NE)NU

gleich der Kante k.

pr, : m(N) — m(S) ist surjektiv: S ist homoomorph zum offenen Volltorus, die Fundamental-
gruppe 7 (S) = Z wird erzeugt von der Homotopieklasse der Schleife ¢ : [0, 27] — S mit c(t) = (e, 0).
In allen sechs in dieser Arbeit genauer betrachteten Fallen werden wir feststellen konnen, dafi das
Bild des Weges I,, — A mit t = (1 +¢¢,0) in Fy enthalten ist. Unter ¥ geht dieser Weg in einen
Weg w : I, — F mit w(t) = 1_I_%(l +it,0) zwischen (e=™/" 0) und (e™/",0) iiber. Damit erhalten
wir fiir i = 0,1,...,n— 1 Wege w; : I, = N mit w;(t) := [r w(t)]. Es gilt dabei

)
u,4n/n’

T ) —7mi/n ) wi/n T
wi-l—l(_ tan ;) = [rut}lﬂ—/na (6 / ’0)] = [ru,47r/na (6 / ,0)] = wi(tan ;)a

wir konnen also die Wege wq, w1, ..., w,—1 zusammensetzen und erhalten eine Schleife in N, deren
Bild unter pr (nach geigneter Umparametrisierung) gleich ¢ ist.

Reduktion der Darstellung von Fi

In einigen Fallen werden wir mit Hilfe der Netzabschatzung die Gleichheit F. = Fic zeigen konnen. In den
anderen Fallen werden wir fiir eine (endliche) Teilmenge N von Tw\{u} die Menge F, := Fy untersuchen,

um mit Hilfe des kombinatorischen Kriteriums die Gleichheit 7, = F, zu beweisen. Um eine Beschreibung
der kombinatorischen Struktur von F, = Fyx im ersten Fall und Fe = Fy (und damit auch F., falls das
kombinatorische Kriterium anwendbar ist) im zweiten Fall zu erhalten, muf} die Darstellung von Fi bzw. Fiy
vereinfacht (reduziert) werden. In diesem Abschnitt werden einige Methoden vorgestellt, die es ermdglichen,
die Redundanz eines Halbraumes in der Darstellung von Fx bzw. Fiy zu beweisen.

Es sei ¢ ein Element von SU(1, 1), das nicht zu der Standgruppe von 0 € I gehért. Es gilt also ¢ = (a,b) € S
mit b £ 0. Es sel a = a1 + tas.

LEMMA 3.

(1)

Firw € R und z € I (w) gilt
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(2) Firpe(0,m),w€Rund 2z € (I;N Hy,, ) (w) gilt

—(aysin £ +azcos ¥) — w(—ajcos ¥ 4 azsin 7)

2 2
6]

E

WV

(3) Firpe(0,m),we€Rund 2z € (I;yNHgy_,, )(w) gilt

—(arsin & —azcos ¥) —w(ajcos ¥ + aysin 5)
10| '

E

WV

BEwEis.
(1) Es gilt
z € Ip(w)<=(1,w, #1,22) € Ig<=ra1 +was — 2101 — 2062 > 1
<=1 —a; —was < —(Zlbl + Zzbz) < |Z| . |b|

(2),(3) Es gilt grop, = (g:gi) mit

al = ajcosp —assing, ah = ajsing + ascos g,

b) = bycosp+bysing, by, = —bysing + bycosp

und damit
2 € Hyp,, (w)<=(1,w, 21, 22) € Hyy, <=a| +wal — 210 — 2004 < 1

— —a) —walh + 21 b + zby > 1.
Aus den beiden Ungleichungen

a1 +was — 210y — 293 > 1 und  — af —wal + 216] + 2005 > —1

folgt durch Addition
(a1 — a}) +wlaz —ab) — z1(by — b)) — z2(b2 — b5) > 0

und damit
—(a1 = dy) —w(az — a5) < —21(by — by) — z2(by — b5) < [2]- \/(bl —01)? 4 (by = b3)%.
Dabei gilt
Vo =87 + (b = 1) =2 [sin 2| - p] £,
also
s Zl ) el —dy) = — @) = wlas = ay)
T Vb = b1)7 (b2 = 05)7 T 2 |sin |- [b]

Es gilt ferner

a; — ay = a1 (1 — cos ) + assinp = QSing(al sin £ + ay cos f)

2 2

und (analog)

as — ay = QSinf(—al cosf + assin f) "

2 2 2

Die folgende Proposition erweist sich im Beweis des nachsten Satzes als sehr nutzlich.

PROPOSITION 4}. Ist die Funktion f linear und die Funktion g konvex, so gilt fiir a,b € R

flw) > g(w) firallew € [a,b] <= f(w) > g(w) firallew € Ja,b] = {a,b}.
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LEmMA 4b. Die Funktionen w +— 14 w? und w — £ (w) - V1 4+ w? sind konvex.

BEwEIs. Es gilt (\/1 +w? i// = (1 + w2>_3/2’ also ist die erste Funktion konvex. Es gilt

1
lo(w) V14 w?= . ((cos Ecos T + cos E)\/l—l—wz — sin £¢1 — (1 + w?) cos? E)
P q r P

w q

und folglich

1 cos Tcos L 4 cos X sin Tsin? T cos? T

= / N — P q r P q q
(i (w) 1+w?) W 1 on3/2 + 9 9 m\3/2

(14+w?) (1—(1—|—w)cos q)

mit W = cos? % + cos? % + cos? =+ 2cos % cos % cos 7 — 1, also ist auch die zweite Funktion konvex. m

SATZ 46. Es sei ¢ € (0,7). Ist 1 —a; £ aztan -,

—(ay sin g + a3 cos g) + tan %(—al cos g + assin g)

bzw. -
—(ay sin _ a9 Cos g) + tan —(aj cos g + a3 sin f)

n

2 2
gréfler oder gleich [b|/ cos T, so ist der Schnitt von Iy, 1,0 Hyy,, bzw. ;N Hye_, mit (Se)y = SN Ay leer.

n

Essein>q. Ist1 —a; asztan 7,

—(ay sin L + a3 cos f) + tan z(—a1 cos g + assin f)
n

2 2 2

bzw.

—(ay sin g — as cos g) + tan %(al cos g + a3 sin g)

gréfler oder gleich |b] - £/ cos 7, so ist der Schnitt von Iy, I, N Hg,, bzw. I, N Hgy_, mit Ux und folglich
auch mit Fxx C Ux leer.

BEwETs. Nach Lemma 43, Proposition 35 und wegen n > ¢ = tan - < tan% genugt es, die Ungleichung
flw) > g(w) fiir alle w € I, mit

=

1—a; —was —(apsin £ + az cos §) — w(Fay cos £ + azsin )
Sl Sk R _

und g(w) = V14 w? baw. g(w) = f(w) - V1+w? zu zeigen. Dabei ist die Funktion f(w) linear und
die Funktion g(w) nach Lemma 45 konvex, also folgt die Behauptung mit Hilfe der Proposition 44 und

mit (1+ tanz(ﬂ'/n))l/2 =1 u

cos(m/n)"

Wir konnten jetzt die Reduktionskriterien explizit fiir Gruppenelemente ¢, und gy, ;5 formulieren. Es
ist aber im allgemeinen einfacher, den Beweis des letzten Satzes als Prototyp zu benutzen und direkt mit
den Ungleichungen der Halbraume zu argumentieren, als die Kriterien in allgemeiner Form herzuleiten und
dann konkrete Werte in diese komplizierten Ausdricke einzusetzen.



KAPITEL VI
Die Falle I'(p, 3, 3)?

He meHee Ba>KHO MCMNOJIb30BaTb OANHAKOBbIE AeTaJsn
N gaxke uesible y3fbl B pasfindHbix MalinHax. Cka-
XKem, Ona psaa 6ansknx no KOHCTPYKUWKU MeTasso-
pPeXXYLINX CTAaHKOB MPUMEHUTb OAUHAKOBble KOpPO6-
KW nepefad, XOOOBble BUHTbLI, 3a>KUMbl, LWITYpPBasbl,
PYKOSATKW U T. N. Takue y3nbl 1 AeTanun HasbiBaloTCs
YHUPULNPOBAHHBIMUA.

SHynknonegudeckuli cCJioBapb rOHOIro TEXHUKA

7% egeben sel eine ungerade natirliche Zahl p > 5. Fur die Konstruktion des Fundamentalbereichs

von I := ['(p,3,3)? sei der Fixpunkt v = 0 von I' der Ordnung p gewahlt. Wir werden in allen
i) drei Fallen p = 5,7,9 zeigen konnen, dal F, = Fx gilt. Dafiir werden wir Fx als Fix = Ay N FK
darstellen, wobei Fy ein kompaktes Polytop in A ist, das sogar in A, enthalten ist, wie wir dann mit Hilfe
der Proposition V.38 zeigen werden. Damit gilt Fx = Fx und wir erhalten eine Darstellung von Fy als
kompaktes Polytop in Ay. In den Fallen T = [(7,3,3)% und I = ['(9,3,3)% werden wir den Satz V.41
benutzen konnen, um F. = Fx zu zeigen und damit eine Darstellung von F als kompaktes Polytop in Ay
zu erhalten. Im Falle T = ['(5,3,3)% wenden wir auf die Menge F = U(Fi) den Satz V.42 an, um F, = F
und F. = Fx zu bewelsen.

§16. Spezialisierung der bisherigen Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die bisherigen Ergebnisse fur den Spezielfall ¢ = » = 3 zusammenfassend
dargestellt und, wenn moglich, vereinfacht. Es gilt £ = K und

1
C =cosh?, =coshl, = — - ctg l,
3 2p
J2cos T —1
1 1 P
S =sinh ¢, =sinhf, = — -, fctg? — —3=—. 1 ——
3 & 2 V3 sm%
4/QCOS%—I
Ry =tanhf, = ~—%F——
cos g

1
B:sinhﬁvsing:§~ cth%—3:—~

1

T 2sin &
2p

ProprosiTION 47. Es gilt

cos & —sin & /4cos? T — 1
2p 2p n
2cos T —1
\/ P

BEwEgIls. Nach Satz V.36 mit Hilfe der Formeln fur ctgh £, und sinh £, aus dem Anhang folgt

2T _cos2 & cos &= —sin Zy/4cos? T —1
cos? & —cos? § % 2V -
- — =
sinh £, sin % /2 cos % -1

Um den Satz V.41 anwenden zu kdnnen, bendtigen wir ein R > Rx mit Te\(KU{0}) C Kp = {z € D :
|| > R}.

E,_C:

g = ctght, —
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ProrosiTION 48. Fur

\/QCOS%—1~\/1—|—COS% cos% -
R .= = — - 4/2cos — — 1.
cos%\/ﬁ cos 7 p

gilt R > Rx und Tu\(£U{0}) C Kg.
BEwEIs. Es gilt

2 T 2 T 2 T
cos®gr  cos” g cos® o 1 o
cos & 2co82 = — 17 2cos2 X 2
P 2p 2p
und damit
/2 cos % -1
R> ~———— = Rx.
cos 5>
P

In [KNRS, Lemma 11.2] ist gezeigt, dafl p(0, ) > 24, + £,y und damit

cosh p(0, ) > cosh (26, + £yw)

fiir jedes # € Tu\(£ U {0}) gilt. Nach der Formel [KNRS, (11.6)] gilt

4cos?T 4 cos T — 1
cosh (20, + Lyy) = lp Wp .
—cos &

Daraus folgt (siehe Anhang)
o] coshp(O,x)—1> 2cos” T 4 cos T — 1
x|l =
cosh p(0,2) +1 7 2 cos? n

\/2cosﬁ—1~\/1—|—cosE cos X
= b - P = Zf . 2COS£—1.I
cos;\/i cos T p

Damit 1aft sich der Satz V.}1 wie folgt spezialisieren:

SATZ 49. Fir eine ungerade natirliche Zahl p > 7 und I = [(p,3,3)% gilt Fr = Fx.

BEwWEIs. Wir wenden den Satz V.41 fiur den in der Proposition 48 definierten Radius R an. Es gilt

2 cos? E(I—Rz) ZQCOSZE—(2COS£—1)(1—|—COSE) —1—cos X =2sin® =
p p p p p 2p

und damit

1 cos T —sin &
Mp=5(1=V1-R) = L =

cos ==, /2cos T — 1
2p P
cos - — sin I JAdcos? X —1
(= = i4 2p n

2cos T —1
\/ P

cos T —gin X —cos? X +sin X cos =+ /4cos? T — 1
Mp -tz = P 2p 2p 2p 2p n

cos 2”—1” /2COS% -1
tan —
= <C0811/4C082£—1—Sinl—1).
4/QCOS%—I 2p n 2p

Nach Proposition 47 gilt

Damit gilt
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Damit gentigt es, fiir alle natiirlichen Zahlen p > 7 die Ungleichung f(p) > 1 fiir

7 T 7
f(p) :=cos —, [4cos? — — 1 —sin —
(®) 2p p 2p

zu zeigen. Die Funktion f : N — R ist monoton steigend und es gilt

_ \/4+2f2—\/2—¢§>1’

/(6)

also gilt f(p) > 1 fiir alle p > 6. [Es gilt allerdings f(5) = VIV

Die Netzabschatzungen konnen zur Herleitung einer endlicher Darstellung des Fundamentalbereichs fur an-
dere Familien diskreter Untergruppen von SU(1, 1) niitzlich sein, insbesondere in den Féllen ¢, » < 3, in denen
die Eckenkorona & mit der Kantenkorona K iibereinstimmt. Fiir den Fall T' = 7~ 1(['(p, 3,2)) werden ahnliche
Uberlegungen in der Dissertation [Fi, Kapitel 6] von Thomas Fischer angestellt. Der Fall I = =~ 1(T(p, 3,3))
wird im folgenden Satz untersucht

Satz 50. Fiir eine natiirliche Zahl p > 4 und T = n=1(I'(p, 3,3)) gilt Fr = Fx.
BEwWEIs. Wie im Beweis des Satzes 49 gentigt es, fiir alle natiirlichen Zahlen p > 4 die Ungleichung f(p) > 1

fur
f(p) := cos %1/4COSZ % -1 —sin% = cos %1 /4 cos? % -1 —sin%

zu zeigen. Die Funktion f : N — R ist monoton steigend und es gilt

_1+V2-VV2 -1
- —

f(4) > 1,

also gilt f(p) > 1 firallep >4.n

§17. Reduktion der Darstellung von Fx

PRrOPOSITION 51. Im Falle T = T1'(5,3,3)? gilt Fx = Ay N Fx mit

4
FIC =5.N m ((Im,l,Z—m U Im,1,4—m) N (Im,Z,l—m U Im,Z,B—m))~

m=0

Im Falle T =T(7,3,3)? gilt Fx = Ay N Fx mit

6
Fx=S8.N ﬂ (Tm1,2=m Ulm1,acm Ulm1.60m) N (Im2,8-m U Lm 210-m U Im 2,12-m)).

m=0
Im Falle T =T(9,3,3)? gilt Fx = Ay N F mit
B 8

Fr=5.N m ((Im,1,4—m U Im,1,6—m) N (Im,Z,S—m U Im,Z,S—m))~

m=0

43






VI. Die Falle r(p;3;3)2: Reduktion der Darstellung von Fx 45

ABBILDUNG 8. Mengen Fy fiir I' = I'(7,3,3)2
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ABBILDUNG 9. Mengen Fy fiir I' = I'(5,3,3)2
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BEwEis.
(1) (oNHi2)NUg = (I11NHipo1) NUg = @: Nach Proposition I11.31 gilt

1
z€hplw) <= —2 > E(A(sin% + wcos %) +1),
27 2w 1 3w 3w
H in =~ TS (Asin 2Z — weos 25y — 1),
z € Hi 5(w) <= 21 sin ) + 29 cos o2 B( (sin on w cos 2p) )

Die Addition der beiden Ungleichungen ergibt

,27T+ ( 2 1)>A (s 7T+,37T)+( T 371')
21 sin , z9(cos , Z g sin o sin o w(cos o cos o

fir z € (I1,0N Hi,2)(w). Wegen

.2 2 ) . .
21 sin 2~ —|—zz(cos—7T —1) = 2sin z(zl cos & — z9sin z) < 9sin = . |z]
p p p p p

(unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung) und
(,7r+,37r)+( ™ 371') 2.71'( 7r+ ,71')
8in — + 8in — ) + w(cos — — cos —) = 2sin — - (cos — + wsin —
2p 2p 2p 2p p 2p 2p

folgt |z| > % - (cos 75 Twsin ;—p) fir z € ({1,0N H1,2)(w). Nach Proposition V.38 geniigt es, die Ungleichung

A
E~<cos%+wsin%) > lo(w) - V14 w?

fur alle w € I, zu zeigen. Mit Hilfe der Proposition V.}J} und Lemma V.45 sieht man, dafl es ausreicht,
diese Ungleichung fiir w = +tan -, also

T T o Bl cos;—p—sin;—p\/élcosz%—l
cosQ—:I:tan—sm—> =

= T s
Y n 2p 7 Acos cos 7

7u zeigen, was aquivalent ist zu der Ungleichung

cos1 sinl 4coszz 1<cos£ coslzlztanzsin1 = cos E:I:L
2p 2p n =~ n 2p n 2p) n~ 2p/)

Dabei gilt n = p und
(71' 71') ™ 3r (71' 71')
cos| ——— ] =cosS— >cos— =cos | —+ — ],
P 2p 2p 2p P 2p

es genugt also,

zu zeigen. Dabei gilt

cos3—ﬂ->cosl—sinl 4coszz—1
2p 7 2p 2p p
<:>sinl 4coszz—1>251nlsinz
2p p 7 2p p

T . m Lo T
<, [4cos? — — 1> 2sin —<= 4cos” = — 1 > 4sin® —
p p p p

2m 2m
— 4cos — > l<=cos — >
p p

=

Aus p > b folgt 2n/p < 2n/5 und damit cos(27/p) > cos(2n/b) = \/34_1 > 1. Daraus folgt weiterhin
(1171 N Hl,p—l) NUx = (p/)_lﬁ((flyo N H1,2) N U,C) =d.
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(2) pgaNUx =+ =T 9p_oNUx = @: Essei k € {p+3,p+5,...,2p—4,2p—2}. Nach Proposition I11.31
folgt unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
wk wk 1
> —z8in — — — > — - (—A(sind — d)+1
|z| > —z sin , Z9 COS > > B (—A(sind —wcosd) + 1)

fir alle z € I1 x(w), wobel 6 = (2k — 1)7/2p gilt. Nach Proposition V.38 geniigt es, die Ungleichung

1
5 (—A(sind —weosd) + 1) > lp(w) - V14 w?

fur alle w € I, zu zeigen. Mit Hilfe der Proposition V.}J} und Lemma V.45 sieht man, dafl es ausreicht,
diese Ungleichung fiir w = +tan -, also

B -{z cOsg-—sing-y/4cos? T — 1
—A(sin é + tan T cos H+1> K — 2P 2P

n cos T 2sin &

cos =
n 2p n

7u zeigen, was aquivalent zu der Ungleichung

. s 71' T, . 71' . 71'
sin —4/4cos? — — 1 — cos — > cos —(sin d =+ tan — cos §) — 2sin — cos —
2p n 2p n n 2p n

und mit § = (2k — 1)7/2p und n = p zu der Ungleichung

C(2k—-1x2 .
&nugﬂnl(Qcosz—l— 4coszz—1)—cosl
2p 2p Py p 2p

ist. Es genugt also zu zeigen, dafl

o (2p+ 3)7 ¢in (2p+T)m 0 (4p—T)m . (4p—3)m

si , o8l , sin
2p 2p 2p 2p
kleiner oder gleich
.o T T T
sm—(?cos——l— 4cosz——1)—cos—
2p p Y p 2p
sind. Dabei gilt
. 2p+3)T . (Ap-3)7m . 37
sin = sin = —sin —,
2p 2p 2p
sin (@p+7)7 =sin (p —7)7 = —sin 7—7T < —sin 3—7T
2p 2p 2p 2p

und so weiter, es genugt also

zu zeigen, was aquivalent zu

f(p)::sini<2cosz+ deos? T 1 —|—sin3—ﬂ-—c05120
2p p oV p > 2p 2p

ist. Man rechnet nach, daf§ f(5) > 0,75, f(7) > 0,38 und f(9) > 0,11 gilt.
(3) Die Mengen
LhaNHy 1, hs oo hipo, lip N Hy pyo

schneiden also Ux und folglich auch Fx C Uy nicht. Durch die Betrachtung ihrer Bilder unter p’ sehen wir,
dafl auch die Mengen
IooNHy 2,059,135 3,10 1N Hspq1
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die Menge p'(Ux) = Ux und damit auch Fx nicht schneiden. Durch die Betrachtung der Bilder von p™
fur m € Z sehen wir, dafl auch

Im,l,l—m N Hm,l,—l—ma Im,l,S—ma ] Im,l,p—Z—ma Im,l,p—m N Hm,l,p+2—m

und

Im,2,—m N Hm,Z,—Z—ma Im,Z,Z—ma ] Im,Z,p—S—ma Im,Z,p—l—m N Hm,Z,p+1—m

leeren Schnitt mit p™ (Ux) = Ux und damit auch mit Fx haben. Damit kénnen nur die Mengen
Imi2-my-- o dmip-1—m und Inoi_m,...;dm2p_2-m

mit m =0,...,p— 1 zur Bildung von Fx beitragen. Es gilt also Fx = A4 N Fx mit

p—1
FIC = Se N m ((Im,l,Z—m u---u Im,l,(p—l)—m) N (Im,Z,l—m u---u Im,Z,(p—Z)—m))~

m=0

In den Fallen p =5 und p = 7 1st es bereits die gewtuinschte Darstellung von Fx. Im Falle p = 9 werden wir
allerdings zeigen konnen, dafl die Mengen [ 1,2-m; fm,1,8—m, Im,2,1—m und Iy, 27—y, in dieser Darstellung
von Fy iiberfliissig sind.

(4) HisN gsNF. C Hy10NHo 12N Hy 14N Hy 16 fiir p = 9: Zuerst berechnen wir, wie in Proposition I11.31
angegeben, die Ungleichungen aller im Beweis auftretender Halbraume.

(1) z € Hy g(w) <= z1sin g — 2 cosg > % (A(cos g + wsin g) — 1)
(2) z € g(w) <= —zsin g + 29 cosg > % (A(— sin g — wcos g) + 1)
(3) z € Hy1a(w) <= 2 cos % + 29 sin% > % (A(cos g — wsin g) — 1)
(4) z € Hy1a(w) <= 2 cos % — z9sin % > é (A(cos g + wsin g) — 1)
(5) z € Hy1o(w) <= 2 sin g + 29 cosg > % (A(sing — W oS g) — 1)
(6) z € Ir16(w) <= —z sin %T + 29 cos %T > % (A(— sin g — W Cos g) + 1)
(7) z€L1aw) <= = sing + 29 cos g > é (A(cos %T — wsin %T) + 1)

Nun zum eigentlichen Beweis:

(a) H1 6N 11 gNSe C Ha o Die Addition der mit cos {g multiplizierten Ungleichung (1) mit der mit cos

multiplizierten Ungleichung (2) und Division des Ergebnisses durch sin %” liefert

z € (Hi6NIs)(w) = 2 cos g + 29 sing >
1
> ) ((cos g — cos 17T—8) + A(cos 17T—8 cos g — sin g cos g) + Aw(sin gcos 17T—8 — cos? g))

49
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mit D = Bsin %ﬂ. Zur Berechnung der Multiplikatoren siehe Erklarungen im Anhang. Durch Vergleich der
letzten Ungleichung mit der Ungleichung (3) sieht man, dafi es ausreicht, f(w) > 0 fiir alle w € Iy zu zeigen,
wobei
™ ™ . 2m ™ ™ . ™ T . 27
flw) = (cos 5 "3 + sin ?) + A (cos g 698 g —sin g cos o —cos o sin ?)
+ Aw (sin T cos = —cos? = + sin T sin 2—71-) .
9 18 6 9 9

Mit Hilfe der trigonometrischen Formeln (siehe Anhang) und unter Benutzung der Definition von A berechnen

wir
flw) = (cos g — (cos 17T—8 — cos %)) + A (cos g(cos 17T—8 — cos i—g) - sin%cos %)
+ Aw (sin g(cos 17T—8 + cos i—g) — cos? %)
= (cosz—Qsinzsinz) —|—A(QCOSESiHESiHE—SiHECOSE)
6 9 6 9 9 6 6 6
+ Aw (2 sin g cos gcos% — cos? %)
2
= (cos%—sing) + A (sin%—l—wcos g) . (sin?ﬂ- —cosg)
2
ZQSiHECOS o 2Asinlsin—ﬂ- (sinz + w cos E)
9 9 18 9 6 6
. T 2 T,. 7 T
=2sin — | cos — — cos —(sin — + w cos —)
9 9 9 6 6
—9sin = (cos 2% — sin T cos 1) T eos T
=2sin 9 cos 9 sin 6 cos 9 W Cos 6 cos 5 )

Die Funktion f ist monoton fallend, es reicht also aus, f(tan §) > 0 zu zeigen. Dazu berechnet man

£t 71') 9 i T 2w . T T . T T
an —) = 2sin — [ cos — — 81N — cos — — SIn — COS —
9 9 9 6 9 9 6
ZQSiHE COSQ—Tr—SiH5—Tr =0.
9 9 18

(b) HisN1I1gNSe C Hy 14 Die Addition der mit cos § multiplizierten Ungleichung (1) mit der mit sin §
multiplizierten Ungleichung (2) und Division des Ergebnisses durch sin %” liefert

zE(H176ﬂILg)(w):>z1coslﬂ-—8—zzsinlﬂ—8>
1

> ) ((sin g — cos g) + A(cos gcos g — sin g sin g) + Aw(sin g cos g — sin g cos g))
1 2 2 1 2

= (AsinZT —2sinTecos L) = -~ [ Acos & — cos -~
D 9 9 9 Bcos § 9 9

mit D = Bsin %ﬂ. Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (4) sieht man, daf es ausreicht,
flw) > 0 fur alle w € Iy zu zeigen, wobei

. m . m ™ ™
=8In — + S1h — COS — — W COS — COS —.

18 18 9 18 9

Die Funktion f ist monoton fallend, es reicht also aus, f(tan §) > 0 zu zeigen. Dazu berechnet man

7 .o .o T .7 T .o .
f(tan —) = sin — + sin — cos — — sin — cos — = sin — — sin — = 0.

9 18 18 9 9 18 18 18
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2% multiplizierten

(¢) HigNI1gNSe C Hyi10: Die Addition der Ungleichung (1) mit der mit cos {5/ sin 5

Ungleichung (2) liefert, da8 fiir alle z € (H1 6 N 1 s)(w) gilt

.o T 1 T 2w 2w T T T
zysin — + 29 cos — > (( 08 — —sin —) + A(sin — cos — — sin — cos —)

9 9~ Bsin%’T 18 9 9 9 6 18

2
+ Aw(sin gsm ?ﬂ- — cos s cos E))

18 6

Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (5) sieht man, dafl es ausreicht, f(w) > 0 fiir
alle w € Iy zu zeigen, wobei

T . 27 . 27

flw) = (cos 5 Sty + sin ?)

2 T T T T . 2m
+ A sin — cos — — sln — cos — — sln — siln —

9 9 6 18 6 9

) T 2 T T n 2 T
w | sln —sln — — cos — cos — + sln — cos —
9 9 18 6 9 6

. 2w T T .o T
=cos — + A | sin —(cos — — cos =) — sin — cos —
18 9 9 3 6 18
2
+ Aw (sin ?ﬂ-(sin g + sin g) — cos 17T—8 cos %)

2
_cosﬁ—i—A (281ngsin2§—smgcos 17T_8)

2
+ Aw (2 cosgsin2 ?ﬂ- — oS 17T—8cos %) .

Wegen 2sin” ?” =1—cosir 5 gilt

9 T . 527 T T T T 4 T T
COS — SIN“ — — COS — CO8 — = CO8 — — COS — COS — — COS — COS —.
9 9 18 6 9 9 9 18 6
4
Wegen 2 cos § cos 5~ = = cos 2T + cos 5 und 2cos {gcos § = =cos & 4 cos T 5 gilt
9 T 9 T 4 9 T T T 27 n T .
cos — — 2¢08 — €OoS — — 2C08 — COS — = COS — — CO8 — 4+ s8in — — sin —.
9 9 9 18 6 9 9 18 6
Wegen cos § — cos 29” = 2sin {gsin £ und sin {g — sin § = —2sin {5 cos 5 folgt schlieflich
T 27 T T T T T
2 cos —sin? — — cos — cos — = sin —(cos — — cos —) < 0,
9 9 18 6 18( 3 9 )
die Funktion f ist also monoton fallend, es reicht also aus, f(tan §) > 0 zu tiberpriifen. Dazu berechnet man
unter Benutzung der Formel sin  + tan ycos z = %

f(tan 9) > f(tan 3)

2
= cos 17T—8 + A (2 sin? ?ﬂ-(sin g + tan g cos g) — cos %(sin T + tan g cos %))

6
i02 27w oo 4w
:cosl+A~28m o S _COSESIHE cos— 1—|—2A(2$1n 27 -1
18 cos § 18 9

47 T .7
= COSE (1 — 2A cos ?) = COSE (1 — 2Asin E) =0.

(d) Hi 6N 1216 N Se C 11120 Die Addition der mit cos {g multiplizierten Ungleichung (1) mit der mit sin
multlphzlerten Unglelchung (6) und Division des Ergebnisses durch sin § liefert, daf} fiir alle z € (H1,6 N

12,16)((")) gllt

. 7T+ 7T> 1 (( T )—|—A( T T R )
zysin — + 29 cos — sin = cos — coS — cos — — sin — sin —
T3 7 Bsin T 3 18 189 6 3

+ Aw(sin g cos E — sin g cos g))
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Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (7) sieht man, dafl es ausreicht, f(w) > 0 fiir
alle w € Iy zu zeigen, wobei

Fw) . T .7T+A T T .o m . T . 2
w) :=sin — — cos — — sin — coS — cos — — sin —sin — — sin — cos —
3 18 9 18 9 6 3 9 9
2
+ Aw sinzcosl—sinzcosz—l—sinzsin—ﬂ- .
9 18 3 6 9 9
Mit
T T . 4r T . 2w 2 T 2, . 0w .o
CO8 — o8 — = 8in — cos — = 28in — cos — cos — = cos — (sin — + sin =)
18 9 9 9 9 9 9 9 9 3
und
.71'( 7T+,27T)2,7T T T . 27 T
sin —(cos — + sin —) = 2sin — cos — cos — = sin — cos —
9 18 9 9 9 6 9 6
folgt
2 2
flw) = cos% — cos 17T—8 - sing—i—Asing(cos?ﬂ- — cos g) +chosg(sin§ — sin g)
Mit ) ) )
A(cos o cos z) = 2Asin lcos o cos ]
9 3 18 9 9
und ) ) )
A(sin o sin z) = —2Asin s sin o —sin ]
9 3 18 9 9
folgt

T T .o T 2 . 27
flw) = cos — —cos — —sin — 4+ cos — | cos — —wsin — | .

6 18 9 6 9 9

Die Funktion f ist monoton fallend, es reicht also aus, f(tan §) > 0 zu zeigen. Dazu berechnet man

2 T . 2m 2 . g T 2
cos;—tan—sm—:cos——?sm —ZQCOS?—l

9 9 9 9

und damit

2
tanz :cosz—cosl—sinz—l—cosz 2cos—ﬂ-—1
il 9 6 18 9 6 9

™ . . i
=—cos — —sin — +sin — + cos — = (.

18 9 9 18
(e) H176 N 11,8 NF, C H2716Z Aus (d) fOlgt

(HisNLisNF)NIo16 ChiaNFe

Aus der Behauptung (2) dieses Beweises folgt [1 12 N F. = @, also gilt H1 N1 s N F. C Ha 1.

(5) Im vierten Teil dieses Beweises haben wir im Falle p = 9 gezeigt, dafl H1 s N1 sNF. C Ha10NHz12N
Hy14 N Hyq6 gilt. Die dabei in Teilbehauptungen (a) und (b) bewiesenen nicht strikten Ungleichungen
werden bel w = tan% zu Gleichungen. Es bedeutet, daff der Keil H; M I g die Menge Fx in genau einem
Punkt trifft, einer Ecke von Fx. Damit tragt im Falle p = 9 der Halbraum [ g nicht zur Bildung von Fi bei.
Infolgedessen kénnen auch die Halbraume I, 1 2-m, Im,1,8-m, Im,2,1—m und Ip, 2 5, mit m € {0,...,8} als
Bilder von I; g unter p™np’, p, p7n und p”p' nicht zur Bildung von Fy beitragen. m

PRrOPOSITION 52. Es gilt Fix = F,C.

BEWEIS. Zum Beweis der Behauptung wenden wir die Proposition V.38 an. In allen drei Fallen sind die
Mengen Fx zusammenhangend und nicht in A_ enthalten. In allen drei Fallen gilt ferner /¢ < 1. Im
Falle p > 7 folgt aus dem Beweis des Satzes 49, daf £z < Mg fiir ein R € (0,1) und damit ¢ < 1 gilt.
Im Falle p = 5 zeigt die Rechnung, dafi £, < 0,71 gilt. Nach Proposition V.38 folgt also Fx C Ay und
damit F = A+ N FK = FK. |
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§18. Fundamentalbereiche F,
Satz 53. Im Falle T = T'(5,3,3)? gilt
4
Fo=5.N m ((Im,l,Z—m U Im,1,4—m) N (Im,Z,l—m U Im,Z,B—m))~
m=0

Im Falle T =T(7,3,3)? gilt
6
Fe = Se N m ((Im,l,Z—m U Im,1,4—m U Im,1,6—m) N (Im,Z,S—m U Im,Z,lO—m U Im,Z,lZ—m))~

m=0
Im Falle T =T(9,3,3)? gilt
8
Fe=25.N m ((Im,1,4—m U Im,1,6—m) N (Im,Z,S—m U Im,Z,S—m))~

m=0

BEWEIS. In den Fallen p = 7 und p = 9 folgt die Behauptung aus den Satzen 49 und II1.27 und Proposi-
tionen 51 und 52.

Im Falle p = 5 wollen wir auf die Menge F .= U(Fx) den Satz V.42 anwenden. Wir erinnern daran, daf die
Gruppe I' = T'(5,3,3)? durch Elemente —r,, —r, und —r, erzeugt wird. Fiir die Elemente ry, r, und ry
gilt

N —
_rw = TuToTw = .
—-1,.-1

Es folgt ryryryry =7 1y .

© 226 | 31,6 |320]| 410|424 |014|028)|1,1,8|1,22]212] 226|316

IR 14 IR IR 14

© 224|314 (328|418 |422|0,1,2|026|1,1,6|1,20] 21,0 224|314 "

IR 14

ABBILDUNG 10. Seitenflache von Fi fir I' = r'(5,3,3)%

Seitenidentifikationen: Bis auf die Symmetrien gentigt es, den Deckel, der mit dem Boden identifiziert
wird, und die in E5 g enthaltene Seitenflache von Fy zu betrachten, denn es gilt I 19-m = p7n(l23),

It a—m = (P)™ Y las), Im21—m = (p)" T n(l28), Im23-m = p™(I28).
r2 (Deckel): Multiplikation (von links) mit 72 = —r2:

u
Im,1,4—m ' Im4+3,1,4—-m; 9m,2,3—-m "> §m+3,2,3—-m-
Jo,2,8: Multiplikation von links mit go 2,8 = g2,1,0
7”3 = g2,1,2, 91,18t> 91,22, g1,16 > 91,20, Jo,2,67 —TZ, go,1,4 > 92,2 4.
Kantenzyklen: Bis auf Symmetrien kommen in den folgenden zwei Kantenzyklen alle Kanten von Fy vor.
(90,2,8,91,1,8) ++ (91,2,2, 92,1,0) ++ (92,2,4, 93,1,4)-
(90,2,8, 7“3) = (g2,1,2,92,1,0) — (—7“3,93,2,8),

Der erste Zykel ist vom Typ X, der zweite Zykel ist vom Typ 2. Damit sind alle Voraussetzungen des
Satzes V.42 erfullt, es gilt also F, = F.

§19. Abbildungen der Fundamentalbereiche

Auf den nachsten Seiten findet man die Abbildungen und die Beschreibungen der Seitenidentifikationen der
Fundamentalbereiche F, fiir die Falle I' = T'(p, 3, 3)? mit p € {5,7,9}. Man siehe hierzu auch den Abschnitt
mit Erklarung der Abbildungen von F,.
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ABBILDUNG 11. Fundamentalbereich F. im Falle T' = r'(5,3,3)%
Singularitat Eis.
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ABBILDUNG 12. Fundamentalbereich F. im Falle T = r(7,3,3)%
Singularitat 7.



56 VI Die Falle F(p;3;3)2: Abbildungen der Fundamentalbereiche

ABBILDUNG 13. Fundamentalbereich F. im Falle T' = r(9,3,3)%
Singularitat Q6.



KAPITEL VII
Die Falle I'(5, 5, )

VYcepaue BCé npeposmoraeT.

Koabma [lNpyTkos

VAN

vﬁ';% sei r € {3,5} und T = ['(5,5,7)%. Fiir die Konstruktion des Fundamentalbereichs von L sel
& &.;\)'A der Fixpunkt w = 0 von I' der Ordnung 5 gewahlt. Wir werden zeigen konnen, dafl in beiden

. . . . . ~ . F .
,\Z/Q Fallen F, = Fx gilt. Dafur werden wir Fi als Fx = A4 N Fx darstellen, wobei Fx ein kompaktes

Polytop in A ist, das sogar in Ay enthalten ist, wie wir dann zum Teil mit Hilfe der Proposition V.38 und
zum Teil durch ausdauerndes Rechnen zeigen werden. Damit gilt Fx = Fi und wir erhalten eine Darstellung
von Fx als kompaktes Polytop in Ay. Schlieflich wenden wir auf die Menge F .= U(Fi) den Satz V.42 an,
um F, = F und F. = Fx zu beweisen.

§20. Reduktion der Darstellung von Fx

ZUR ERINNERUNG. Es gilt

27 T
CN S T8 r  g=sinhl,, B=B(1)=B{A) =S sn .

sin” § 5

C =cosh/(, =

LemMMaA 54, Esgilt C>1,C >S5 >C—1 und (C’+1)cosg>5.

BEwEIs. Es gilt

(C'+1)cos g > S<—=(C + 1)2cos2 g > Sz<:>(C'—|— 1)2cos2 g >C? -1
«——(C"? sin? g — 2C cos? g -1 + cos? g) <0

cos?Z—1 cos? 241
—=C e ( —2 g <:>cosg € (-1,1).

T ’ .
sin &R sin &R

Die restlichen Ungleichungen folgen wegen £, > 0 leicht aus der Definition von sinh und cosh. m
PropPoOSITION 55. Es gilt Fxx = Ay N F,C mit
} 4

Fr=5.N m ((Im,l,Z—m U Im,1,4—m) N (Im,4,6—m U Im,4,8—m)) .

m=0
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ABBILDUNG 14. Menge Fx fiir T = T'(5,5,3)2
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ABBILDUNG 15. Menge Fy fiir I' = I'(5,5,5)



60

VIL. Die Falle r(5;5;r)2: Reduktion der Darstellung von Fx

BEWEIS. Zuerst berechnen wir, wie in Proposition I11.29 angegeben, die Ungleichungen aller im Beweis

auftretenden Halbraume:

2 2 1
(0) z € I g(w)<=2 Sin — — 25 cos — > = Prsw)
’ 5 5 B ’
1 1
(1) z €I g(w)<=2 sing + 29 cos g > B -B1e(w) = 5 (C+1)- (sing — W Cos g)
1 1
(2) z € Hyg(w)<=2 sing + 29 cos g > ~3 Bas(w) = 5 (C'—1) - (sin g — W Cos g)
1 1
(3) z € Hi 4(w)<=2n sing — 29 COS g > -5 <61 alw) = 3 (C'—1) - (sin g + w cos g)
2 2 1
(4) Z€H4g(w)<:>zlsin—ﬂ——zzcos—ﬂ— = ——~ﬁ4g(w)
' 5 5 B ’
1
(5) z € 1470((.0)<:>2'2 2 E . 6470((.0)
.2 2 1
(6) z € Iy o(w)<=>z1 sin % + 25 cos % > 3 - Ba2(w)
1
(7) z e Ilyo(w)<:> —Z2 2 E ~6170(w)
1
(8) z € H47474(W)<:> — Z9 2 —E . 647474((.0)
.2 2 1
(9) z e Hlyz(w)<:>21 Sin ?ﬂ' + 29 cos gﬂ- = —E . 6172((.0)
2 2 1 1
(10) z € Hyao(w)<=>2z18in % — 29 COS % > -5 Baan(w) = 5 (C'—1) - (sin g — W Cos g)
mit 5 5 5
Brs(w) = 1+cosgcos§+Csingsin§ —wsin%cosg—l—Cwsingcos%
Br6(w) = sin? g + C'sin? g —w singcos g —Cuw singcosg
—Bae(w) = — sin? g + C'sin? g + wsin g cos g — Cwsin g cos g
—B1,alw) = — sin? g + C'sin? g — wsin g cos g + Cwsin g cos g
2 2 2 2
—Bag(w) =—-1— cosgcos % + C’singsin % + wsin %cos g + Cw singcos %
Baolw) = 1—|—cos£ —C’wsinz
’ 5 5
2 2 2
Baa(w) = 1—|—cosgcos§—|—C’singsin§—I—wsingﬂ-cosg—C’wsingcos%

B1,0(w) =1+ cos g + Cuw sing

2 2 2 2
—Baaalw)=-1- cosgcos % + C’singsin % + wsin %cos g + Cw singcos %
2 2 2 2
—Baw) =-1— cosgcos % + C’singsin % — wsin %cos g — C’wsingcos %
—Baas(w) = _gin? T + C'sin? T + wsin T cos = — Cwsin I

5 5 5 5 5 5
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Nun zum eigentlichen Beweis:
(1) I sN(SeNA4) = @: Aus Ungleichung (0) folgt unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

|| > zlsin2—ﬂ-—z2c052—ﬂ-
5 5
> l (1—|—cos£c052—ﬂ-—|—05inzsin2—ﬂ-—wsinQ—Fcosz—l—C'wsinzcosQ—ﬂ)
~ B 5 5 5 5 5 5 5 5

fir z € I s(w). Esist also f(w) > g(w) fir alle w € I5 zu zeigen, wobel

1 2 2 2 2
flw) = 3 (1—|—cosgcos§ —|—C’singsin§ —|—w(C’sin§cos§ —sin%cos g))

und g(w) := V1 +w?. Die Funktion f ist linear und die Funktion g ist konvex, es reicht also aus, diese

Ungleichung fiir w = —tan T und w = tan § zu iberpriifen. Es gilt ferner g(—tan ¥) = g(tan §) = Coi%.
Wegen
cos?Z +cos T ctgZ(cosZ + 1) T T T 27
5 5 - 25 > = ctg —ctg — = ctg — tan —
sin? T sin T CEFIRI T M
gilt
. 2m . 2m ™ ™ 2 . om 2m . 2m ™
(C'sin — cos — — sin — cos — < ctg — tan — sin — cos — — sin — cos — = 0,
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

die Funktion f ist also nicht wachsend. Damit reicht es aus, f(tan £) > ﬁ zu zeigen. Es gilt

1 2 2 2 2
flw) == (1 + cos E(cos o w sin —ﬂ-) + C'sin z(sin ] + wcos —ﬂ-))

B 5 5 5 5 5 5
und damit
T
t —
f( an5)
1 1+( T 2 R 27T)+C't 71'(, 2 7T+, T 271')
= — COS — COS — — sln — sin — an —(sin — cos — + sin — cos —
B 5 5 5 5 5 5 5 5 5
2sin? T(C' + 1
:l 1_C052_7T+0tan£sm2_” :M
B 5 5 5 B
2sin g (C+1)  C+1 1
= > >

S S cos ¢

nach Lemma 54.

(2) H174 N 11,6 NS N A+ C H474 N H476 N H478 N H4701

(a) I1 6N Se C Hap: Durch Vergleich der Ungleichungen (1) und (2) sieht man, daf§ es ausreicht, f(w) > 0
fiir alle w € [—tan ¥, tan £] zu zeigen, wobei f(w) := 2(sin & —wcos ).

(b) HianNlhsNS, NAL = @: Die Addition der Ungleichungen (1) und (3) ergibt fiir z € (H14N 1 6)(w)

C—w-ctg g
3 :

|| > 21 >

Es ist also f(w) > g(w) fiir alle w € [—tan T, 0] zu zeigen, wobei f(w) := % und g(w) := V1 + w2
Die Funktion f ist linear und die Funktion g ist konvex, es reicht also aus, diese Ungleichung fiir w = —tan ¢
und w = 0 zu iiberpriifen. Dazu berechnet man f(0) > ¢(0) <= C > S und f(—tan §) > g(—tan §) <
(C'+1)cos £ > 5. Diese Ungleichungen sind in Lemma 5} bewiesen.

(C) Aus (b) fOlgt H476 N 1474 N Sj N A+ = U(H174 N 11,6 N Se_ N A+) = U.

(d) H174 N 11,6 ns.N A+ C H474Z Aus (b) fOlgt

HiaNLgNSeNAy =HiaNheN (ST USHNAL
=(H1aNheNS, NALU(H 4N L eNSTNAL)
:H17401176HS;" ﬂA+.
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Aus (a) folgt
H174m1176 ﬂS;" ﬂA+ C H476HS;" ﬂA+.
Aus (c¢) folgt nun
(HiaNTgNSeNANNLa=(HiaNheNSINALN)NT
CHysNIpaNSINAL =0,
also gilt H174 N 11,6 NnSe. N A+ C H474.
(e) HiaN1lisNS. C Hyg: Durch Addition der Ungleichung (3) mit der mit (2cos & — 1) multiplizierten
Ungleichung (1) ergibt sich fiir z € (H1,4 N [1 6)(w)
. 27 27T>1((,7T,27T+ T 1)+C,7r,27r
21 8ln — — 29c0s — > — [ (sin = sin — + cos — — sin — sin —
P T 7B 5 5 5 5 5
. 27 T . 27 T . 27
—wsin — cos — — Cw(sin — cos — — sin —))
5 5 5 5

5

Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (4) sieht man, dafl es ausreicht, f(w) > 0 fiir
alle w € [—tan T, tan ] zu zeigen, wobei

2 2 2
flw) = (cos g + cos %) — 2w sin %cosg — Cuw(sin 3% — sin %)
2
= 2sin —ﬂ-(sinz—wcos z)
5 5 5

(f) HiaNIigNSe C s o Die Addition der Ungleichungen (3) und (5) und Multiplikation des Ergebnisses
mit 2cos ¢ ergibt fiir z € (Hy 4N I40)(w)

2 2 1 2 2
zlsingﬂ-—i—zzcos%}E((l+cosg)(1+cos%)+Csingsin§
. 27 7T+C (si 2w T . 271'))
— wsin — cos — w(sln — cos — — sin — ) ).
5 5 5 5 5

Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (6) sieht man, dafl es ausreicht, f(w) > 0 fiir
alle w € [—tan T, tan ] zu zeigen, wobei

2 2 3 2
flw) = (cos g + cos —ﬂ-) — %wsin 2F cos & — Cuw(sin °T _ sin —ﬂ-)

5 5 5 5 5

2
= 2sin —ﬂ-(sin T weos z)

5 5 5
(g) H174ﬂfly6ﬂSeﬂA+ C H4701 Wegen (f) gllt (H174ﬂ1176ﬂSe HA_F)HLLO C I4yzﬂSeﬂA+. Aus dem ersten
Teil des Beweises folgt Lo NS, NAL =n([isNS.NAL) =@. Damit gilt (H14aNLsNSeNAL)NLg=o
und fOlghCh H174 N 11,6 NnSe. N A+ C H470.
(3) H1,2 N 1170 NS N A+ C H47472 N H47474 N H474761
(Im Falle r = 5 folgt diese Inklusion aus dem zweiten Teil dieses Beweises wegen der zusitzlichen Symme-
trien.)
(a) 1 N Se C Hyaa: Durch Vergleich der Ungleichungen (7) und (8) sieht man, daf es ausreicht, f(w) > 0
fiir alle w € [—tan T, tan £] zu zeigen, wobei

flw) =2 (1—1—c083 g —Csin? Zeos T — wsin S eos? T + Cwsin® g)

5 5 5 5
=2. (1—(C'sinzg—cos2 g)~(cosg—wsing))
=2 (1—cosg(cosg—wsing)) =2 (l—cosgcosg—l—wcosgsing).

Die Funktion f ist monoton wachsend, es reicht also aus, f(—tan ) > 0 zu iiberpriifen. Dazu berechnet
man

fm o (1-25) 50

COs 5

wegen r < b mit strikter Ungleichung fir » = 3.
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(b) H1 2Nl oNSFNAL = @: Die Addition der Ungleichungen (7) und (9) und Multiplikation des Ergebnisses

mit 2s1ng erglbt fir z € (H1,2N 11 0)(w)
1
|z] Zzlcosg—zzsingz B (singcosg—i—C'singcosg—(.acoszg—I—C'wsin2 g)
1
= E((C’-I—l)sing~(cosg—|—wsing)—a;),

Es ist also f(w) > g(w) fiir alle w € [0, tan Z] zu zeigen, wobei

flw) = é ((C’—I— 1)sing . (cosg—l—wsin g) —w)

und g(w) := V1 +w?. Die Funktion f ist linear und die Funktion g ist konvex, es reicht also aus, diese
Ungleichung fiir w = 0 und w = tan ¥ zu iberprifen. Es gilt f(0) > ¢(0) <= (C'+ 1l)cosE > S
und f(tan ) > g(tan ) <= C > S. Damit folgt die Behauptung nach Lemma 54.
(C) Aus (b) folgt H47474 N 14,4,6 N Se_ N A+ = p47](H172 N 1170 N Sj N A+) =
(d) H1,2 N 1170 ns.N A+ C H47476Z Aus (b) fOlgt
HioNLoNSeNAy =HiaNhoN (ST USHNAL

=(H12oNLoNS, NAL)U(H1 2N L oNSTNAL)

= Hlyz m[lyo ﬂSe_ ﬂA+.
Aus (a) folgt

H1,2 n 1170 n Se_ N A+ C H47474 n Se_ ﬂA+.

Aus (c¢) folgt nun

(Hlyz N 1170 NnSe. N A+) N 14,4,6 = (Hlyz N 1170 N Se_ N A+) N 14,4,6
CHiaaNliasgNS; NAL =0
also gllt H1,2 n 1170 n Se N A-I— C H4,4,6~

(€) Hi2N1I10NSe C Haao Die Addition der Ungleichung (9) mit der mit 2 cos 577 multiplizierten Unglei-
chung (7) ergibt fir z € (H1 2N 11 0)(w)

. 27 27T>1(( T 27T+2 2 1)+C,7r,27r
z18ln — — 29co8 — > — | (cos — cos — cos — — sin — sin —
P T 7B 5 5 5 5 5

2 7T+C T 271')
—wsln — cos — wsin — cos — J.
5 5 5 5

Durch Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (10) sieht man, daf es ausreicht, f(w) > 0 fiir
alle w € [—tan T, tan ] zu zeigen, wobei

2m 2m 0 T ™ 2m ™

flw) Z—COS%COS?—FQCOS?—l—FSIH 3—|—CSIH3(SIH?—SIH5)
71'(, 7T+,27T)+C . 71'( 7T+ 271')
(.acos5 sm5 sin 3 wsm5 cos5 cos 3
2 2 2
=2 cos 3 + cos g(cos % — cos g) + 2C sin? gcos %
—4wsingcos?’§+4Cwsin3gcosg.
Mit 2 2 2 2 2
2cos§+cosg(cos§—cosg)—2cos§—2coszgcos§_2cos§sm2§
folgt

=

£
I
[N}
<]
=

2 2
(sin g cos gﬂ- + C'sin g cos gﬂ- — 2w cos® g + 2Cwsin? gcos g)

2
(C+1) sm—cos % + 2w cos E(C’sm 2 I — cos? ﬂ-))

( 5 5
cos X T T
(1—|—cos— . 5 —|—2wc083cos—).

01|=] 01|=] SIE

mg r
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64 VII. Die Falle r(5;5;r)2: Reduktion der Darstellung von Fx

Die Funktion f ist monoton wachsend, es reicht also aus, f(—tan §) > 0 zu iberprifen. Dazu berechnet
man

sin T

T cos%T T 71')
5

7 .o .
f(—tan 3) = 281113 ((l—i—cos ;) —QSmgcos;

2 T 2 L 5 T T
2| cos — + cos — cos — — 2s1n“ — cos —
5 r 5 5 r

2 2
=2 (cos % + cos E(?cos% — 1)) .

r

Wegen 2 cos 2?” — 1 <0 folgt
2 2 2 2
flw) =2 (COS% —|—cos§(2cos% - 1)) =2 <2cosgcos§ —2cosgcos %) =0

wegen r < b mit strikter Ungleichung fir » = 3.

(4) Im ersten Teil dieses Beweises haben wir gezeigt, dafl 1 s N (S. N Ay) = @ gilt. Damit tragt der
Halbraum I g nicht zur Bildung von Fx C SN A4 bei. Aus Symmetriegrinden tragen auch die Halbraume
I1,8-m = p" (I1,8) und I 4 2-m = p"n(l1,s) nicht zur Bildung von Fi bei. Es gilt also

4 4
FK:A+ﬂSeﬂ m Rm@ﬂ m RmA

m=0 m=0

mit Rm,l = Im,l,—m UIm,l,Z—m UIm,lA—m Ulm,1,6—m und Rm,4 = Im,4,—m Ulm,4,4—m Ulm,4,6—m Ulm,4,8—m~
Im zweiten Teil dieses Beweises haben wir gezeigt, dal i1 4N NS NAL C Ha aNH4 sNH4sNHy o gilt. Zwei
der dabei bewiesenen nicht strikten Ungleichungen (Teilbehauptungen (a) und (e)) werden bei w = tan ¢
zu Gleichungen. Es bedeutet, dal der Keil H; 4 N [} ¢ die Menge Fx in genau einem Punkt trifft, einer
Ecke von Fx. Damit tragt der Halbraum [; ¢ nicht zur Bildung von Fx bei. Infolgedessen tragen auch
die Halbraume I, 16-m = p"(l16) und Ipaa—m = p7n(l16) nicht zur Bildung von Fx bei. In der
obigen Darstellung von Fx konnen wir also Rm,1 =Ini1,-mUIlni2-mUIlnia_m und RmA =In4-mU
Im,a,6—m U Ipm 48_m nehmen. Im dritten Teil dieses Beweises haben wir gezeigt, dafi H1 2N oNS. NAL C
HyaoNHysaN Hyapgilt. Zwel der dabei bewiesenen nicht strikten Ungleichungen (Teilbehauptungen (a)
und (e)) werden im Falle r = 5 bei w = —tan £ zu Gleichungen. Es bedeutet, dafl der Keil H; 5 N 11 o die
Menge Fx im Falle » = 5 in genau einem Punkt, einer Ecke von Fix, und im Falle r = 3 gar nicht trifft.
Damit tragt der Halbraum /; g nicht zur Bildung von Fx bei. Infolgedessen tragen auch die Halbraume
Ip1,-m = 0" (L1,0) und Iy 4 —m = p™n(f1,0) nicht zur Bildung von Fy bei. Damit ergibt sich die gewtlinschte
Darstellung von Fi. m

LEMMA 56. Die Gerade F1 4N Ea¢ liegt in Ay,

BEWEIs. Aus den Gleichungen der Ebenen Fy 4 und Ej, ¢ (vergleiche auch mit den Ungleichungen (2) und (3)
der Halbraume H4 s und Hq 4 in der letzten Proposition)

€ Fus(w) . 7T+ r C-1 (si T 71')

z w) < z;sin— 4+ 29c08— = —— - (sin — — wcos —

He Py Ty S 5 5
-1

z € By a(w) < zlsing—zzcosgzCT~(sing—|—wcosg)

berechnen sich die Koordinaten des Punktes (E7 4 N E46)(w) als

¢-1 ¢—-1
2l = —— 9 = — IS

S bl

W

Damit gilt

z

-1
f—i—z%:—cs V14 w2 < V1 +w?

nach Lemma 5. m



VIL. Die Falle r(5;5;r)2: Reduktion der Darstellung von Fx

ProrosITION b7. Es gilt Fix = F,C.

BEwEis. Es gilt Fx = A N FK. Aus FK C Ay wurde Fxe = Ay N FK = FK folgen, es gentigt also,
Fx C A4 zu zeigen. Die Punkte von Fic mit dem groBten Abstand von der w-Achse befinden sich auf den
konvexen Kanten von Fi. Unter Beriicksichtigung der Symmetrien haben wir im Falle 7 = 5 nur die in der
Geraden Fq 4N F4 6 enthaltene Kante und im Falle » = 3 nur die in den Geraden £1 4N Ey6, B1a N FEaaa
und Fy 2 N Fy 4.4 enthaltene Kanten zu betrachten. Nach dem Lemma 56 liegt die ganze Gerade ) 4N Ea
in A,. Im Falle 7 = 5 ist damit Fixx C A bereits gezeigt. Wir widmen uns nun dem Fall 7 = 3. Die in der

Geraden Ej 3 N Ey 44 enthaltene Kante liegt in S, (tan {5). Man rechnet nach, dafl £ (tan {5) < 0,79 < 1

gilt. [Es gilt sogar ((tan(0,98- %)) < 1.] Die Menge S, (tan {5) N F ist zusammenhéngend und nicht in A_
enthalten, damit ist sie nach Proposition V.38 in A} enthalten. Damit liegt die in der Geraden E; 2N F4 44
enthaltene Kante in Ay. Es ist nun zu zeigen, dafl auch die in der Geraden FEi 4N F4 44 enthaltene Kante
in Ay liegt. Die Gleichungen der Ebenen Fy 4 und E4 44 (wie in Proposition I11.29 angegeben, vergleiche
auch mit den Ungleichungen (3) und (8) der Halbraume H; 4 und H4 4 4 in Proposition 55) sind

1
zlsing—zzcosgz 3 ((C—l)sinzg—l—wsingcosg(C—1))
2 tg T 2
= E(cos%—i—cos g)—l— chg 5 (cos%—l—cos g)

fir z € Ey a(w) und

1 2 2
29 = 3 (1—|—cosgcosgﬂ-—QC'si112gcosg—(.using(C'cosgﬂ-—|—2cos2 g))
1 2
= E(I_QCOS g) - Bscidn% (coszg—l—cosgcos %)
1

2
:—(1—2cosz)—7c,d cos—ﬂ-—l—cosz
B 5 Bsin ¢ 5 3

fiir z € F4 4 4(w). Daraus folgt

.o 1 2w T T 0 T
zlslngz— COS — 4+ cos — + cos — — 2cos” —

B 5 3 5 5

1( 7T+ T 1) 1( T 71')
= —(cos —+cos — —1) = —(cos — — cos —).

B 5 3 B 5 3

Damit berechnen sich die Koordinaten des Punktes (E1 4N E444)(w) als

cos ¢ —Cos & 1 —2cos ¢ cos%”—l—cos%
=T o 2= —w o
BsinZ B BsinZ

5 5

Rechnung zeigt schliefilich, dal
|Z1| < 0a3a |Z2| < 0a4+ 0a8 : |(.d|

und folglich
2422 <(0,3)* 4+ (0,4 + |w|-0,8)* = 0,254 0,64 - |w|+ 0,64 - w*
< 0,25+0,64~tang—|—w2 <14 w?

gilt. Damit ist auch im Falle » = 3 die Inklusion Fx C AL gezeigt. m

PROPOSITION 58. Die gegenseitige Lage der Hyperebenen um die Kante Fy 4N F4 ¢N E. ist in der Abbildung
dargestellt. Es gilt insbesondere

HaNlysNEsgNE, =N aNlysNE32NE, = 4NEy 6N E,
aNlyeNEygsNE, ClagNE, und L1 aNlagNEagNE, Clz3aNEe.
E32
B4
I anIse Ha sUHs
B4

Eas

ABBILDUNG 16. Hyperebenen durch die Kante £ 4N E4 6 N E. (Schnittbild).
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66 VIL Die Falle r(5;5;r)2: Fundamentalbereiche F.

BEWwEIs. Die Geraden F4¢(w), Eqa(w) und By 4 N Eys N E. haben, wie bereits in Lemma 56 ausgefiihrt,
die folgenden Gleichungen:

€ Fao(w) .7T+ 71'_(]—1(.71' 71')

z 46w <:>zls1n5 2CoSp = — sin — —wcos =),
. c-1 .

z € By a(w) < zlslng—zzcosgzT~(smz—|—wcosg)

und

c—-1
(14 iw,2) € B1aNEssNE, < ZZT~(1—iw).

Nach Proposition I11.29 gilt

cE ( ) . 27 n 27 -1 ( .27 271')
A w <— Z18ln — Z9CO8 — = ——— - (81Nl — — W COS —
3.2 PPy TRy S 5 5
und
cE ( ) . 27 27 -1 ( .27 n 271')
A w <— Z1S8IN — — 29CO08 — = —— - (s1n — W COoS — ).
»8 PRy Ty S 5 5

Damit enthalten die Ebenen 32N E, und Fs N F. die Gerade E1 4N Ey6NEe. m

§21. Fundamentalbereiche F,

Satz 59. In den Féllen T = T'(5,5,3)? und T = I'(5,5,5)? gilt

4
Fe=25.N m ((Im,l,Z—m U Im,1,4—m) N (Im,4,1—m U Im,4,3—m)) .

m=0
BEwEIs. Wir wollen auf die Menge F := W(Fx) den Satz V.42 anwenden.

Fall 7 = 3: Wir erinnern daran, daB die Gruppe I' = ['(5,5,3)% durch Elemente —r,, —r, und —r,, erzeugt
wird. Fur die Elemente r,, r, und r,, gilt

5 5

— N —
7”u = 7”U = rw = TuToTw =
I)S O g‘ TulyTyTy = TU ru u d ToTyuTyTy = Tu r’U .

“2,46[ 31,6 N3,40[ 4,1,0 N4,4,4] 0,1,4 N0,4,8] 1,1,8 N\1,4,2] 2,1,2 N2,4,6]| 3,1,6

) IR ) IR )

D244 |3,1,4\] 3,4,8 |4,1,8\] 4,4,2 [0,1,2\] 0,46 |1,1,6\] 1,4,0 {2,1,0\] 2,4,4 [3,1,4

ABBILDUNG 17. Seitenflache von Fy fiir T = r'(5,5,3)%

Seitenidentifikationen: Bis auf die Symmetrien gentigt es, den Deckel, der mit dem Boden identifiziert
wird, und die in £y ¢ bzw. F4 g enthaltenen Seitenflichen von Fyx zu betrachten, denn es gilt [ 1 9-m =

PP n(Iag), Imia—m = P 0(La6), Imai—m = p" (a,6), Im,a,3—m = p" (118).
r2 (Deckel): Multiplikation (von links) mit 72 = —r3:

Im,1,4—m Y Im431,4—-m, Im,43-m F> Im+43,43-m

g0,4,8: Multiplikation (von links) mit goas = g2,1,0:

2 3
Tyt 9212, 91,180 91,42, 91,16 91,40, G046+ —Ty.



VIL. Die Falle r(5;5;r)2: Abbildungen der Fundamentalbereiche
90,460 Multiplikation (von links) mit go 46 = g4,1,0:

—TZ = 9418, 9044t —TZ, 7“3 = 941,2, 40,48+ 7”3, 91,16 > g3,4,0-

Um aus diesen Daten das Bild der linken unteren Ecke (siche Abbildung) dieser Seitenflache zu bestimmen,
stellen wir diese Ecke nicht als Fy ;2N E_Tﬁ N Fga6 N E. oder Fg 14N E_Tﬁ N Eyae N Ee, sondern als
Eoaan E_Tﬁ N Eyae N E. dar (vergleiche den Beweis der Proposition 55). Dadurch erhalten wir eine
Darstellung des Bildes dieser Ecke unter go 46 = g4,1,0 als Fa180N E_Tﬁ N Ea1,0N Ee, es ist also die rechte
untere Ecke der zu g4 1 o gehorigen Seitenflache. Die linke obere Ecke (siehe Abbildung) der zu gg 4 6 gehorigen
Seitenflache stellen wir als £y 4 8N Er2NEgaeNkEe dar und erhalten eine Darstellung des Bildes dieser Ecke
unter goa6 = ¢a,1,0 als Fa120N Erﬁ N E4100N Ee, es ist also die rechte obere Ecke der zu g4 1,0 gehorigen
Seitenflache.

Kantenzyklen: Bis auf Symmetrien kommen in den folgenden drei Kantenzyklen alle Kanten von Fix vor.
(90,4,8,91,1,8) 7 (91,4,2,92,1,0) = (92,44, 93,1,4)-

(90,48, 7“5) = (92,1,2,92,1,0) — (—7“3,93,4,8)~
(90,4,6,90,1,4) = (94,4,2,94,1,0) = (93,4,8,93,1,6) = (92,4,4,92,1,2) = (91,4,0,91,1,8)~

Der erste Zykel ist vom Typ X, der zweite Zykel ist vom Typ 2. Der dritte Zykel ist vom Typ 3 mit @ = gy 46,
b= g014, ¢ = gosz2und d = gpas. Zu dem dritten Zykel sieche auch Proposition 58. Damit sind alle
Voraussetzungen des Satzes V.42 erfullt.

Fall » = 5: Wir erinnern daran, dafl die Gruppe I = ['(5,5,5)% durch Elemente —r,, —r, und —r,, erzeugt

wird. Fur die Elemente r,, r, und r,, gilt
5__ .5 _ 5 _ _
T, =T, =T, = TyTyTy = —1.
24,6\ 3,1,6\3,40[\41,0[\444(\014(\048[\1,1,8\1,42[\212|\24,6]|.316
24,4.031,4\(3,48\[4,1,8\|4,4,2\[0,1,2\[0,46\[1,1,6\|1,4,0\|2,1,0\[2,4,4\|3,1,4

ABBILDUNG 18. Seitenfliche von Fy fiir T = r'(5,5,5)%

Seitenidentifikationen: Bis auf die Symmetrien gentigt es, den Deckel, der mit dem Boden identifiziert
wird, und die in Ej g enthaltene Seitenflache von Fy zu betrachten, denn es gilt I 19-m = p7n(lss),
It aem = (P)™ Y as), Imai—m = (¢)" T nIas), Imaz—m = p™(lag).

r2 (Deckel): Multiplikation (von links) mit 72 = —r2:

u-

Im,1,4—m Y Im431,4—-m, Im,43-m F> Im+43,43-m

g0,4,8: Multiplikation (von links) mit goas = g2,1,0:

7”3 = 9212, 9go46> —TZ, —TZ = 9218, Jo,40H> 7”5,

Um aus diesen Daten das Bild der rechten oberen Ecke (auf dem Bild) dieser Seitenfliche zu bestimmen,
stellen wir diese Ecke als Fp 40N E’“ﬁ N Ey a8 N Ee dar. Dadurch erhalten wir eine Darstellung des Bildes
dieser Ecke unter goas = g2,1,0 als 2120 Erﬁ N Es1,0N e, es ist also die rechte obere Ecke der zu g2 10
gehorigen Seitenflache. Die rechte untere Ecke (auf dem Bild) der zu gg 4 5 gehdrigen Seitenflache stellen wir
als FgaeN E_Tﬁ N Fo.48N e dar und erhalten eine Darstellung des Bildes dieser Ecke unter gp a8 = g2,10
als Ey18N E_Tﬁ N Eo1,0N Ee, es ist also die linke untere Ecke der zu g2,1,0 gehorigen Seitenflache.

Kantenzyklen: Bis auf Symmetrien kommen in den folgenden zwei Kantenzyklen alle Kanten von Fy vor.

(90,48, 7“5) = (92,1,2,92,1,0) — (—7“3,93,4,8)~
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68 VIL Die Falle r(5;5;r)2: Abbildungen der Fundamentalbereiche

(90,4,6,90,1,4) = (94,4,2,94,1,0) = (93,4,8,93,1,6) = (92,4,4,92,1,2) = (91,4,0,91,1,8)~

Der erste Zykel ist vom Typ 2. Der zweite Zykel ist vom Typ 3 mit ¢ = goae, b = go,1,4, ¢ = go,32
und d = go28. Zu dem zweiten Zykel siehe auch Proposition 58. Damit sind auch in diesem Fall alle
Voraussetzungen des Satzes V.42 erfullt. m

§22. Abbildungen der Fundamentalbereiche

Auf den nachsten Seiten findet man die Abbildungen und die Beschreibungen der Seitenidentifikationen der
Fundamentalbereiche F fiir die Falle T' = ['(5,5,7)% mit » € {3,5}. Man siehe hierzu auch den Abschnitt
mit Erklarung der Abbildungen von F,.



VIL. Die Falle r(5;5;r)2: Abbildungen der Fundamentalbereiche

ABBILDUNG 19. Fundamentalbereich F, im Falle T' = r'(5,5,3)%

Singularitat Wy7.
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70  VIL Die Falle r(5;5;r)2: Abbildungen der Fundamentalbereiche

ABBILDUNG 20. Fundamentalbereich F. im Falle T = r'(5,5,5)%
Singularitat Uss.



KaAPrPiTEL VIII
Der Fall I'(7, 5, 3)?

BbiBaeT, 4TO ycepane
npeBo3MoraeT U pPaccyiok.

Koabma [lNpyTkos

xa}ﬁg iir die Konstruktion des Fundamentalbereichs von I' := = I'(7,5,3)? sei der Fixpunkt u = 0 der
Ordnung 7 gewahlt. Wir werden zeigen konnen, dal F, = Fg gllt Dafir werden wir Fg als Fg =
Q A4 N Fg darstellen, wobel Fy ein kompaktes Polytop in A ist, das sogar in Ay enthalten ist, wie wir
dann mlt Hilfe der Proposition V.38 zeigen werden. Damit gilt Fg = Fe und wir erhalten eine Darstellung
von Fg als kompaktes Polytop in A4 . Schlieflich wenden wir auf die Menge F .= U(Fg) den Satz V.42 an,
um F, = F und F, = F¢ zu beweisen.

ZUR ERINNERUNG. Es gilt Iy = [—tan Z,tan Z], [7 = [0,tan Z] und I; = [—tan Z,0]. Fir w € I7 gilt

Cgn &/ 27T
COS7COS —|—COS3 SlIl7 THw? COS &R

\/cos? T +cos? T+ cos? § 4 2cos 7cosgcos%—1

belw) =

NoTaTION. Fiir w € I7 sel ri(w) := V1 + w? und ro(w) := V1 +w? - £ (w).

PRrROPOSITION 60. Es sei w € R. Fiir z € Ay(w) gilt |z| < rm(w). Fir z € Fx(w) und damit auch
fiir z € Fg(w) C Fi(w) gilt |z| < ra(w). Die Funktionen r, und ry sind konvex, fiir w € 8I; und damit fiir
allew € I7 gilt

r1(w) < 1,109917 und ro(w) < 0,9758.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus den Propositionen I11.12, V.38, Lemma V.45 und Rechnung. m

Wir erinnern an Proposition V.4}, die auch in diesem Abschnitt oft benutzt wird:

ProrosiTION 61. Ist die Funktion f linear und die Funktion g konvex, so gilt fiir a,b € R
flw) > g(w) firallew € [a,b] <= f(w) >g(w) firallew € da,b] = {a,b}.

Diese Aussage gilt insbesondere auch dann, wenn auch die Funktion g linear ist.

PROPOSITION 62. Es gilt Fg = AL N Fg mit

6
Fe=S.n ﬂ ((fm,1,2—m Ulmi1acm Ulni6-m) N (Im2,10-m Ulm212-m)N

m=0

N(Im3z2-mUlnza—m) N (Tmas—mUlnaio—mU fm,4,12—m))~

BEWEIS. Zuerst berechnen wir, wie in Proposition I11.29 angegeben, die Ungleichungen aller im Beweis
auftretender Halbraume. Die Werte der linearen Funktionen o, ik, oyr und §;j, die spater im Beweis
benotigt werden, werden auch mit Hilfe dieser Proposition numerisch ausgerechnet.

. 3T 3T
(1) z € I1 10(w) <= z1sin a =+ 23 cos ra > ao(w)
.2 2
2) 2 € Ip(w) = isin = — 2008 T > a1 1a(w)
(3) z €I g(w)<= — 22 > a1 g(w)
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72 VIIL Der Fall r(7;5;3)?

ABBILDUNG 21. Menge Fg fiir T' = T'(7,5,3)

(4) z € Hy 9(w)<=>218in 2771- + 29 cos 2771- > —ag o (w)
(5) z € Hy s(w)<=2n sin%—zz cos% > —% - Br,6(w)
(6) z € I s(w)<=2n sin%—l—zz cos% > % P s(w)
(7) z € Hy g(w)<=>21 8in ; + 25 cos ; > —% - Ba,g(w)
(8) z € Hy1o(w)e=>215in 3771- + 23 cos 3771- P —% “Ba10(w)
(9) 2 € Hy1a(w)=>215in 2771- — Z COS 2771- P —% “Baz(w)
(10) z € I 4(w)<=>2z1 sin 3771- — 29 COS 3771- > aga(w)
(11) z € I o(w)<=>2z1 sin 2771- + 29 cos 2771- > aga(w)
(12) z € Hyg(w)<= — 22 2> —ay p(w)

(13) 2 € I g(w)e=>z sin% — 25 cos ; > a9 6(w)

(14) 2 € Haglw)é=>z1sin 2 + 25 c08 = > —azs(w)



(24)

(25)

(26)

(27)

Aus Symmetriegriinden geniigt es, die folgenden Behauptungen (a)—(i) zu zeigen.
(a) 11710 N Fg = O

2 € Iy p(w)E=22 2> aso(w)

2 2
z e H2712(W)<:>21 sin Tﬂ- — Z9 COS Tﬂ- = —Ozzylz(w)

z € Hy g(w)<=z1sin ; + 29 cos ; > —ays(w)

.3 3
z e H4710(W)<:>21 Sin 771- + z9 cos 771- = —a4710(w)

2
z e H4712(W)<:>21 sin 771- — Z9 COS 771- = —a4712(w)

z € I g(w)y<= — zsin ; — 29COS ; > g g(w)

.3 3
z e HZ,lO(W)C;’Zl Sin Tﬂ- + z9 cos Tﬂ- = —Ozzylo(w)

. 3
z € Hy 4(w)<=>218in 771- — 29 COS 771' > —ag 4(w)

z € Hy g(w)<=2 sin% — 29 COS ; > —ag g(w)

. 27 2w
z € I o(w)<= — z18in — #2008 — > o1 o(w)

.3 3
z € H67472(W)<:>21 Sin 771- + z9 cos 771- = —a67472(w)

2 2
z € H67474(W)<:>21 sin 771- — Z9 COS 771- = —a67474(w)

z € Heap(w)= — 22 2> —ag4,6(w)

Aus der Ungleichung (1) folgt |2] > aq 10(w) fir # € I1 19(w). Es gentigt also,

a1, 10(w) > ra(w)

fir w € 0l7 zu zeigen. Die Rechnung zeigt

(b) 11712 N (A+ N Se) = O

ay,10(tan ;) > 1,04, a1 10(—tan ;) > 1,53.

Aus der Ungleichung (2) folgt |2] > aq 12(w) fir # € I1 12(w). Es gentigt also,

a112(w) > ri(w)

VIIL. Der Fall F(7;5;3)2
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VIIL. Der Fall F(7;5;3)2

fir w € 0l7 zu zeigen. Die Rechnung zeigt
(o5} 12(tan 7) > 1,53, Ozlylz( tan 7) > 1,14.
(C) 1170 N H1,2 N Fg =g

(c.1) Ly N Hi 5N Fe NS = @ Durch Addition der Ungleichungen (3) und (4) ergibt sich fir z €
(110N Hy2)(w)

2 2
a1,0(w) — a1 o(w) € 21 8in Tﬂ- + za(cos Tﬂ- — 1) = 2sin ;(zl cos ; — z9sin ;)

und damit

a10(w) = a10(w)
QSin% '

2] 2 flw) mit f(w) =
Es geniigt also, f(w) > ro(w) fiir w € OIF zu zeigen. Die Rechnung zeigt
ay o(tan 7) > 1,14, a1,0(0) > 0,65,
—aq o(tan 7) > —0,17, —a12(0)>0,25

und damit

F(tan 7) > 1,11, £(0) > 1,03.

(¢.2) hyNHi12NFeN S, =@: Durch Addition der mit 9 multiplizierten Ungleichung (3) mit der mit 11
multiplizierten Ungleichung (4) ergibt sich fiir z € (I3 o N Hi 2)(w)

2 2 2
91 p(w) — 1lag o(w) < 21 - llsin%r + z2(11 cos 771' -9) < 7|~ \/202 — 198 cos 771'

und damit

90[170((.0) - 110[172((.0)

1/202 — 198 cos 27”

Es gentigt also, f(w) > ra(w) fir w € 917 zu zeigen. Die Rechnung zeigt

2> f(w) mit fw) =

a1,0(0) > 0,65, a1 0(—tan 7) > 0,16,

—a1,2(0) > 0,256, —aq(—tan 7) > 0,67

und damit

F(0) > 0,977, f(—tan 7) > 0,99.

(d) 11,8 N H176 N Se C H478 N H4710 N H47121
Es gilt

—f1,6(tan E) >2, —fi6(—tan 7) > —0,2,

7
61 g(tan7) > 0,1, 61,8( tan7) > 2,8.
(d.1) 1 s N Se C Has: Durch Vergleich der Ungleichungen (6) und (7) sieht man, daf| es gentigt,
61,8(“) 2 _64,8((")) fur w € 6[7

zu zeigen. Die Rechnungen zeigen, daf3 gilt

61 g(tan7) > 0,1, 61,8( tan7) > 2,8,

—64 g(tan 7) < =0,1, _64,8( tan 7) < 2,1.
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(d.2) L1isN Hi 6N Se C Haio: Die Addition der Ungleichung (5) mit der mit 2c08277T multiplizierten
Ungleichung (6) ergibt fiir z € (I1 s N Hi6)(w)

1 2
z1 sin 3771- + 29 cos 3—7T > 5 (—6176((.0) + 2cos Tﬂ- ~6178(w)) .

7
Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (8) ergibt, dafi f(w) > —fa10(w) fir w € 017 zu
zeigen ist, wobel f(w) := —f1 ¢(w) + 2 cos 27” - 61 s(w). Die Rechnungen zeigen

f(tan 7) >2,1, f(—tan 7) > 3,2

elnerselts und
—64 10(tan 7) <2 02 —64710( tan 7) <1 9

andererseits.
(d.3) sN H1 sNSe C Haio: Die Addition der mit (cos 27” + 0,5) multiplizierten Ungleichung (5) mit der
mit 0,5 multiplizierten Ungleichung (6) und Division des Ergebnisses durch cos T ergibt fiir z € (/; sNH1,6)(w)

z SIHQ—F—Z COSQ—F > l (QCOS ) o, 6( )+61’8(w)
! 7 2 7 B 2cos7

Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (9) ergibt, dafi f(w) > —f12(w) fir w € 017 zu
—(2cos 2 +1) B1,6(w)+F1,8(w)

zeigen ist, wobei f(w) := Tcos

. Die Rechnungen zeigen

f(tan7)>25 f(= tan7)>13

elnerselts und
—64 12(tan 7) <1 9 —64712( tan 7) < =0 4

andererseits.

(e) Lan(ALNnS,) =2

Aus Ungleichung (10) folgt |2] > a2 a(w) fiir # € I 4(w). Es geniigt also, oo a(w) > ri(w) fir w € 017 zu
zeigen. Die Rechnung zeigt

a24(tan7)>13 g a(— tan7)>115

(f) IzzmHzomFg—

~1|:|

Durch Addition der Unglelchung (12) mit der mlt — = 2cos 5 2% multiplizierten Ungleichung (11) ergibt
7
sich fiir z € (I3 N Ha0)(w)
37 3r _ sinZF
21 8i0 — — 29C08 — > ——— - (g 2(W) — @z 0(w)
7 sin =-
und damit
) sin 377T
|2l 2 flw)  mit f(w) = ——F - asa(w) —azo(w).
sin =

Es gentigt also, f(w) > ra(w) fiir w € 87 zu zeigen. Die Rechnung zeigt

o o(tan 7) > 0,64, aga(—tan 7) > 1,31,

—ay g(tan 7) > 0,33, —aso(—tan 7) > —0,65

und damit

f(tan7) > 1,12 f(- tan7) > 0,98.

(g) 12,6 mszngg =g
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Durch Addition der Ungleichungen (13) und (14) ergibt sich fiir z € (Iz,6 N Ha g)(w)
.o
221 sin - > g 6(w) — as g(w)
und damit

2l > f(w)

mit f(w) = 226) —azs(@)
Es genligt also, f(w)

2sin
(w) fiir w € 3I7 zu zeigen. Die Rechnung zeigt

o (tan 7) > 1,15, a9 6(—tan 7) > 0,29,
—ay g(tan 7) > —0,3, —ass(—tan 7) > 0,61
und damit
f(tan7)>0979 f(= tan7)>103
(h) Is 0N Hy1oNSe C HygN Ha10N Ha o
Es gilt
o p(tan 7) > —0,34,

a9 p(— tan 7) > 0,64,
— Q2 12(tan 7) > 0 9 —Ozzylz( tan 7) > 0 33

(h.1) H3 12N S. C Hyy2: Durch Vergleich der Ungleichungen (16) und (19) sieht man, daf§ es geniigt

—az19(w) > —aq12(w)

fur w € dI7
zu zeigen. Die Rechnungen zeigen, daf3 gilt
—a 1o(tan 7) > 0,9, —ag12(—tan 7) > 0,33,
—ay12(tan 7) < 0,68,

—Oz4712( tan 7) < —0,16.

z1 sin ; + 29 CcOS ; > f(w)

(h.2) I, gNH312NSe C Hag: Die Addition der mit sin 3—” multiplizierten Ungleichung (15) mit der mit sin £
multiplizierten Ungleichung (16) und Division des Ergebmsses durch sin & ” ergibt fiir z € (Io0 N Ha19)(w )

3 T

i o) o= S22l 0 £ esle)
sin =-

Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (17) ergibt, daf

flw) > —aas(w) firw e dly
zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigen
f(tan 7) > 0,07, f(—tan 7) > 0,98
einerseits und
—ay g(tan 7) < —0,03,
andererseits.

—ag g(— tan

0,73
7) <
(h3) 1270 n H2712 ns. C H4 10

Die Addition der Ungleichung (15) mit der mit
Ungleichung (16) ergibt fiir z € (120N Ha 12)(w)

n 3= e .
—L multiplizierten
sin s
. 3T 3
zlsmT—i—zzcos— >

sin 22
-2 flw) mit f(w) = azo(w) —

sin 27” raz12(w).




VIIL. Der Fall F(7;5;3)2
Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (18) ergibt, daf
flw) > —ag10(w) firw € dly

zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigen
f(tan7)>078 f(= tan7)>105

elnerselts und
—Qg4 10(tan 7) < 0,73, —Oé4710( tan 7) < 0,68

andererseits.
(i) Lo s N Ho10NSe C (Hi2 N Hia N Hi) U (Hea2 N HeaaN Heap):
Es gilt
s g(tan 7) > 0,29, asg(—tan 7) > —0,62,

— Q2 10(tan 7) >0 61 —Ozzylo( tan 7) >0 9
a1 o(tan 7) > 0,16, a7 o(—tan 7) > —0,68.

(i.1) Iy sNHy10NSe C Hy 4: Die Addition der mit sin Z multiplizierten Ungleichung (20) mit der mit sin =X 3”
multiplizierten Ungleichung (21) und Division des Ergebmsses durch sin 2% ” ergibt fiir z € (Io s N Ha10)(w )

.3 3 . sin L - a —sin 3% . o w
z1 sin o 29 COS on > flw) mit f(w) = 7 2,8(w) : = 2 10( )
7 7 811177T

Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (22) ergibt, daf
flw) > —aqa(w) firw e dly

zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigen
f(tan7)>092 f(= tan7)>077

elnerselts und
—aq 4(tan 7) < 0,68, —aqa(—tan 7) < 0,73

andererseits.

1.2) s N Hs10NS. C Hyg: Die Addition der mit 2cos 2& multiplizierten Ungleichung (20) mit der
) ) ) 7 g g

Ungleichung (21) ergibt fiir z € (125N Ha 10)(w)

2
21 sin% — 29 cos% > fw) mit f(w) :=2cos 771' g g(w) — ag 10(w).

Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (23) ergibt, daf
flw) > —an6(w) firw e dly
zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigen

f(tan7)>097 f(= tan7)>012

elnerselts und
—aq g(tan 7) < 0,73, —a6(—tan 7) < —0,03

andererseits.
(i.3) Hy,10 N Se C Hg a9 Durch Vergleich der Ungleichungen (21) und (25) sieht man, daf es ausreicht,

—ag10(w) > —agaq(w) firw € dly
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zu zeigen. Die Rechnungen zeigen, daf3 gilt

—a 10(tan 7) > 0,61, —as10(—tan 7) > 0,9,

—Q 4 z(tan

7) < =0,03, —Oz67472( tan 7) < 0,73.

(i.4) I »NH210NSe C He 4 4: Die Addition der mit sin 2& = multiplizierten Unglelchung (24) mit der mit sin 37

multlphzlerten Unglelchung (21) und Division des Ergebmsses durch sin T ergibt fiir z € ({12 N H2 10)(w)
2 2 . __sin 27” o o(w) — sin 37” ag 10(w)

21 sin7 — 72008 — > fw) mit f(w) = sin %

Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (26) ergibt, daf
flw) > —agaa(w) firwe dly

zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigen
f(tan7)>165 f(= tan7)>079

elnerselts und
—Q64 4(tan 7) < 0,73, —Oz67474( tan 7) < 0,68

andererseits.
(i.5) 1 2sNH210NSe C He a6: Die Addition der mit sin 2% = multiplizierten Unglelchung (24) mit der mit sin 27”
multlphzlerten Unglelchung (21) und Division des Ergebmsses durch sin % ergibt fiir z € (/1,2 N Ha10)(w)

sin 37” a1 2(w) — sin 27” ag 10(w)

o T
SlIl7

—z2 > flw) mit f(w) :=

Der Vergleich dieser Ungleichung mit der Ungleichung (27) ergibt, daf
flw) > —agae(w) firwe dlr
zu zeigen bleibt. Die Rechnungen zeigen

f(tan7)>145 f(= tan7)>009

elnerselts und
—Qg 4 6(tan 7) <0 68 —a67476( tan 7) < 0 16

andererseits.
(16) Aus (11*2) fOlgt [zygmszlomSe C H174HH176. Aus (13*5) fOlgt [LzmszlomSe C H674720H67474HH67476.
Damit gilt
LsNHy10NSe = ((T2sNHa10NSe) NH12) U((T2sNHa10NSe) NIp2)
C(HioNH1aNH 6)U(Hsa2NHeaaNHgagp).
Damit ist die Behauptung gezeigt. m
ProPoOsITION 63. Es gilt Fg = Fg.

BEwEgIls. Nach Proposition 62 gilt Fg = A4 N Fg. Man rechnet nach, daf £ < 0,88 < 1gilt. Die Menge Fy
ist zusammenhangend und nicht in A_ enthalten, damit ist sie nach Proposition V.38 in A, enthalten.
Damit gilt Fg = A+ NFe=Fe.m

SATZ 64. Im Falle T =T(7,5,3)? gilt
6
Fe=5:.N m ((Im,l,Z—m U Im,1,4—m U Im,1,6—m)

m=0
N (Im,2,10-m U lm212-m)
N (Im,S,Z—m U Im,3,4—m)

N (Im,a8-m U lna10-mU fm,4,12—m))~

BEWwEIS. Auf die Menge F := U(Fg) wollen wir nun das kombinatorische Kriterium V.42 anwenden. Wir
erinnern daran, daf die Gruppe I' = ['(7,5,3)? durch Elemente —r,, —r, und —r, erzeugt wird. Fiir die

Elemente r,, 7, und r,, gilt

7 5

— 3 —
Ty, =T, =T, = TyTyTy = —1.
1

Es folgt ryryryry = rtrt und ryryryr, = v trg L
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3,1,8 3,1,10 3,2,23,3,8 3,4,0 3,4,2 4,1,0 4,1,2 4,2,84,3,0 4,4,6 4,4,8 5,1,6 5,1,8 5,2,053,65,4,12 5,4,0

3,3,8 °
S 03,3,6 - -
©e3,2,2

. 3,2,0

"3,1,6 3,1,8 3,2,0 3,3,63,4,12 3,4,04,1,12 4,1,0 4,2,6 4,3,124,4,4 4,4,6 5,1,4 5,1,65,2,12 5,3,45,4,10 5,4,12

6,1,12 6,1,0 6,2,66,3,126,4,4 6,4,6 0,1,4 0,1,6 0,2,120,3,40,4,10 0,4,121,1,10 1,1,12 1,2,41,3,101,4,2 1,4,4

6,2,10

6,1,10 6,1,126,2,46,3,106,4,2 6,4,4 0,1,2 0,1,40,2,10 0,3,2 0,4,8 0,4,101,1,8 1,1,101,2,2 1,3,8 1,4,0 1,4,2

2,1,2 2,1,4 2,2,102,3,2 2,4,8 2,4,103,1,8 3,1,10 3,2,23,3,8 3,4,0 3,4,2 4,1,0 4,1,2 4,2,84,3,0 4,4,6 4,4,8

2,3,2 3,3,8 4,3,0.3
Y 3 '~.\21,,‘3,'1'2'~..'
\ e {1’)2’)3:.:
,2,8 ,2,0 L '422,5

2,1,0 2,1,2 2,2,8 2,3,0 2,4,6 2,4,8 3,1,6 3,1,8 3,2,0 3,3,63,4,12 3,4,04,1,12 4,1,0 4,2,64,3,124,4,4 4,46

ABBILDUNG 22. Seitenfliche von Fg fiir T = [(7,5,3)%
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Seitenidentifikationen: Wir filhren die Rechnungen bis auf die Symmetrien von Fi durch.

r2 (Deckel): Multiplikation (von links) mit 72 = —rJ:

Im,1,4—m Y7 Im+5,1,4—m = Im+5,1,2— (m+5)»
Im,1,6—m 7 Im+5,1,6—m = Im+5,1,4— (m+5)»
Im,2,12—m > Im45,2,12—m = Im+5,2,10—(m+5)>
Im,3,4—m 7 Im+5,3,4—m = Gm+5,3,2— (m+5)»
Im,4,10—m F> Im45,4,10—-m = Im+5,4,8— (m+5)>

Im,4,12—m P> Im45,4,12—m = Im+5,4,10— (m+5)-

90,480 Multiplikation (von links) mit go 48 = g6,1,0:

5
—Ty " 961,12, 40,32 g6,42, YJo,1,4+7 9624, Jo1,6+r> d62,6, Yo0,2,10 > 963,10,

2
Jo212+> 963,12, Y032+ §6,4,2, 40,34+ 96,44, J0,410 "> Ty.
g0.4,10: Multiplikation (von links) mit go 410 = ¢4,1,0:
2 2 5
Ty P> 9412, Jo412+> 7Ty, g1110+7 9342, G118 9340, —Ty 7 J4112,
5
Jo,48 > =Ty, YJo1,6+7> 9426, Go,212F> J4312, J0,34"> J444.

g0,4,12: Multiplikation (von links) mit go 412 = g2.1,0:

2 5
Ty trr 92,12, gi1,1,102 g1,42, o410 B Ty,

g0,3,2: Multiplikation (von links) mit go 32 = g52,0:

5
—Ty v 95,212, Yo,2,10 = 954,10, YJo,1,4+> 9534, Go0,48+ 7 d51,8
und
2
Jo212vr> 954,12, Go16" > 9536, G034 Ty, 90,48+ g518-

g0,3,4: Multiplikation (von links) mit go 34 = g3,2,0:

2 5
Ty 93,22, 9go410r7 931,10, 40,212+ 93412, G0,3,27 —Ty;
go,1,6 > 9336, 9Jo,4,8"7 43,18
Kantenzyklen:
5
9J0,4,10,T u) = (94,1,2,94,1,0) = (=74, 95,4,10),
2 5
90,4,10, 90,4,12) = (75, 94,1,0) = (92,10, —70),

90,4,10,91,1,10) (93,4,2,94,1,0) = (94,4,6,95,1,4),

90,4,10,90,2,12) (94,3,12,94,1,0) = (92,3,0,92,2,10),

(
(
(
(g0,4,10a90,1,6) (94,2,6,94,1,0) = (91,4,0,91,3,10),
(
(go,z,lz, u) = (92,3,2,92,3,0) = (—7”3,95,2,12),

(

90,2,12,90,1,6) (92,4,6,92,3,0) = (91,4,0,91,1,12),

0 -1 O Ol R L N =

(90,2,12,90,3,4) = (92,1,4,92,3,0) = (93,2,0,93,4,12)~

Die Zyklen 1, 2 und 6 sind vom Typ 2, die restlichen Zyklen sind vom Typ X. Damit sind alle Voraussetzungen

des Satzes V.42 erfillt. m

Auf der nachsten Seite findet man die Abbildungen und die Beschreibung der Seitenidentifikationen des
Fundamentalbereichs F. fiir den Fall T = ['(7,5,3)%. Man siche hierzu auch den Abschnitt mit Erklarung
der Abbildungen von F.. Die Abbildung auf der ubernachsten Seite stellt einen vergroBferten Ausschnitt
aus der Abbildung des Fundamentalbereichs dar. Dieser Ausschnitt enthalt die Seitenflachen, die in dem

Seitenschema auf der nachsten Seite mit 1, 3, 5 und 7 bezeichnet sind.
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ABBILDUNG 23. Fundamentalbereich F, im Falle T' = [(7,5,3)%
Singularitat Sig.
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ABBILDUNG 24. Fundamentalbereich F. im Falle T' = [(7,5,3)%
Detailansicht.



KAPITEL IX

Die Fundamentalbereiche in Serien

Hago co4ynHuTb 3aKoH nnn Tabnuuy, Nno KoTopoli 4Yn-
cna pocnun 6bl HEOGBACHUMbBIMU HenepuoanYecKumn
WHTepBanamvu.

Hannnn Xapmc

&= uf den folgenden Seiten werden die Abbildungen aller berechneten Fundamentalbereiche entspre-

L' !@ chend den Arnoldschen Serien zusammengestellt, einschliefflich der von Thomas Fischer, Alexandra

U \ ) Kass, Ute Neuschafer, Frank Rothenhausler und Stefan Scheidt bestimmten Fundamentalberelche

Diese Zusammenstellung soll helfen die Entsprechungen zwischen der kombinatorischen Struktur der Fun-
damentalbereiche und den Serien von Singularitaten festzustellen.
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I

1(7,3,2)

1SS

AN
VAR

I(8,3,2)

| S A7 A—

NN

1(9,3,2)

MY

Ei3
r(5,4,2)

NN

AL
F(G, 4, 2)

NN

Qn
I(7,4,2)

ABBILDUNG 25. Serien E, 7, Q.

5%

T'(4,3,3)

HN %
w

I'(5,3,3)

i
A
\
\
|

Nz
7

I'(6,3,3)

Zi7
I(7,3, 3)2

L/ [ S T 7

A\

Q16
I'(9,3,3)?



Wi
F(5, 5, 2)

Sll
I'(6,5,2)

'(4,4,3)

512
I'(5,4,3)

ABBILDUNG 26. Serien W und S.

IX. Die Fundamentalbereiche in Serien

Wiz
I'(5,5, 3)2

516
I'(7,5,3)?
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U12 U16
(4,4,4) r(5,5,5)2

ABBILDUNG 27. Serie U.



AUSBLICK

[Mopa: nepo NoKoa NpocuT,

A OeBATbL NeceH Hanucan;

Ha 6eper pagoCTHbIli BEIHOCUT

Moto nagbto geBATbIR Ban —

XBana BaMm, AeBATU KameHaM, U MpoYb.

Anekcanap lNywkun

SN i€ bisherigen Ergebnisse lassen vermuten, dafi die kombinatorische Struktur der Fundamentalberei-

@,}Z’} che die Struktur der Arnoldschen Serien widerspiegelt. Da aber bis jetzt von jeder der sechs Serien
@) nur jeweils zwei oder drei Singularitaten betrachtet wurden, ist es wichtig, fir weitere Singula-
ritaten aus diesen Serien die zugehorigen Fundamentalbereiche explizit auszurechnen. Die Uberlegungen, die
es ermoglichen, allgemein die Stufen und die Signaturen der zu den Singularitaten dieser Serien gehorenden
Hochhebungen zu bestimmen, werden in der (noch zu erscheinenden) Diplomarbeit von Konrad Mohring
zu lesen sein. In der folgenden Tabelle sind die Signaturen der Gruppen und die Stufen fur die ersten
Singularitaten der Serien aufgefihrt.

1B 7.3.2 |71 8.3.2 | Qo 9,32

1| Eis 5,42 |Z1s 6,42 |Qu 7,42 |Wis 5,52 |Si1 6,5,2

1B 43,3 |73 5,33 012 6,33 |Wis 4,43 |S12 54,3 |Uis 4,4,4
1| F503,2,2,2 Z104,2,2,2 Q20 5,2,2,2 |Wi03,3,2,2[5104,3,2,2|U103,3,3,2
2 | Fis 5,33 |[Zir 7,3,3 | Qs 9,3,3  |Wir 5,5,3 |Sis 7,5,3 |Uis 5,5,5
3| B 7,42 | Zis 10,4,2 |Qur 13,4,2 |Wis T,7,2 | Si7 10,7,2

5 | Fao 11,3,2 [ Z10 16,3,2 | Qus 21,3,2

1 |Ea0 152 Z301;3 @30 1;4

7 | Fay 13,32 | Zos 20,3,2 | Qqe 27,3,2

5 | Eas 9,4,2 | Zog 14,4,2 |Qos 19,4,2 | Was 9,9,2 | Ssy 14,9,2

4By 7,33 | Zos 11,33 | Qas 15,33 |Was 7.7.3 | Sos 11,7.3 |Usy T.7.7
3| F505,2,2,2| 750 8,2,2,2| Qao 11,2,2,2| W0 5,5,2,2 | 2.0 8,5,2,2 | Uso 5,5,5,2
5 | Eso 8,33 | Zso 13,33 | Qus 18,33 |Wao 8.8.3 | Sus 13,83 |Uss 8.8.8
7 | Egp 11,4,2 | Zao 18,4,2 | Qa0 25,4,2 | Wi 11,11,2|Sa0 18, 11,2

11| Esy 17.3,2 | Zs1 28,3,2 |Qs0 39,3,2

2 |FEspo1;3 Za0 1;5 Qs501;7

ABBILDUNG 28. Tabelle der Stufen und Signaturen.

Die in der vorliegenden Arbeit beschriebene Konstruktion gibt uns (jedenfalls theoretisch) die Moglichkeit,
aufler den bereits betrachteten noch fiir zwolf weitere Singularitaten die Fundamentalbereiche auszurechnen,
namlich fir die Singularitéten Egyo, Zl,O; szo, leo, 5170, Ul,O und E470, ZZ,O, ngo, E670, Z470, Q570. In
den ersten sechs Fallen hat man es mit Vierecksgruppen zu tun, das heifit mit Gruppen von der Signa-
tur (0;p1, p2, ps, pa), in den anderen sechs Féllen geht es um Gruppen mit Signatur (1;p). In allen diesen
Fallen hat man nicht, wie bei Dreiecksgruppen, bis auf Konjugation nur eine Gruppe zu einer gegebenen
Signatur, sondern eine kontinuierliche Familie von solchen Gruppen, so dafl der kombinatorische Typ des
Fundamentalbereichs sich nicht nur in Abhangigkeit von der Signatur, sondern auch in Abhangigkeit von
dem Parameter der Familie von Gruppen andern kann und im allgemeinen auch wird. Die Falle der Vier-
eckssingularitaten sind Gegenstand der Dissertation von Frank Rothenh&usler (in Arbeit).

Will man die zu den Serien gehorenden Fundamentalbereiche weiter verfolgen, so braucht man eine Ver-
allgemeinerung der bisherigen Konstruktion auf die hoheren Stufen. Die Konstruktion macht Gebrauch
davon, daff die Pseudosphiire S = {(a,b) € C* : |a|> — |b|> = 1} in A mit der durch (ay,b;) - (as,bs) =
(araz+ bibs, arbs + byas) definierten Multiplikation isomorph zur Gruppe SU(1, 1) ist. Man konnte nun eine
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Multiplikation auf S betrachten, so daff die Pseudosphare damit zur Gruppe Gy isomorph ist. Diese Mul-
tiplikation kénnte nun linear auf ganz R? fortgesetzt werden. Die Bilinearform (-, ) ist dann aquivariant
bezuiglich der Multiplikation. Damit waren die Voraussetzungen dafir geschaffen, die in dieser Arbeit be-
schriebene Konstruktion auch fur hohere Stufen nachzumachen. Ein Nachteil dieses Ansatzes besteht darin,
daf} die durch die Identifikation mit der Pseudosphare auf der Liegruppe G induzierte Lorentz-Metrik nicht
mit der Metrik auf Gy, iibereinstimmt, die durch Hochhebung der natiirlichen (von der Killingform kommen-
den) Lorentz-Metrik auf SU(1, 1) entsteht, das heift, die Uberlagerungsabbildung Gj, — SU(1,1) ist keine
Isometrie.

Eine andere Moglichkeit der Verallgemeinerung der Konstruktion auf die hoheren Stufen ware durch eine
intrinsische Beschreibung der bisherigen Konstruktion gegeben, eine Beschreibung also, die von der Ein-
bettung von SU(1, 1) in R* keinen Gebrauch mehr macht, sondern nur mit der Begriffen der pseudo-
Riemannschen Geometrie von SU(1,1) auskommt. Als Vorbild konnte dabei die in der Einleitung bereits
angesprochene Konstruktion des spharischen Dodekaederraumes dienen, bei der sich das Hantieren mit den
Tangentialraumen der dreidimensionalen Sphare in die Sprache der Mittelsenkrechten zwischen jeweils zwel
Punkten der Sphare ubersetzen lafit. Allerdings ist die Konstruktion in unserem Fall komplizierter, es ist
also zu erwarten, dafl auch ihre intrinsische Beschreibung komplizierter sein wird.

Es gibt noch ein fur das Verstandnis der Konstruktion der Fundamentalbereiche durchaus wichtiges Problem.
Bis jetzt sind nur fur endlich viele Signaturen die Fundamentalbereiche explizit ausgerechnet worden. Es ist
interessant, fir eine unendliche Familie von Signaturen die kombinatorische Struktur der Fundamentalberei-
che zu bestimmen. Die im Kapitel uiber die Berechnung der Fundamentalbereiche im Falle I = [ (p,3,3)?
geleisteten Vorarbeiten, insbesondere der Satz VI.49, laden dazu ein, fur alle Gruppen mit der Signa-
tur (0;p,3,3) die Fundamentalbereiche in der Stufe 1 und in der Stufe 2 (falls p ungerade) explizit zu
berechnen.



ANHANG

Formelsammlung

Trigonometrie

sin 3z = 3sinx — 4sin® # = sin (3 — 4sin? ),
cos3x = 4cos® ¥ — 3cosx = cos x(4cos’ & — 3).
. . 1
sinzsiny = §(cos(x —y) —cos(z +y)),
1
COS T Cosy = §(cos(x —y) +cos(z +y)),
1
sinx cosy = §(sin(x —y) +sin(z +y)).

r+y r—y

sine + siny = 2sin cos ——,
. . =Y r+y
sinx — siny = 2sin COST,
r— z
cos& 4+ cosy = 2cos 2ycos —;—y’
.ty . x—y
cos & —cosy = —2sin sin ——.
) sin(z
smx—i—tanycosx:w.
cosy

Es seien z,y,z € R mit « — y € - 7Z. Die Losung des linearen Gleichungssystems Av = b mit A =

sine  siny sin z
und b = laBt sich leicht mit Hilfe der Cramerschen Regel und der trigonometrischen

cosz cosy COs 2
Additionstheoreme ausrechnen: Es gilt

sine  siny
det =sinxcosy —sinycosz =sin(z —y) #0
cosx cosy

und analog

sinz siny sine  sinz
det =sin(z —y) und det =sin(z — z).

COSZz COsy COST COsz

Damit 1st

)

die Losung des Gleichungssystems Av = b. Auch fur die linearen Gleichungssysteme, in denen die trigono-
metrischen Funktionen und die Vorzeichen in der Matrix A und im Vektor & anders verteilt sind, kann man
in ahnlicher Weise Losungen erhalten.
Hyperbolische Trigonometrie
cosh?z — sinh? 2 = 1.
Damit gilt sinh 2z = \/cosh? 2 — 1 und cosh # = \/sinh? z + 1 fiir 2 > 0.

sinh 2z = 2sinhz cosh z, cosh 2z = sinh? z + cosh? z = 2cosh?z — 1 = 2sinh?z + 1,
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' — 9ginh & il —sinh? % 2 ¥ _ 2 ¥ _9gnn2t
Slnhl‘—QSIHhQCOShQ, cosh ¥ = sinh 2—|—cosh 2_2cosh 5 1 = 2sinh 2—1—1,

fcoshz — 1 /cosh 1 fcoshz — 1
sinh Y e (z 2 0), cosh Y + , tanh r_ et ,
2 2 2 2 2 coshz +1

. tanh? 1
sinh? 2 = Lﬁ, cosh?z = —_—,
1 — tanh” = 1 — tanh” =
h2
tanhzle—iz, ctghzxzcozix,
cosh” z cosh“z —1

cosh(z + y + z) = cosh & cosh y cosh z 4 cosh # sinh y sinh z
+ sinh # cosh y sinh z + sinh # sinh y cosh z,

cosh(z + 2y) = cosh z(cosh? y + sinh? y) 4 2sinh & sinh y cosh y.

Hyperbolische Dreiecksformeln

ABBILDUNG 29. Hyperbolisches Dreieck.

sinh a sinh b _ sinh ¢

B — B — B 3
sin « sin 3 sin -~y
cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos v,

cos acos J + cosy

cosh ¢ = - -
sin asin 3

Daten des Dreiecks A(p,q,7)
A(p, ¢q,r) ist ein hyperbolisches Dreieck mit Ecken u, v, w € I und Winkeln

0
Oy = —, 0y =— und o, = —

T
p
Aus den Winkeln lassen sich die Seitenlangen (bezliglich der hyperbolischen Metrik p auf ID) berechnen

cos Tcos T +cos T cos Zcos T 4+ cos T
P q r he. — P r q

. T - T bl Ccos w . T - T

sin Tsin © sin Tsin ©

P q P r

cosh ¢, = )

s

cos Zcos = + cos
q r P

cosh £y, = - -
sin Zsin T
q r

fur
foi=plu, ), b= p(w,w), b = plo, ).
Mit cosh? # — sinh? 2 = 1 berechnet man ferner

W —, sinh/4, = L sinh £, = W

sinh EU = "1 T .
sin — sin — sin — sin
P 9 P

T

z sin Tsin -
r q r

mit

™ ™ ™ ™ ™ ™
W =, /cos? — + cos? — 4 cos? — + 2cos —cos —cos — — 1.
r q r
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Insbesondere gilt im Falle ¢ = »

cosh £, = cosh {,, = ctg T - ctg T und  sinh £y, = sinh £, = \/ctgz T ctg? T
q 2p q 2p

und 1m Falle ¢ = r =3

1
cosh ¢, =cosh l, = — - ctg 1,
3 2p
J2cos T —1
1 T 1 P
sinh ¢, =sinhf, = — -, fctg? — -3 = — . %+——
3V 8 2p V3 sin 7
4/QCOS%—I
tanh f, =4———,
cos 35
COS ==

ctgh £, SR —
2cos T —1
\/ P
Hyperbolische Geometrie
Es sei p die hyperbolische und d die Euklidische Metrik auf ID.
Fur a,b € D gilt

coshp(0,a) — 1 cosh p(0,b) — 1
coshp(0,a) + 1  cosh p(0,b) +1
cosh p(0, a) cosh p(0, b) — cosh p(a, b) (cosh p(0,a) — 1)(cosh p(0,b) — 1)
sinh p(0, a) sinh p(0, b) (cosh p(0, a) + 1)(cosh p(0,b) + 1)

d*(a,b) =

Fir a,b € D mit p(0,a) = p(0,b) gilt

_ \/2(cosh p(a, b) — 1).

d(a,b
(a,0) cosh p(0,a) + 1
Fiir a € D gilt
L] | 2]al 2 _ coshp(0,0) — 1
hp(0,a) = hp(0,a)] = d = coshp(0,a) £ 1
cosh pl0,a) = 70z [sinbp(0, @)l = =0 und - a® = 200 ma =

Einige Werte der trigonometrischen Funktionen

sinzzl, COSEZO, ctggzo.

2
1
smg— 23, cos§:§, tan—_\/g, ctg—:—3.
T 1 T 1 ; 1 tﬂ-—l
sm4_ 5 cos4_\/§, an4_, cg4—
.o 5—+b T 1++5 T 2(5_\/5) T 14++5
sm5 NG , cosgz 1 tang— 15 , 5
2 + 2(5_\/5)
, ™ 5—+5 y 3+V5 , T 5—+5 , ™ 345
sin”® — = , Cos = , tan® — , - .
8 8 5 345 5 5-5
1
smg:—, cos%-?, tang—ﬁ, ctg%:\/g.
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545
202
2(5 +/5)
VE-1

™
COS —

10~

_ V5l o T
ST

sinz——3_ > cosz——5—|—\/5 tanzl—M c 2 T _
08 08 0 515 %10
. 271'_ T 271'_, T
sin 5 = cos 0 cos 5 = sin 0
T 3T T . 37
s1n5_coslo, cos5_s1n10.
.7T+,27T_2,37T 71'_2,271' T
sm5 sin 5= sin 10 cos 0= sin 5 cos5,
. 27 . .om 3w . T 2T
sin — — sin — = 28In — cos — = 28in — cos —,
5 5 10 10 5 5
7T+ 271'_2 T 371'_2,71',271'
cos5 cos 5= cos 10cos 0= s1n5s1n 5
T T . T . 37 T 2T
COS — — COs — = 28In — Sln — = 2 cos — Cos —.
5 5 10 10
T, w 1
cos —sln — = —

5 10 4
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