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Einleitung

„Wir müssen wissen,
wir werden wissen!“

David Hilbert

Ein bekanntes Resultat aus der algebraischen Geometrie ist, dass der Kegel der
numerisch-effektiven Divisoren im reellen Néron-Severi-Raum einer projektiven
Varietät X und der Abschluss des Kegels der effektiven Kurven dual zueinander
sind. Dabei ist der duale Kegel K∗ eines abgeschlossenen, konvexen Kegels K in
einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V durch

K∗ :=
{
ϕ ∈ V∗|ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ K

}
⊂ V∗

gegeben. In unserem Fall wird die Dualität durch das Schnittprodukt

N1(X)R × Nn−1(X)R → R

geliefert.
Schließen wir den konvexen Kegel der effektiven Divisoren auf X ab, so erhalten
wir den pseudo-effektiven Kegel Psef(X). Die Elemente im Inneren dieses Kegels
nennen wir big. Die Charakterisierung des dualen Kegels zu Psef(X) erwies sich
deutlich schwieriger als im obigen Fall. Erst im Jahr 2004 zeigten Boucksom, De-
mailly, Paun und Peternell mit analytischen Methoden in [BDPP04]

Satz 0.1.
Sei X eine projektive Varietät der Dimension n. Dann sind sind die Kegel Mov(X)
und Psef(X) dual zueinander, d.h.

Mov(X)∗ = Psef(X).

Mov(X) ist dabei der Abschluss des Kegels der strikt beweglichen Kurven. Eine
Kurve γ heißt strikt beweglich, wenn ein birationaler Morphismus µ : X′ → X und
ample Divisoren a1, ..., an−1 auf X′ existieren, so dass γ = µ∗(a1 · ... · an−1) gilt.
Lazarsfeld liefert in [Laz04b] einen algebraischen Beweis für den obigen
Satz. Dabei werden für die entscheidende Abschätzung sogenannte Fujita-
Approximationen in geeigneten Aufblasungen der Varietät verwendet. Der Über-
gang zu den geeigneten birationalen Modellen macht den Beweis an einigen Stellen
recht technisch.
Boucksom, Favre und Jonsson entwickelten daher in ihrer Arbeit [BFJ06] einen
algebraischen Kalkül, um diese Rechnungen in einem positiven Schnittprodukt
zu kapseln. Ein solches Schnittprodukt wurde im analytischen Kontext bereits in
[BDPP04] eingeführt. Unser Ziel ist es [BFJ06] detailliert auszuarbeiten, den dort
eingeführten algebraischen Kalkül darzustellen und damit den Satz von Boucksom,
Demailly, Paun und Peternell zu beweisen. Dadurch, dass viele der Abschätzungen
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2 EINLEITUNG

des ursprünglichen Beweises in dem Kalkül gekapselt sind, wird die Struktur des
Beweises durchsichtiger.

Nachdem wir in Kapitel 1 die Schnitttheorie und die Grundlagen über die Posi-
tivität von Geradenbündeln wiederholt haben, folgen wir in Kapitel 2 der Arbeit
[BFJ06] und entwickeln eine Theorie um die Divisoren auf allen glatten Aufbla-
sungen in zwei topologischen Vektorräumen zusammenzufassen. Diese ergeben
sich als projektive bzw. induktive Limites über die Néron-Severi-Räume der Auf-
blasungen. Diese Vektorräume hängen dann nur noch von der Varietät X selber ab.
Wir werden die Ergebnisse aus Kapitel 1 auf diese Räume übertragen und defi-
nieren dann die Volumenfunktion auf dem induktiven Limes so, dass sie unter der
natürlichen Einbettung

N1(Xπ)R → lim
−−→
π

N p(Xπ)R

mit dem gewöhnlichen Volumen für Divisoren auf allen glatten Aufblasungen Xπ
übereinstimmt. Das Entscheidende ist nun, dass wir ein positves Produkt 〈α1·...·αp〉

auf dem p-fachen Produkt des induktiven Limes definieren können. Dieses wird
durch Schnittprodukte numerisch-effektiver Divisoren auf geeigneten Aufblasun-
gen approximiert. In diesem Kontext kann Fujitas-Approximationstheorem wie
folgt interpretiert werden:

vol(α) = 〈αn〉.

Mit Hilfe dieses positiven Produktes können wir den entscheidenden Satz in Kapi-
tel 2 beweisen.

Satz 0.2.
Die Volumenfunktion volX besitzt auf dem Big-Kegel des Raumes N1(X)R in jede
Richtung eine Richtungsableitung, die durch eine stetige Linearform auf N1(X)R
gegeben ist. Genauer gilt für jede Big-Klasse α ∈ N1(X)R und jedes γ ∈ N1(X)R

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

volX(α + tγ) = n〈ᾱn−1〉 · γ̄.

Dabei sind ᾱ und γ̄ die Bilder von α und γ unter der kanonischen Abbildung
N1(X)→ lim

−−→π
N p(Xπ).

In Kapitel 3 werden wir mit den Ergebnissen aus Kapitel 2 den Beweis für das
Resultat von Boucksom, Demailly, Paun und Peternell liefern.



KAPITEL 1

Grundlagen

1.1. Schnitttheorie und numerische Äquivalenz

1.1.1. Rationale und numerische Äquivalenz von k-Zykeln.

Definition 1.1 (Zykel der Kodimension k auf algebraischen Varietäten).
Sei X eine algebraische Varietät über einem Körper k. Ein Zykel der Kodimension
k (k-Zykel) auf X ist ein Element der freien abelschen Gruppe, die durch die ir-
reduziblen Untervarietäten der Kodimension k erzeugt wird. Wir bezeichnen diese
Gruppe mit Zk(X). Wenn f : X → X′ ein Morphismus zwischen algebraischen Va-
rietäten und Y eine Untervarietät von X ist, dann definieren wir den Pushforward
f∗(Y) wie folgt:

f∗(Y) :=

[K(Y) : K( f (Y))] · f (Y) falls dim f (Y) = dimY
0 falls dim f (Y) < dimY

Damit erhalten wir den Pushforward eines k-Zykels durch lineare Erweiterung. Ein
k-Zykel Y heißt effektiv, wenn eine endliche Darstellung der Form

Y =
∑

niYi

existiert. Dabei sind die Yi irreduzible Untervarietäten der Kodimension k und die
ni > 0.

Wir definieren nun rationale Äquivalenz von k-Zykeln. Dies geschieht, indem man
die k-Zykel als Weil-Divisoren von normalen Untervarietäten von X unter Push-
forward auffasst.

Definition 1.2 (Rationale Äquivalenz von k-Zykeln).
Zwei k-Zykel Y,Y ′ heißen rational äquvivalent (Y ≡Rat Y ′), wenn eine Unterva-
rietät V zusammen mit einer Normalisierung f : V → V existiert, und linear
äquivalente Divisoren D,D′ auf V existieren, so dass f∗(D) = Y und f∗(D′) = Y ′.
Wir erhalten die Quotientengruppe Ak(X) von k-Zykeln modulo rationaler Äquiva-
lenz. Die zum Nullzykel rational äquivalenten k-Zykel bezeichnen wir mit Ratk(X).

Man kann die direkte Summe A(X) :=
∞⊕

k=0
Ak(X) als graduierte Gruppe auffassen,

wobei man Ak(X) = 0, für dim X < k setzt. Ferner gilt A0(X) = Z und die Abbil-
dung

deg : Adim X(X)→ Z∑
niPi 7→

∑
ni

3



4 1. GRUNDLAGEN

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Satz und Definition 1.3 (Schnittprodukt für rationale Divisorenklassen).
Sei X eine nicht-singuläre projektive Varietät über einem festen algebraisch abge-
schlossenen Körper k. Dann existiert für alle r, s ∈ N eine eindeutige Paarung

Ar(X) × As(X)→ Ar+s(X)
(Y,Z) 7→ Y · Z

welche die Axiome A1 bis A7 erfüllt.

A1 Das Schnittprodukt macht A(X) zu einem kommutativen, assoziativen,
graduierten Ring mit Eins, dem sogenannten Chow-Ring.

A2 Für jeden Morphismus f : X → X′ zwischen nicht-singulären projektiven
Varietäten existiert ein Ringhomomorphismus f ∗ : A(X′) → A(X). Wenn
g : X′ → X′′ ein weiterer Morphismus ist, gilt (g ◦ f )∗ = f ∗ ◦ g∗.

A3 Für jeden Morphismus f : X → X′ zwischen nicht-singulären projek-
tiven Varietäten existiert ein Homomorphismus f∗ : A(X) → A(X′) von
graduierten Gruppen (der den Grad verschiebt). Wenn g : X′ → X′′ ein
weiterer Morphismus ist, so gilt g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f )∗.

A4 (Projektionsformel.) Sei f : X → X′ ein Morphismus zwischen nicht-
singulären projektiven Varietäten und x ∈ A(X), y ∈ A(X′). Dann gilt

f∗(x · f ∗(y)) = f∗(x) · y.

A5 Seien Y und Z Zykel auf X und sei ∆ : X → X × X der Diagonalmorphis-
mus. Dann gilt

Y · Z = ∆∗(Y × Z).
A6 Seien Y und Z Untervarietäten von X, die sich transversal schneiden (d.h.

jede irreduzible Untervarietät von Y ∩ Z hat Kodimension codim(Y) +
codim(Z)). Dann existiert eine Darstellung

Y · Z =
∑

i(Y,Z; W j)W j.

Dabei läuft die Summe über alle irreduziblen Komponenten W j von Y ∩Z
und die „Schnittmultiplizität“ i(Y,Z; W j) ∈ Z hängt nur von einer Umge-
bung des generischen Punktes von W j auf X ab.

A7 Sei Y eine Untervarietät von X und sei Z ein effektiver Cartier-Divisor,
der Y transversal schneidet. Dann ist Y ·Z genau der zum Cartier-Divisor
Y ∩ Z gehörige Zykel, der durch Einschränken der lokalen Gleichungen
von Z auf Y entsteht.

Beweis: Eine Beweisskizze für die Existenz und Eindeutigkeit wird in [Har77]
Appendix A Theorem 1.1 gegeben. Für weitere Details über das Schnittprodukt
verweisen wir auf das Werk von Fulton [Ful84]. �

Bemerkung 1.4. Der Existenzbeweis liefert auch eine konkrete Darstellung für
Pullback und Pushforward. Es stellt sich heraus, dass der Pushforward einer ra-
tionalen Äquivalenzklasse durch die Äquivalenzklasse des Pushforwards eines Re-
präsentanten auf Zykelniveau im Sinne von Definition 1.1 gegeben ist. Dass dies
wohldefiniert ist, wird zum Beispiel in [Ful84] Theorem 1.4 gezeigt.
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Wenn X, X′ projektiv und nicht-singulär sind, dann auch X×X′. Wir haben die Pro-
jektionen p1 : X×X′ → X und p2 : X×X′ → X′. Der Pullback f ∗ : A(X′)→ A(X)
für einen Morphismus f : X → X′ kann dann definiert werden, indem man für eine
Untervarietät Y ′ ⊂ X′

f ∗(Y ′) := p1∗(Γ f · p−1
2 (Y ′))(1.1)

setzt (vgl. [Har77] Appendix A 1). Dabei versteht man unter dem Schnittprodukt
zweier Zykel, das der entsprechenden Äquivalenzklassen.

Bemerkung 1.5. In dieser Arbeit werden wir meistens in der Situation sein, dass
die Abbildungen zwischen den projektiven Varietäten birationale Morphismen
sind. Daher wird in unserem Fall der Pushforward aus A3 den Grad nicht ver-
schieben.

Bemerkung 1.6. Ergibt das (iterierte) Schnittprodukt ein Element aus AdimX(X),
so fasst man es oft direkt als natürliche Zahl auf, indem man die Gradabbildung
dahinter schaltet. Für den Fall, dass X eine glatte projektive Fläche ist, ergibt sich
dann das bekannte Schnittprodukt von Divisoren auf Flächen.

Für unsere Zwecke ist die rationale Äquivalenzklasse zu fein. Wir wollen im weite-
ren Zykel nicht voneinander unterscheiden, wenn sie die selben Schnitteigenschaf-
ten haben. Deshalb führen wir eine gröbere Äquivalenz auf der Menge der k-Zykel
ein und beschränken uns auf glatte projektive Varietäten.

Definition 1.7 (Numerische Äquivalenz von k-Zykeln).
Sei X eine glatte projektive Varietät der Dimension n und sei α die rationale Klasse
eines k-Zykels auf X. Wir sagen: α ist numerisch äquivalent zum Nullzykel, wenn

α ≡num 0 :⇔ (α · β) = 0

für alle β ∈ An−k(X) gilt. Die Untergruppe der zu Null numerisch äquivalenten
k-Zykel bildet eine Untergruppe von Ak(X), die wir Numk(X) nennen. Den Quoti-
enten bezeichnen wir mit Nk(X).

Bemerkung 1.8. Nk(X) ist eine endlich-erzeugte abelsche Gruppe. Dies wird zum
Beispiel in [Ful84] 19.3.2 (i) gezeigt.

1.1.2. Exkurs: Die Segre-Klassen als Erzeuger von Nk(X).
Ziel dieses Unterabschnittes ist es zu zeigen, dass die Segre-Klassen die Grup-
pe Nk(X) erzeugen. Dafür benötigen wir einen umfangreichen technischen Appa-
rat, der Chern-Klassen von kohärenten Garben und eine Anwendung des Satzes
von Grothendieck-Riemann-Roch beinhaltet. Für Details der Konstruktionen, ins-
besondere über die Definition der Chern-Klassen, verweisen wir auf [Ful84] Ka-
pitel 3 und Kapitel 15. Für einen Überblick geben wir [Har77] Appendix A3 bis
A5. an.

Definition 1.9.
Sei E ein Vektorbündel vom Rang e + 1 über X und f : P(E) → X der kanonische
Morphismus.

f∗(c1(OP(E)(1))k+e)
heißt dann die k-te Segre-Klasse von X bezüglich dem Vektorbündel E.
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Satz 1.10.
Sei X eine glatte projektive Varietät. Dann erzeugen die Segre-Klassen von Vektor-
bündeln auf X die Chern-Klassen von Vektorbündeln auf X.

Beweis: Wir verweisen auf [Ful84] Kapitel 3.2. �

Definition 1.11 (Die Grothendieck-Gruppe K(X)).
Sei X eine projektive Varietät. Wir bezeichnen mit K(X) den Quotienten, der von
den kohärenten Garben erzeugten freien abelschen Gruppe modulo der Untergrup-
pe, die von Ausdrücken der Form

F −F ′ −F ′′

für jede exakte Sequenz kohärenter Garben

0→ F ′ → F → F ′′ → 0

erzeugt wird.

Wir erweitern nun den gewöhnlichen Chern-Charakter für Vektorbündel auf X (vgl.
[Har77] Appendix 4.4) auf die Grothendieckgruppe K(X).

Satz 1.12.
Der Chern-Charakter für lokal freie Garben lässt sich zu einem Ringhomomor-
phismus

ch : K(X)→ A(X) ⊗ Q

fortsetzen. Die Chern-Charaktere von beliebigen kohärenten Garben lassen sich
als Summe von Chern-Charakteren von lokal freien Garben darstellen.

Beweis: Wir geben hier nur die Idee an. Für einen formalen Beweis verweisen
wir auf [Ful84] Kapitel 15.1 und [Har77] Appendix 5. Jede kohärente Garbe F
besitzt nach [Har77] Aufgabe III 6.9 (b) eine endliche, lokal freie Auflösung

0→ En → ...→ E1 → E0 → F → 0.

Die Klasse von F in K(X) ist dann
n∑

i=0

(−1)iEi.

Dann muss man lediglich überprüfen, dass die Abbildung

F 7→ ch(F ) :=
n⊕

i=0

(−1)ich(Ei)

die gewünschten Eigenschaften hat. �

Satz 1.13 (Erzeuger von A(X)).
Sei X eine glatte projektive Varietät der Dimension n. Dann erzeugen die Segre-
Klassen von Vektorbündeln über X den Chow-Ring A(X).
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Beweis: Sei V eine Untervarietät der Dimension k und sei f : V ↪→ X die In-
klusion. Seien [V] bzw. f∗([V]) die entsprechenden Zykel. Eine Anwendung des
Satzes von Grothendieck-Riemann-Roch ([Ful84] Beispiel 15.2.16) liefert uns die
Gleichung

ch(OV ) = f∗([V] + α) = [V] + f∗(α) (∗)
wobei α ∈ A(V) die rationale Klasse eines Zykels ist, so dass jede irreduzible
Komponente von f∗(α) ∈ A(X) Dimension kleiner k hat.
Wir zeigen nun die Behauptung durch Induktion über die Dimension der Zykel auf
X.
Sei V = P ein Punkt. Dann ist ch(OP) = [P], denn in Gleichung (∗) gibt es keine
Terme mit kleinerer Dimension. Wegen Satz 1.10 und weil der Chern-Charakter ein
Polynom in Chern-Klassen ist (vgl. [Har77] Appendix A4.) wird [P] von Segre-
Klassen erzeugt.
Sei die Behauptung nun für Dimension k gezeigt und sei V eine Untervarietät der
Dimension k + 1 ≤ n von X. Wir folgern mit Gleichung (∗)

ch(OV ) = [V] + f∗(α)

und jede irreduzible Komponente von f∗(α) hat Dimension höchstens k. Nach
Induktionsvoraussetzung wird f∗(α) von Segre-Klassen erzeugt. Wie oben gese-
hen, wird aber auch ch(OV ) von Segre-Klassen erzeugt, also folgt die Behauptung.

�
Unmittelbar hieraus folgt nun

Korollar 1.14 (Erzeuger von Ak(X)).
Die k-ten Segre-Klassen erzeugen Ak(X).

Wir haben eine Projektion π : Ak(X) → Nk(X). Für einen k-Zykel α ∈ Zk(X)
bezeichne αR die rationale und αN die numerische Äquivalenzklasse von α.

Satz 1.15 (Erzeuger von Nk(X)).
Die k-ten Segre-Klassen erzeugen Nk(X).

Beweis: Folgt sofort aus Satz 1.14, denn die rationalen Zykel erzeugen die
numerischen Zykel. �

1.1.3. Schnittprodukt für numerische Divisorenklassen.

Satz und Definition 1.16.
Es existiert eine eindeutige Paarung

Nr(X) × N s(X)→ Nr+s(X)
(Y,Z) 7→ Y · Z

welche die Axiome des Schnittproduktes erfüllt.

Beweis: Seien αR und βR Repräsentanten für die numerischen Klassen αN und βN .
Die Zuordnung

Nr(X) × N s(X)→ Nr+s(X)
(αN , βN) 7→ π(αR · βR)
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ist wegen der universellen Eigenschaft der Restklassenabbilung wohldefiniert,
denn man sieht leicht, dass das Schnittprodukt numerisch triviale Klassen auf
numerisch triviale Klassen abbildet. Pullback und Pushforward werden von den
korrespondierenden Abbildungen in der rationalen Äquivalenzklasse induziert
und sind wegen der Projektionsformel wohldefiniert. Damit ist die Erfüllung der
Schnittaxiome klar. �

Wir wollen nun den abelschen Gruppen eine Vektorraumstruktur zuordnen und
erhalten damit die Räume auf denen wir im Folgenden arbeiten wollen. Wir be-
zeichnen mit ⊗ stets das Tensorprodukt über Z.

Definition 1.17 (Q−Divisoren und R−Divisoren).
Sei X eine algebraische Varietät. Ein Q-Divisor auf X ist ein Element des Q-
Vektorraumes

DivQ(X) := Div(X) ⊗ Q

Analog ist ein R-Divisor auf X ein Element des R-Vektorraumes

DivR(X) := Div(X) ⊗ R

Ein Q- oder R-Divisor D hat die Form

D =
∑

ci · Ai

wobei Ai ∈ Div(X) und die ci aus Q bzw. R sind. Die Bilder der natürlichen Inklu-
sionen

Div(X) ↪→ DivQ(X)
Div(X) ↪→ DivR(X)

nennt man ganze Divisoren. Ein Divisor ist effektiv, wenn er der Form

D =
∑

ci · Ai

mit ci ≥ 0 und Ai effektiv ist.

Bemerkung 1.18. Wenn man einen Divisor als 1-Zykel auffasst, stimmt diese De-
finition mit der aus Definition 1.1 überein.

Analog zu den Divisoren können wir auch die Räume numerischer Äquivalenz-
klassen in einen R-Vektorraum (oder Q-Vektorraum) einbetten. Diese werden die
wichtigsten Räume in dieser Arbeit sein.

Definition 1.19.
Für eine glatte projektive Varietät der Dimension n definieren wir die Vektorräume

Nk(X)R := Nk(X) ⊗ R

Für den Fall k = 1 nennen wir N1(X)R den Néron-Severi-Raum von X. Wegen der
endlichen Erzeugtheit der Gruppen Nk(X) sind die korrespondierenden Vektorräu-
me endlich-dimensional. Durch lineare Erweiterung des Schnittproduktes erhalten
wir eine stetige, bilineare Abbildung

Nk(X)R × Nr(X)R → Nk+r(X)R
(α ⊗ x, β ⊗ y) 7→ (α · β) ⊗ (xy)
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und für den Fall r = n − k eine Dualität

Nk(X)R × Nn−k(X)R → R

Bemerkung 1.20. Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, werden wir die reel-
len Vektorräume Nk(X)R oftmals auch einfach mit Nk(X) bezeichnen.

Bemerkung 1.21. Wir werden im Wesentlichen Schnittprodukte, Pullbacks und
Pushforwards für Divisorenklassen (d.h. 1-Zykel) ausrechnen müssen. Hier ergibt
sich eine Vereinfachung, da für Divisoren auf glatten projektiven Varietäten per
Definition rationale und lineare Äquivalenz gleich sind. Außerdem stimmen die
obigen Definitionen für Pushforward und Pullback mit den bereits bekannten für
Divisoren(-klassen) überein. Für den Pullback über die Abbildung f : X → X′

sieht man das, indem man den Rückzug für einen gegebenen Cartier-Divisor D :=
(Ui, gi) im Setup von Bemerkung 1.4 ausrechnet. Dabei bilden die Ui eine offene
Überdeckung von X′ und die gi sind die D definierenden lokalen Gleichungen.
Wir müssen zeigen, dass die Divisorenklasse des Divisors ( f −1(Ui), gi ◦ f ) mit der
aus Gleichung (1.1) übereinstimmt. Offenbar ist p−1

2 (D) = X × D ein Divisor in
X × X′ mit lokalen Gleichungen (X × Ui, (0, gi)). Das Schnittprodukt Γ f · p−1

2 ist
nach Axiom A7 die Einschränkung dieser Gleichungen auf Γ f . Insbesondere gilt
(0, gi)(x, f (x)) = 0, also gi ◦ f (x) = 0. Die Projektion dieser Menge auf X liefert
nun genau den Cartier-Divisor ( f −1(Ui), gi ◦ f ).

Bemerkung 1.22. Oftmals werden wir lediglich das Schnittprodukt von n Diviso-
ren auf einer n-dimensionalen Varietät betrachten. Da das Ergebnis in diesem Fall
lediglich eine ganze, rationale oder reelle Zahl ist, und weil das Schnittprodukt von
den Repräsentanten der Klasse unabhängig ist, können wir das Schnittprodukt in
diesem Fall auch direkt auf den Divisoren definieren.

1.2. Ample- und Nef-Kegel im Néron-Severi-Raum

In diesem Abschnitt werden wir kurz die wichtigsten Eigenschaften von amplen
und numerisch-effektiven Divisoren wiederholen und zeigen, dass diese Eigen-
schaften numerisch sind. Damit werden wir die entsprechenden Kegel in N1(X)R
definieren und uns einen ersten Überblick über die Situation in diesem Raum schaf-
fen.

Definition 1.23 (Ample und sehr ample Geradenbündel und Divisoren auf einer
projektiven Varietät).
Sei X eine projektive Varietät und L ein Geradenbündel auf X.

(i) L heißt sehr ample, wenn eine abgeschlossene Einbettung ι : X ↪→ PN

existiert, so dass

L = OX(1) := ι∗OPN (1)

gilt.
(ii) L heißt ample, wenn ein m ∈ N+ existiert, so dass L⊗m sehr ample ist.

(iii) Ein Cartier-Divisor D auf X heißt ample bzw. sehr ample, wenn das kor-
respondierende Geradenbündel OX(D) ample bzw. sehr ample ist.
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Satz 1.24.
Seien D1, ...,Dn ample Divisoren auf einer projektiven Varietät X der Dimension
n. Dann gilt

D1 · ... · Dn > 0.

Beweis: Man kann annehmen, dass die Divisoren alle sehr ample sind. Dann folgt
die Behauptung aus dem Satz von Bertini. �

Satz 1.25 (Nakai-Moishezon-Kleiman-Kriterium).
Sei D ein Cartier-Divisor auf einer projektiven Varietät X der Dimension n. Dann
ist D genau dann ample, wenn

Dk · V > 0
für jede irreduzible Untervarietät V der Dimension k > 0 auf X gilt.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Theorem 1.2.23. �

Satz 1.26.
Seien D1,D2 Cartier-Divisoren auf einer projektiven Varietät X. Und gelte
D1 ≡num D2. Dann ist D1 genau dann ample, wenn D2 ample ist.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Korollar 1.2.24. �

Definition 1.27.
Ein R-Divisor D heißt ample, wenn er durch eine endliche Summe der Form

D =
∑

ciAi

dargestellt werden kann. Dabei sind die ci ∈ R
+ und die Ai ample Cartier-

Divisoren.

Satz 1.28.
Seien D1,D2 R-Divisoren auf einer projektiven Varietät X. Und gelte D1 ≡num D2.
Dann ist D1 genau dann ample, wenn D2 ample ist.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Proposition 1.3.13. �

Definition 1.29.
Sei X eine projektive Varietät und sei D ein Cartier-Divisor auf X. D heißt
numerisch-effektiv oder nef, wenn

D ·C ≥ 0

für jede irreduzible Kurve C ⊂ X gilt.

Bemerkung 1.30. Die Definition hängt nur von der numerischen Klasse von D ab.
Analog definiert man numerisch-effektiv für R-Divisoren.

Definition 1.31 (Ample- und Nef-Kegel in N1(X)R).
Der Ample-Kegel von X

Amp(X) ⊂ N1(X)R
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ist der konvexe Kegel aller amplen R-Divisorenklassen in N1(X)R. Der Nef-Kegel
von X

Nef(X) ⊂ N1(X)R
ist der konvexe Kegel aller nef R-Divisorenklassen in N1(X)R.

Satz 1.32 (Kleiman).
Sei X eine projektive Varietät.

(i) Der Nef-Kegel ist der Abschluss des Ample-Kegels:

Nef(X) = Amp(X).

(ii) Der Ample-Kegel ist das Innere des Nef-Kegels:

Amp(X) =
◦

Nef(X) .

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Theorem 1.4.23. �

1.3. Asymptotisches Verhalten von Geradenbündeln und Divisoren

1.3.1. Iitaka-Dimension.

Definition 1.33 (Iitaka-Dimension).
Sei X eine projektive Varietät und L ein Geradenbündel auf X. Wir setzen

N(L) :=
{
m ≥ 0 | H0(X, L⊗m) , 0

}
.

Für m ∈ N(L) haben wir die vom Linearsystem |L⊗m| induzierte rationale Abbil-
dung

φm : X d PH0(X, L⊗m).

Wir bezeichnen die Iitaka-Dimension von L auf X mit κ(L) und setzen κ(L) = −∞,
wenn N(L) leer ist und

κ(L) = max
m∈N(L)

{dim φm(X)}

sonst.

Bemerkung 1.34.

(i) Für den Fall κ(L) , −∞ gilt 0 ≤ κ(L) ≤ dim X.
(ii) Die Iitaka-Dimension des kanonischen Geradenbündels KX nennt man

auch Kodaira-Dimension.

Satz 1.35 (Asymptotische Beschreibung der Iitaka-Dimension).
Sei L ein Geradenbündel auf einer irreduziblen normalen projektiven Varietät X
mit Iitaka-Dimension κ. Dann existieren positive, reelle Konstanten a, A, so dass
für alle m ∈ N(L) hinreichend groß gilt:

amκ ≤ h0(X, L⊗m) ≤ Amκ.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Korollar 2.1.38. �
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Definition 1.36.
Sei X eine irreduzible projektive Varietät und L ein Geradenbündel auf X. L heißt
big, wenn seine Iitaka-Dimension maximal ist, d.h

κ(L) = dim(X).

Ein Cartier-Divisor D heißt big, wenn OX(D) big ist.

Satz 1.37.
Die Eigenschaft eines Cartier-Divisors big zu sein, hängt nur von seiner numeri-
schen Äquivalenzklasse ab.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Korollar 2.2.8. �

Definition 1.38.
Ein R-Divisor D ∈ DivR(X) heißt big, wenn er eine Darstellung als endliche Sum-
me der Form

D =
∑

aiDi

mit ai > 0 und Di big besitzt.

1.3.2. Die Kegel Big und Psef.

Definition 1.39.
Der Big-Kegel von X

Big(X) ⊂ N1(X)R

ist der konvexe Kegel aller big R-Divisorenklassen in N1(X)R.

Definition 1.40.
Der pseudo-effektive Kegel von X

Psef(X) ⊂ N p(X)R

ist der Abschluss des konvexen Kegels, der von den numerischen Klassen der effek-
tiven R-Zykel in N p(X)R aufgespannt wird.

Satz 1.41.
Sei X eine projektive Varietät.

(i) Der pseudo-effektive Kegel ist der Abschluss des Big-Kegels:

Psef(X) = Big(X).

(ii) Der Big-Kegel ist das Innere des pseudo-effektiven Kegels:

Big(X) =
◦

Psef(X) .

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Theorem 2.2.26. �
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1.4. Volumen von Divisoren

Definition 1.42.
Das Volumen eines Big-Geradenbündels L auf einer projektiven Varietät X der
Dimension n ist durch

volX(L) = lim sup
k→∞

n!
kn h0(X, kL)

gegeben. Das Volumen eines Cartier-Divisors D ist durch das Volumen des Gera-
denbündels OX(D) definiert.

Bemerkung 1.43. Das Volumen eines Big-Geradenbündels ist wegen Satz 1.35
wohldefiniert.

Satz 1.44.
Das Volumen eines Divisors D auf einer projektiven Varietät X der Dimension n ist
genau dann positiv, wenn D big ist. Wenn D nef ist, gilt

volX(D) = Dn.

Beweis: Die erste Aussage erhält man aus der Definition und Satz 1.35. Die zweite
Aussage folgt sofort aus dem asymptotischen Satz von Riemann-Roch. Dieser ist
zum Beispiel in [Laz04a] Korollar 1.4.41. zu finden. �

Satz 1.45.
Das Volumen eines Divisors hängt nur von dessen numerischer Äquivalenzklasse
ab.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Korollar 2.2.41. �

Satz und Definition 1.46.
Sei D ein Q-Divisor auf X. Sei a ∈ N so, dass aD ein ganzer Divisor ist. Dann ist
das Volumen des Q-Divisors definiert durch

volX(D) :=
1
an volX(aD).

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Theorem 2.2.35. �

Satz 1.47 (Stetigkeit der Volumenfunktion).
Sei X eine irreduzible projektive Varietät der Dimension n. Dann kann die Abbil-
dung ξ → volX(ξ) auf N1(X)Q eindeutig zu einer stetigen Abbildung

volX : N1(X)R → R
ξ 7→ volX(ξ)

fortgesetzt werden. Ferner ist die Abbildung homogen vom Grad n.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Korollar 2.2.45 und Proposition 2.2.35.
�
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Satz 1.48 (Birationale Invarianz des Volumens).
Sei µ : X′ → X ein birationaler Morphismus zwischen irreduziblen projektiven
Varietäten. Dann gilt

volX′(µ∗(ξ)) = volX(ξ)
für jede Klasse ξ ∈ N1(X)R.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04a] Beispiel 2.2.49. �

Wir folgen nun [Laz04a] Beispiel 2.2.46 und betrachten

Beispiel 1.49 (Die Volumenfunktion auf der Aufblasung von P2 in einem Punkt).
Wir können nun die Volumenfunktion für den einfachen Fall einer, in einem Punkt
aufgeblasenen Fläche explizit angeben. Sei µ : X → P2 die Aufblasung von P2 in
p. Der reelle Néron-Severi-Raum N1(X) wird von den Klassen des exzeptionellen
Divisors und dem Pullback einer Hyperebene H, die durch p geht, erzeugt. Be-
zeichnen wir diese Klassen mit e und h, dann ist der Raum N1(X) isomorph zu R2

mit Basis {−e, h}. Die Klassen h und h − e erzeugen den Nef-Kegel, denn wenn
wir für einen Nef-Divisor α = λh + µ(h − e) schreiben, folgt mit den Regeln des
Schnittproduktes auf X

0 ≤ (λh + µ(h − e)) · e = µ

und
0 ≤ (λh + µ(h − e)) · (h − e) = λ.

Da h − e die Klasse der strikten Transformierten von H ist, ist h − e effektiv. Auf
glatten projektiven Flächen gilt wegen [Laz04a] Beispiel 2.2.27, dass ein Divisor
genau dann pseudo-effektiv ist, wenn sein Schnittprodukt mit jedem Nef-Divisor
größer gleich Null ist. Für einen pseudo-effektiven Divisor α schreiben wir nun
α = λe + µ(h − e) mit λ, µ ∈ R und erhalten

0 ≤ (λe + µ(h − e)) · h = λ

und
0 ≤ (λe + µ(h − e)) · (h − e) = µ.

Also wird der pseudo-effektive Kegel von h − e und e erzeugt. Das Schnittprodukt
lässt sich nun mit den bereits bekannten Resultaten leicht berechnen. Auf dem Nef-
Kegel haben wir für x, y ∈ R+

volX(xh − ye) = (xh − ye)2 = x2h2 − 2xyhe + y2e2 = x2 − y2

Der Kegel der effektiven Divisoren, die nicht nef sind, wird von h und e erzeugt. In
|kH + lE| ist lE stets eine feste Komponente, daher haben wir

µ∗OX(kH + lE) = OP2(µ∗(kH + lE)) = OP2(µ∗kH) = µ∗OX(kH)

und damit sind H0(X,OX(kH)) und H0(X,OX(kH + lE)) isomorph. Das Volumen
kann daher über die Selbstschnittzahl des Nef-Divisors kH berechnet werden. Für
x ∈ R+ und y ∈ R− haben wir

volX(xh − ye) = ((xh)2) = x2

Außerhalb dieser Bereiche sind die Divisoren nicht big, also ist das Volumen dort
null.
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Bemerkung 1.50. Mit dem obigen Beispiel haben wir gezeigt, dass die Volumen-
funktion im allgemeinen auf dem Big-Kegel nicht zweimal differenzierbar ist.





KAPITEL 2

Die Differenzierbarkeit der Volumenfunktion

2.1. Der Riemann-Zariski-Raum

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass die Volumenfunktion für Nef-Divisoren
durch das Schnittprodukt ausgedrückt werden kann. Für Big-Divisoren funktioniert
dies leider nicht. Allerdings haben wir nach Fujitas Approximationstheorem die
Möglichkeit, das Volumen eines solchen Divisors als Grenzwert von amplen Di-
visoren in geeigneten birationalen Modellen der Varietät aufzufassen. Wir werden
diese Konstruktion detailliert beschreiben und damit zeigen, dass die Volumen-
funktion stetig differenzierbar auf dem Big-Kegel ist. Dabei folgen wir während
des ganzen Kapitels der Arbeit [BFJ06] und arbeiten die Beweise dort detailliert
aus.

Notation 2.1.
Im Folgenden ist X stets eine irreduzible projektive Varietät der Dimension n über
C. Eine Modifikation von X ist ein birationaler Morphismus π : Xπ → X , wobei
Xπ eine glatte projektive Varietät ist. Wir werden mit N p(X) im Folgenden stets die
reellen Vektorräume numerischer Klassen bezeichnen.

Wenn π, π′ zwei Modifikationen von X sind, dann sagen wir, π′ dominiert π, wenn
ein birationaler Morphismus µ : Xπ′ → Xπ existiert, so dass π′ = π ◦ µ.

Xπ′

π′ !!C
CC

CC
CC

C
µ // Xπ

π

��
X

Offenbar liefert uns dies eine partielle Ordnung auf der Menge der Modifikationen
von X und wir schreiben π ≤ π′, wenn π von π′ dominiert wird. Unser Ziel ist
es nun, den projektiven Limes über dieses System zu bilden. Dafür müssen wir
sicherstellen, dass die Menge der Modifikationen nicht leer ist. Dies liefert uns ein
bemerkenswertes Theorem von Hironaka, das wir noch öfter benutzen werden.

Satz 2.2 (Hironakas Desingularisierungstheorem).
Sei X eine irreduzible komplexe algebraische Varietät und sei D ⊂ X ein effektiver
Cartier-Divisor auf X. Dann gelten

1.) Es existiert ein birationaler, projektiver Morphismus

µ : X′ → X,

so dass X′ nicht-singulär ist und µ einen divisoriellen exzeptionellen Ort
exc(µ) hat, so dass

µ∗D + exc(µ)

17
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ein Divisor mit „simple normal crossing support“ ist.
2.) X′ kann durch eine Folge von Aufblasungen entlang glatter Zentren

konstruiert werden, die Träger im singulären Ort von D und X ha-
ben. Insbesondere kann man annehmen, dass µ ein Isomorphismus auf
X − (Sing(X) ∪ Sing(D)) ist.

Für Details verweisen wir auf [Laz04a] 4.1.3.

Definition 2.3.
Der Riemann-Zariski-Raum von X ist der projektive Limes

X := lim
←−−
π

Xπ =

x ∈
∏
π

Xπ | ∀π ≤ π′ : prπ(x) = µπ
′

π ◦ prπ′(x)


Dabei ist µπ

′

π : Xπ′ → Xπ der zur Ungleichung π ≤ π′ zugehörige birationale Mor-
phismus und prπ, prπ′ sind die Projektionen aus dem kartesischen Produkt nach Xπ
bzw. Xπ′ .

Der Raum X trägt die vom projektiven Limes induzierte Topologie, auf die wir in
Abschnitt 2.1.2 noch eingehen werden. Anschaulich gesprochen ist jedes Element
des Riemann-Zariski-Raumes eine Familie von Elementen der einzelnen Modifi-
kationen, die kompatibel unter den Modifikationsmorphismen sind.
Unser nächstes Ziel ist es, einen Vektorraum numerischer Divisorenklassen auf X
so zu definieren, dass wir eine kanonische Einbettung für die Räume N p(Xπ) haben.
Wir fassen noch einmal kurz die Ergebnisse aus Kapitel 1 zusammen.
Wenn Y eine glatte projektive Varietät der Dimension n ist, haben wir den endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum Nk(Y) für 0 ≤ k ≤ n. Birationale Morphismen
µ : Y ′ → Y induzieren Vektorraumhomomorphismen

µ∗ : Nk(Y ′)R → Nk(Y)R
durch Pushforward und

µ∗ : Nk(Y)R → Nk(Y ′)R
durch Pullback. Diese Morphismen sind unter dem Schnittprodukt
N p(Y) × Nq(Y)→ N p+q(Y) adjungiert zueinander. Ferner ist das Schnittpro-
dukt verträglich mit birationalem Pullback, wie man in folgendem Satz sieht.

Satz 2.4.
Sei µ : Y ′ → Y ein birationaler Morphismus zwischen glatten projektiven Varietä-
ten und α1, ..., αp ∈ N1(Y). Dann gilt

µ∗(α1 · ... · αp) = µ∗(α1) · ... · µ∗(αp)

Beweis: Wir können jede dieser Klassen als Differenz zweier sehr ampler
Divisorenklassen schreiben. Also nehmen wir an, dass unsere Divisorenklassen
bereits sehr ample sind. Nach dem Satz von Bertini finden wir Divisoren in den
korrespondierenden Linearsystemen, die sich transversal schneiden. Nun existie-
ren offene Mengen U ⊂ Y ′ und V ⊂ Y , so dass µ|U : U → V ein Isomorphismus
ist. Wieder können wir voraussetzen, dass die irreduziblen Komponenten des
Schnittes der Divisoren V schneiden. Dann ist die Vertauschung von Rückzug und
Schnittprodukt aber klar. �
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2.1.1. Der Vektorraum N p(X).

Definition 2.5.
Der Raum der p-kodimensionalen Weil-Klassen auf dem Riemann-Zariski-Raum X
ist gegeben durch

N p(X) := lim
←−−
π

N p(Xπ) =

α ∈∏
π

N p(Xπ) | ∀π ≤ π′ : prπ(α) = µπ
′

π,∗ ◦ prπ′(α)


Dabei ist µπ

′

π,∗ : Xπ′ → Xπ der Pushforward des birationalen Morphismus, der zur
Ungleichung π ≤ π′ gehört und prπ, prπ′ sind die Projektionen aus dem kartesi-
schen Produkt nach N p(Xπ) bzw. N p(Xπ′).

Für dim X ≥ 2 und p , 0, n ist dies ein unendlich-dimensionaler Vektorraum.
Jedes Element von N p(X) ist eine Familie von Vektoren aus N p(Xπ), die mitein-
ander kompatibel unter der Pushforwardabbildung sind. Jedes Element einer sol-
chen Familie nennen wir eine Inkarnation auf Xπ. Wir möchten uns nun klarma-
chen, wie die Topologie auf diesem Vektorraum aussieht. Um diese beschreiben zu
können, benötigen wir die Notation der „Netze“ oder „Umgebungsfilter“. Für eine
detaillierte Einführung der Begriffe und ihren Zusammenhang verweisen wir auf
[Dug78] Kapitel X. Wir fassen die Ergebnisse von dort in folgendem Satz zusam-
men.

Satz 2.6.
Sei f : X → Y eine Abbildung zwischen topologischen Räumen. Dann ist äquiva-
lent:

(1) f ist stetig
(2) Für jedes x ∈ X und jede Umgebung W von f (x) in Y existiert eine Um-

gebung V von x, so dass f (V) ⊂ W.
(3) Für jedes x ∈ X und für jede Filterbasis U mit U→ x gilt f (U)→ f (x)
(4) Für jedes x ∈ X und für jedes Netz (xi) in X mit xi → x, konvergiert das

Netz ( f (xi)) gegen f (x).

Beweis: Für einen Beweis verweisen wir auf [Dug78] Kapitel III Satz 8.3 und
Kapitel X, Korollar 5.2. Für die Äquivalenz zwischen der Konvergenz von Filtern
und Netzen, siehe [Dug78] Kapitel X Ex. 5. �

Auch Abgeschlossenheit können wir durch Netze und Filter charakterisieren.

Satz 2.7.
Sei A ⊂ X eine Teilmenge eines topologischen Raumes X. Dann ist äquivalent.

(1) y ∈ Ā
(2) Es existiert eine Filterbasis auf A, die gegen y konvergiert.
(3) Es existiert ein Netz in A, das gegen y konvergiert.

Beweis: Für einen Beweis verweisen wir auf [Dug78] Kapitel X, Satz 4.1. �



20 2. DIE DIFFERENZIERBARKEIT DER VOLUMENFUNKTION

Bemerkung 2.8.

(1) Die Begriffe Filterbasis und Netzkonvergenz sind nötig, da wir in nicht-
metrischen Räumen aus der Folgenstetigkeit einer Abbildung nicht deren
Stetigkeit folgern können.

(2) Die Aussage über die Abgeschlossenheit bleibt nicht wahr, wenn man
lediglich Folgen betrachtet.

(3) Sollten wir in Satz 2.6 (2) eine Basis der Topologie auf Y gegeben ha-
ben, so müssen wir lediglich die Elemente dieser Basis auf die geforderte
Eigenschaft prüfen.

Definition 2.9.
Für jedes π bezeichnen wir die kanonische Abbildung

N p(X)→ N p(Xπ)

mit hπ.

2.1.2. Topologie auf N p(X).
Die Topologie auf N p(X) wird durch den projektiven Limes induziert („initiale
Topologie“). Damit meinen wir, dass N p(X) die gröbste Topologie trägt, so dass
die kanonischen Abbildungen hπ : N p(X) → N p(Xπ) aus der universellen Eigen-
schaft stetig sind. Oftmals schreiben wir für das Bild von α unter der Abbildung
hπ kurz απ. Ist auf den einzelnen N p(Xπ) eine Basis der Topologie gegeben, so
erhält man auch eine Basis der Topologie auf dem projektiven Limes. Das wird
zum Beispiel in [Bou66] Kapitel 4.4 Proposition 9 beschrieben. Dort wird gezeigt,
dass die Urbilder einer Basis unter den kanonischen Abbildungen hπ, eine Basis
auf dem projektiven Limes liefern. Dies werden wir später noch nutzen, wenn wir
die Umgebungen in N p(X) konkret bestimmen möchten.
Aus dieser Eigenschaft und der Definition von Netzkonvergenz kann man aber
bereits sagen, was Konvergenz in N p(X) bedeutet und dass die Topologie Haus-
dorffsch ist. Wir fassen dies in folgendem Satz zusammen und nennen diese Topo-
logie die „schwache Topologie“.

Satz 2.10.
Die Topologie in N p(X) ist Hausdorffsch. Ein Netz (αi)i∈I von Weil-
Divisorenklassen in N p(X) konvergiert gegen α genau dann, wenn es auf allen
Inkarnationen konvergiert. Also lim

i∈I
αi,π = απ für alle π.

Beweis: Wir zeigen zunächst das Trennungsaxiom. Seien α, β ∈ N p(X) zwei ver-
schiedene Klassen. Jede der Inkarnationen N p(Xπ) ist Hausdorffsch und wir finden
disjunkte Umgebungen U(απ) und U(βπ) in N p(Xπ). Dann sind aber die Umgebun-
gen h−1

π (U(απ)) und h−1
π (U(βπ)) disjunkt und trennen α und β.

Nun zeigen wir, dass aus Netzkonvergenz in N p(X) Konvergenz auf allen Inkar-
nationen folgt. Sei U(απ) eine offene Umgebung von απ in N p(Xπ). Dann ist
h−1
π (U(απ)) eine offene Umgebung von α, also existiert nach der Definition von

Netzkonvergenz ein i0 so, dass für alle i ≥ i0 gilt: αi ∈ h−1
π (U(απ)). Das heißt aber

genau, dass αi,π in U(απ) für i ≥ i0 liegt. Also liegt Konvergenz in jeder Inkarnation
vor. Für die andere Richtung betrachten wir ein Netz (αi)i∈I , so dass αi,π für alle
π gegen απ konvergiert. Sei nun U(α) eine Umgebung von α. Dann existiert ein π
und eine offene Umgebung U(απ) ⊂ N p(Xπ), so dass

h−1
π (U(απ)) ⊂ U(α)
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gilt, da nach Abschnitt 2.1.2 solche Mengen eine Basis der Topologie bilden. We-
gen der Konvergenz auf allen Inkarnationen existiert insbesondere ein iπ so, dass
für alle i ≥ iπ gilt: αi,π ∈ U(απ). Dann ist aber

αi ∈ h−1
π (U(απ)) ⊂ U(α)

für alle i ≥ iπ. Genau dies bedeutet aber Konvergenz in N p(X). �

Korollar 2.11.
Sei V ein topologischer Vektorraum und sei f : V → N p(X) eine Abbildung. Dann
ist f genau dann stetig, wenn für jedes π die Komposition

V
f
→ N p(X)

hπ
→ N p(Xπ)

stetig ist.

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 2.6 und der obigen Beschreibung
von Netzkonvergenz. �

2.1.3. Der Vektorraum CN p(X).

Satz und Definition 2.12.
Für π′ ≥ π haben wir die durch Rückzug induzierte Abbildung N p(Xπ)→ N p(Xπ′).
Dadurch erhalten wir ein gerichtetes System auf der Menge der Modifikationen und
der Vektorraum der p-kodimensionalen Cartier-Klassen auf X ist definiert durch
den direkten (induktiven) Limes

CN p(X) := lim
−−→
π

N p(Xπ).

Für jedes π bezeichnen wir die natürliche Abbildung

N p(Xπ)→ CN p(X)

mit gπ.

Beweis: Seien Xπ , Xπ′ zwei Modifikationen der projektiven Varietät X. Wir müssen
zeigen, dass eine Modifikation X̃ von X zusammen mit mit birationalen Morphis-
men µ : X̃ → Xπ , µ′ : X̃ → Xπ′ existiert. Wegen Satz 2.2 brauchen wir nicht mehr
zu zeigen, dass X̃ glatt ist. Die Morphismen von Xπ bzw. Xπ′ nach X induzieren eine
birationale Abbildung ϕ : Xπ d Xπ′ und daher einen Morphismus zwischen einer
dichten, offenen Menge U ⊂ Xπ und Xπ′ . Der Graph Γϕ der birationalen Abbildung
ist der Zariski-Abschluss vom Graphen des Morphismus U → Xπ′ . Es folgt sofort,
dass Γϕ eine projektive Untervarietät von Xπ × Xπ′ ist. Ferner existieren birationale
Morphismen µ : Γϕ → Xπ und µ′ : Γϕ → Xπ′ . Für die letzte Aussage reicht es aus
den Morphismus µ zu konstruieren und zu zeigen, dass er ein birationales Inverses
besitzt. Wir definieren

µ : Γϕ → Xπ
x 7→ prXπ |Γϕ(x)
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Das ist offenbar ein Morphismus. Wir definieren sein birationales Inverses auf einer
dichten, offenen Teilmenge U ⊂ Xπ indem wir

ν : U → Γϕ
x 7→ (x, ϕ(x))

setzen. Dessen Äquivalenzklasse liefert uns einen birationalen Morphismus

ν : Xπ d Γϕ.

Man sieht sofort, dass diese Morphismen zueinander invers sind. Damit ist das
System gerichtet und der direkte Limes existiert. �

In unserem Fall können wir den direkten Limes als eine Äquivalenzrelation auf der
disjunkten Vereinigung der Räume N p(Xπ) auffassen, was es uns ermöglicht auf
CN p(X) mit Repräsentanten zu arbeiten. Genauer gilt

(2.1) CN p(X) =
∐
π

N p(Xπ)
/
∼

Unter der Relation ∼ sind zwei Klassen απ ∈ N p(Xπ) und απ′ ∈ N p(Xπ′) genau
dann äquivalent, wenn ihre Rückzüge auf einer gemeinsamen Modifikation über-
einstimmen. Im weiteren Verlauf werden wir dies nutzen, wenn wir Beweise direkt
auf Repräsentantenniveau führen. Dann müssen wir lediglich sicherstellen, dass
die Eigenschaften invariant unter Pullback sind. Für dim X ≥ 2 und p , 0, n ist
auch CN p(X) ein unendlich-dimensionaler Vektorraum.

2.1.4. Topologie auf CN p(X).
Die Topologie auf dem direkten Limes ist gegeben als die feinste Topologie, so
dass die kanonischen Abbildungen gπ : N p(Xπ)→ CN p(X) stetig sind. Dies nennt
man auch die finale Topologie. Eine Menge U ⊂ CN p(X) ist genau dann offen,
wenn für alle π die Menge g−1

π (U) ⊂ N p(Xπ) offen ist. Der direkte Limes induziert
eine Topologie, die wir die „starke Topologie“ nennen.

Bemerkung 2.13. Leider haben wir im direkten Limes keine so gute Beschreibung
der Netzkonvergenz wie im projektiven Limes. Dies liegt im Wesentlichen daran,
dass wir den Limes über ein überabzählbares gerichtetes System bilden. Insbe-
sondere können wir nicht schließen, dass Konvergenz eines Netzes in der starken
Topologie, die Konvergenz eines Netzen von Repräsentanten impliziert.

Satz 2.14.
Sei W ein topologischer Vektorraum und f : CN p(X)→ W. Dann ist f genau dann
stetig, wenn für jedes π die Komposition

N p(Xπ)
gπ
→ CN p(X)

f
→ W

stetig ist.

Beweis: Wir verweisen auf [Bou66] §2.4 Proposition 6. �



2.1. DER RIEMANN-ZARISKI-RAUM 23

Lemma 2.15.
Seien X,Y glatte projektive Varietäten, µ : X → Y ein birationaler Morphismus
und α ∈ N p(Y) Dann gilt

µ∗µ
∗(α) = α(2.2)

Beweis:

µ∗µ
∗(α) = µ∗(X · µ∗(α)) A4.

= µ∗(X) · α = Y · α = α

�

Korollar und Definition 2.16.
Die natürliche Abbildung

gπ : N p(Xπ)→ CN p(X)

ist injektiv und linear. Insbesondere ist das Bild von N p(Xπ) ein endlich-
dimensionaler Untervektorraum von CN p(X). Wir nennen π eine „Determination“
von α, wenn α ∈ CN p(X) im Bild von gπ liegt.

Beweis: Die Linearität ist schon in der universellen Eigenschaft des direkten
Limes enthalten. Für die Injektivität können wir nun annehmen, dass gπ(α) = 0
in CN p(X) ist. Dann folgt µ∗(α) = µ′∗(0) = 0 mit geeigneten birationalen
Morphismen µ : Xπ′′ → Xπ und µ′ : Xπ′′ → Xπ′ . Wegen der Gleichung (2.2) ist µ∗

injektiv, also muss α schon Null gewesen sein. �

Satz 2.17.
Es existiert eine natürliche, stetige Injektion

ι : CN p(X)→ N p(X)

mit dichtem Bild.

Beweis: Sei α ∈ CN p(X) beliebig. Wir wählen einen Repräsentanten απ̃ ∈ N p(Xπ̃)
und geben das Element ι(α) durch eine, unter Pushforward kompatible Familie
(ι(α)π)π an. Ein Element ι(α)π dieser Familie konstruieren wir, indem wir eine ge-
meinsame Modifikation Xπ′ von Xπ und Xπ̃ betrachten,

Xπ′
µ̃

~~||
||

||
|| µ

  B
BB

BB
BB

B

Xπ̃ Xπ

und ι(α)π := µ∗◦µ̃∗(απ̃) ∈ N p(Xπ) setzen. Wir müssen noch zeigen, dass die Defini-
tion unabhängig von der Wahl des Repräsentanten und der gemeinsamen Modifika-
tion Xπ′ ist und dass die konstruierten Elemente kompatibel unter der Pushforward
Abbildung sind. Wir zeigen zunächst die Unabhängigkeit von der Modifikation
Xπ′ . Ist eine zweite gemeinsame Modifikation Xπ̂ von Xπ und Xπ̃ gegeben, so fin-
den wir wiederum eine gemeinsame Modifikation Xπ̄ der beiden dominierenden
Modifikationen. Wir erhalten das kommutative Diagramm
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Xπ̄

~~||
||

||
||

  A
AA

AA
AA

A

Xπ′

~~||
||

||
||

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU Xπ̂

  A
AA

AA
AA

A

ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Xπ̃ Xπ

Man sieht leicht, dass in dem Diagramm das Quadrat

Xπ̄

~~||
||

||
||

  A
AA

AA
AA

A

Xπ′

  B
BB

BB
BB

B Xπ̂

~~}}
}}

}}
}}

Xπ

kommutiert und wegen Lemma 2.15 ergibt sich die Unabhängigkeit der Modifika-
tion. Als nächstes zeigen wir, dass die Abbildung nicht von dem gewählten Reprä-
sentanten auf Xπ̃ abhängt. Dazu konstruieren wir zu einem weiteren Repräsentanten
auf Xπ̂ eine gemeinsame Modifikation auf der die Repräsentanten übereinstimmen.
Weil wir schon die Unabhängigkeit der Modifikation gezeigt haben, können wir oh-
ne Einschränkung annehmen, dass diese auch Xπ dominiert. Aus der Konstruktion
der Abbildung wird dann sofort klar, dass die Wahl unabhängig vom Repräsentan-
ten war. Es bleibt noch zu zeigen, dass die konstruierte Familie ein wohldefiniertes
Element des projektiven Limes ist. Wenn µ : Xπ′ → Xπ eine Modifikation ist, dann
müssen wir zeigen, dass

µ∗(ι(α)π′) = ι(α)π

gilt. Dies wird aber sofort aus dem Diagramm

Xπ̄

~~}}
}}

}}
}}

  B
BB

BB
BB

B

Xπ̃ Xπ′

µ

��
Xπ

und der Unabhängigkeit von der gemeinsamen Modifikation klar.
Die Injektivität der konstruierten Abbildung sieht man, indem man für zwei ver-
schiedene Elemente von CN p(X) die Abbildung auf einer gemeinsamen Determi-
nation Xπ konstruiert. In der Inkarnation N p(Xπ) von N p(X) sind die Bilder dann
aber schon verschieden, also auch im projektiven Limes.
Für die Stetigkeit müssen wir wegen Satz 2.14 lediglich prüfen, dass für jedes π
die Komposition

NP(Xπ)→ CN p(X)→ N p(X)
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stetig ist. Wegen Korollar 2.11 zeigen wir dies, indem wir die Stetigkeit der Kom-
position

NP(Xπ)→ CN p(X)→ N p(X)→ NP(Xπ′)
für jedes π und jedes π′ überprüfen. Die ist aber klar, denn die Komposition
besteht lediglich aus Pushforwards und Pullbacks. Diese Abbildungen sind aber
stetig, also auch deren Komposition
Es bleibt zu zeigen, dass das Bild dicht ist. Wir geben uns eine Weil-Klasse
α ∈ N p(X) vor und betrachten das Netz (ι ◦ gπ ◦ hπ(α))π auf N p(X). Man
sieht leicht, dass das Netz gegen α konvergiert, denn die Inkarnationen απ′ und
(ι ◦ gπ ◦ hπ(α))π′ stimmen überein für π′ ≤ π. �

Bemerkung 2.18. Die Injektion CN p(X) → N p(X) liefert eine weitere Topologie,
die Relativtopologie auf CN p(X).

U ⊂ CN p(X) ist offen :⇔ ∃V ⊂ N p(X) offen mit U = ι−1(V).

Trivialerweise ist ι unter dieser Topologie stetig und wir nennen diese Topologie
die „schwache Topologie“. Man sieht sofort, dass ein Netz (αi) in CN p(X) bezüg-
lich der schwachen Topologie konvergiert, wenn das Netz (ι(αi)) in N p(X) konver-
giert. Damit sieht man leicht, dass die kanonischen Abbildungen gπ auch bezüglich
der schwachen Topologie stetig sind.

Bemerkung 2.19.

(1) Wir werden im Folgenden zwischen Elementen aus N p(Xπ) und deren
Bildern in CN p(X) nicht mehr unterscheiden. Analog verfahren wir für
die Abbildung CN p(X)→ N p(X).

(2) Ein Folge aus CN p(X), die in der schwachen Topologie von N p(X) kon-
vergiert, muss nicht notwendig in der starken Topologie von CN p(X) kon-
vergieren.

Definition 2.20.
Statt numerischen Äquivalenzklassen können wir auch Divisoren direkt zurückzie-
hen und erhalten wieder ein gerichtetes System. Ein R-Cartier-Divisor ist dann ein
Element des Raumes

CDiv(X) := lim
−−→
π

DivR(Xπ)

Wegen der exakten Sequenz

0→ NumR(Xπ)→ DivR(Xπ)→ N p(Xπ)→ 0

und der Exaktheit des direkten Limes ([Eis95] Proposition A6.4) gilt

CN1(X) � CDiv(X)
/
lim
−−→
π

NumR(Xπ)

Wir nennen CN1(X) den Néron-Severi-Raum von X.
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2.2. Positive Klassen

2.2.1. Der pseudo-effektive Kegel in N p(X).

Definition 2.21.
Ein Kegel C in einem Vektorraum V heißt strikt, wenn

±x ∈ C ⇒ x = 0

gilt.

Zunächst benötigen wir ein Lemma über Kegel im Rn.

Lemma 2.22.
Sei C ⊂ Rn ein konvexer, abgeschlossener, strikter Kegel. Sei b ∈ C beliebig, aber
fest. Dann ist

Bb := {a ∈ C |b − a ∈ C }

kompakt. Wir nennen Bb die Basis von C bezüglich b.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Abgeschlossenheit von Bb. Sei (an) eine konver-
gente Folge in Bb. Dann gilt b − an ∈ C für alle n ∈ N. Weil C abgeschlossen ist,
ist dann auch lim

−−→
(b − an) ∈ C. Also lim

−−→
an ∈ Bb. Also ist Bb abgeschlossen. Für

die Beschränktheit nehmen wir an, dass eine Folge (an) in Bb existiert, so dass
||an|| streng monoton gegen unendlich konvergiert. Ohne Einschränkung sei 0 die
Spitze von C. Wir wissen, dass eine Hyperebene H existiert, so dass C in dem
von H induzierten oberen, abgeschlossenen Halbraum H+ liegt. Sei H− der untere
abgeschlossene Halbraum zu H. Weil C strikt ist, können wir annehmen, dass
C ∩ H = {0} ist. Nun ist an ∈ H+, also −an ∈ H−. Da b fest ist, gilt ||b − an|| → ∞.
Wir können nun aus der Strikt- und Abgeschlossenheit von C folgern, dass
höchstens endlich viele an zwischen einer Hyperebene in H+, die parallel zu H ist
und H selbst liegen. Wenn nicht, können wir eine Folge von Strahlen konstruieren,
die in C liegen, aber gegen einen Strahl konvergieren, der in H liegt. Zusammen
mit der Abgeschlossenheit von C würde dies die Bedingung verletzen, dass die
Hyperebene den Kegel nur die Null schneidet. Nun ist klar, dass fast alle b − an in
H− liegen müssen. Da sie aber auch in C liegen, müssen sie schon Null sein. Dies
ist ein Widerspruch zur strengen Monotonie der Folge. �

Lemma 2.23.
Für jede glatte projektive Varietät Y ist der pseudo-effektive Kegel strikt und besitzt
eine kompakte Basis (d.h für jedes pseudo-effektive α ∈ N p(Y) ist die Menge aller
pseudo-effektiven Klassen β ∈ N p(Y) mit α − β pseudo-effektiv kompakt).

Beweis: Nach Lemma 2.22 hat jeder strikte, konvexe, abgeschlossene Kegel in ei-
nem endlich-dimensionalen Vektorraum eine kompakte Basis. Wir haben schon
gesehen, dass N p(Y) endlich-dimensional ist und wir wissen, dass der pseudo-
effektive Kegel abgeschlossen und konvex ist. Wir müssen also nur noch die Strikt-
heit zeigen. Sei α ∈ N p(Y) mit ±α psef. Wegen der Stetigkeit des Schnittproduktes
gilt dann für ample Klassen h1, ..., hn−p

±α · h1 · ... · hn−p ≥ 0
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also

α · h1 · ... · hn−p = 0

Da der ample Kegel den Néron-Severi-Raum erzeugt, folgt

α · β1 · ... · βn−p = 0(2.3)

mit βi ∈ N1(Y) für i = 1, ..., n − p.
Sei nun E ein Vektorbündel vom Rang e+1 über Y . Wir betrachten den kanonischen
Morphismus f : P(E) → Y . Wegen der Surjektivität von f ist ± f ∗(α) ∈ N p(P(E))
pseudo-effektiv und mit Gleichung 2.3 folgt sofort, dass der Schnitt von f ∗(α) mit
jeder vollständigen Durchschnittsklasse gleich Null sein muss. Insbesondere gilt:

f ∗(α) · c1(OP(E)(1))n+e−p = 0.

Dabei bezeichnen wir mit c1(OP(E)(1)) die erste Chern-Klasse des Geradenbün-
dels OP(E)(1). Das ist nichts anderes, als die zu OP(E)(1) assoziierte Cartier-
Divisorenklasse auf P(E). Durch Anwenden der Projektionsformel erhalten wir die
Gleichung

α · f∗(c1(OP(E)(1))n+e−p) = 0.

f∗(c1(OP(E)(1))n+e−p) ist aber genau die (n − p)-te Segre-Klasse des Vektorbündels
E auf Y . Wir wissen aus Satz 1.14, dass diese Segre-Klassen Nn−p(Y) erzeugen,
also ist α numerisch trival. �

Aus der Definition des Pushforwards von Divisorenklassen sieht man, dass der
Pushforward eines effektiven Divisors effektiv ist. Aus Stetigkeitsgründen ist dann
auch Pseudo-Effektivität invariant unter birationalem Pushforward. Daher macht
die folgende Definition Sinn.

Definition 2.24.
Eine Weil-Klasse α ∈ N p(X) heißt pseudo-effektiv (oder kurz „psef“), wenn alle
Inkarnationen απ ∈ N p(Xπ) pseudo-effektiv sind. Wir schreiben auch α ≥ 0, falls α
psef ist.

Bemerkung 2.25. Die pseudo-effektiven Klassen bilden einen strikten, konvexen
Kegel in N p(X). Dieser ist bezüglich der schwachen Topologie abgeschlossen. Er
liefert uns in natürlicher Weise eine partielle Ordnung auf N p(X).

β ≤ α :⇔ α − β ≥ 0⇔ α − β ist psef.

Beweis: Da wir schon wissen, dass die Kegel auf den Inkarnationen strikt und
konvex sind, folgt der erste Teil der Aussage aus der Kompatibilität von psef
und Pushforward. Die Abgeschlossenheit folgt aus dem Konvergenzverhalten
von Netzen in N p(X), da alle pseudo-effektiven Kegel auf den Inkarnationen
abgeschlossen sind. �

Wir können nun die folgende Verallgemeinerung von Lemma 2.23 beweisen. Diese
ist notwendig, um das positive Produkt von Divisorenklassen einzuführen. Um den
Beweis zu führen, benötigen wir das Tychonoff-Theorem aus der Topologie. Der
Beweis ist umfangreich und wir verweisen daher auf [Dug78] Kapitel XI Theorem
1.4. Man kann sogar zeigen, dass das Theorem äquivalent zum Auswahlaxiom ist.
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Satz 2.26 (Tychonoff).
Das topologische Produkt beliebig vieler kompakter topologischer Räume ist kom-
pakt.

Wir zeigen nun den folgenden Satz.

Satz 2.27.
Der pseudo-effektive Kegel in N p(X) hat eine kompakte Basis, d.h. für jede Psef-
Klasse α ∈ N p(X) ist die Menge der Weil-Klassen β ∈ N p(X) mit 0 ≤ β ≤ α in der
schwachen Topologie kompakt.

Beweis: Sei α ∈ N p(X) beliebig. Wir wollen zeigen, dass die Menge

Kα :=
{
β ∈ N p(X) | 0 ≤ β ≤ α

}
kompakt in der schwachen Topologie ist. Sei απ eine Inkarnation von α auf N p(Xπ).
Dann ist

Kα,π :=
{
βπ ∈ N p(Xπ) | 0 ≤ βπ ≤ απ

}
nach Lemma 2.23 kompakt und wegen Tychonoffs Theorem auch∏

π

Kα,π.

Nun ist Kα eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge
∏
π

Kα,π, also ist

auch Kα kompakt. �

2.2.2. Nef- und Big-Kegel im Riemann-Zariski-Raum.
Wir wollen die Begriffe pseudo-effektiv, nef und big auf dem Néron-Severi-Raum
von X einführen. Dazu müssen wir wissen, wie sich die Eigenschaften unter Pull-
back und Pushforward verhalten.

Lemma 2.28.
Sei µ : Y ′ → Y ein birationaler Morphismus. Dann ist µ∗(α′) genau dann pseudo-
effektiv, wenn α′ ∈ N1(Y ′) pseudo-effektiv war.

Beweis: Es reicht wegen der Stetigkeit des Pushforwards zu zeigen, dass die
Behauptung für effektive Divisoren gilt. Der Pushforward eines Divisors α′ ist
aber per Definition genau dann effektiv, wenn α′ es war. �

Lemma 2.29.
Sei µ : Y ′ → Y ein birationaler Morphismus. Dann ist µ∗(α) ∈ N1(Y ′) genau dann
nef (psef, big), wenn α ∈ N1(Y) nef (psef, big) war.

Beweis: Der Fall α big ergibt sich aus [Laz04a] Lemma 2.1.13 und Definition
2.1.11. Für pseudo-effektives α können wir in der einen Richtung wegen der Ste-
tigkeit des Pullbacks annehmen, dass die α definierenden lokalen Funktionen regu-
lär sind. Dann sind aber auch deren Rückzüge regulär, also ist auch µ∗(α) effektiv.
Für die andere Richtung wendet man lediglich obiges Lemma auf die Gleichung
µ∗(µ∗(α)) = α an. Es bleibt der Fall, dass α numerisch-effektiv ist. Dann ergibt sich
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die Behauptung aber aus der Projektionsformel und der Surjektivität des Pushfor-
wards, denn für jede irreduzible Kurve C′ auf Y ′ gilt:

µ∗(α) ·C′ ≥ 0⇔ µ∗(µ∗(α) ·C′) ≥ 0⇔ α · µ∗(C′) ≥ 0.

�

Lemma 2.30.
Sei µ : Y ′ → Y ein birationaler Morphismus und α′ ∈ N1(Y ′) big. Dann ist auch
µ∗(α′) ∈ N1(Y) big.

Beweis: Wir wissen schon, dass µ∗(α′) pseudo-effektiv ist. Da µ∗ surjektiv und
linear ist, ist µ∗ eine offene Abbildung und daher ist das Bild des Big-Kegels unter
der Pushforwardabbildung eine offene Teilmenge des pseudo-effektiven Kegels
in N1(Y). Also liegt das Bild im Inneren des pseudo-effektiven Kegels, d.h im
Big-Kegel. �

Wir sind nun in der Lage die obigen Eigenschaften für Divisoren im Néron-Severi-
Raum von X einzuführen, indem wir sie auf Repräsentanten definieren. Die Wohl-
definiertheit ergibt sich dann sofort aus Lemma 2.29.

Definition 2.31.
Eine Cartier-Divisorenklasse α ∈ CN1(X) heißt nef (psef oder big), wenn ein Re-
präsentant απ auf Xπ existiert mit απ nef (psef oder big).

Satz 2.32.
Die pseudo-effektiven Cartier-Klassen bilden einen abgeschlossenen, konvexen Ke-
gel in CN1(X), den wir mit Psef(X) bezeichnen. Sein Urbild unter den kanoni-
schen Abbildungen gπ ist genau der pseudo-effektive Kegel in N1(Xπ). Die pseudo-
effektiven Weil- und Cartier-Divisorenklassen entsprechen sich unter der stetigen
Injektion CN p(X)→ N p(X).

Beweis: Psef(X) ist ein konvexer Kegel, denn die Addition und die skalare Mul-
tiplikation werden auf den Repräsentanten ausgeführt. Die Entsprechung von
pseudo-effektiven Weil- und Cartier-Divisorenklassen ist sofort klar, wenn man
die Konstruktion der Abbildung in Satz 2.17 und die obigen Lemmata benutzt. Es
bleibt die Gleichung

g−1
π (Psef(X)) = Psef(Xπ)

für alle π zu zeigen. Wegen der Stetigkeit von gπ und der Beschreibung der star-
ken Topologie in Abschnitt 2.1.4 ist dann der pseudo-effektive Kegel in CN1(X)
abgeschlossen. Die Inklusion g−1

π (Psef(X)) ⊃ Psef(Xπ) ist trivial. Für die andere
Inklusion wählen wir γ ∈ g−1

π (Psef(X)) beliebig. Dann gilt: gπ(γ) ∈ Psef(X), also
existiert ein Repräsentant γ′ ∈ Psef(Xπ′) mit gπ(γ) = gπ′(γ′). Dann existiert eine
gemeinsame Modifikation Xπ̃ zusammen mit Morphismen

Xπ̃
µ′

~~||
||

||
|| µ

  A
AA

AA
AA

A

Xπ′ Xπ
und

γ = µ∗ ◦ µ
′∗(γ′).



30 2. DIE DIFFERENZIERBARKEIT DER VOLUMENFUNKTION

Weil γ′ psef war, und Pullback und Pushforward die Pseudo-Effektivität nicht
verändern, ist auch γ psef, also ist die Inklusion gezeigt. �

Definition 2.33.
Für α, β ∈ CN1(X) setzen wir

α ≤ β :⇔ β − α ist pseudo-effektiv.

In Kapitel 1 haben wir gesehen, wie die Kegel der einzelnen Divisorenklassen zu-
sammenhängen. In CN1(X) werden einige, aber nicht alle dieser Zusammenhänge
übernommen.

Satz 2.34.
Die Big-Divisoren bilden einen offenen, konvexen Kegel in CN1(X), den wir Big(X)
nennen. Sein Urbild unter den kanonischen Abbildungen gπ ist genau der Big-Kegel
in N1(Xπ). Der pseudo-effektive Kegel ist der Abschluss des Big-Kegels. Der Big-
Kegel ist das Innere des pseudo-effektiven Kegels.

Beweis: Die Konvexität und die Kegeleigenschaft folgt wie beim pseudo-
effektiven Kegel sofort aus der Definition. Durch Rückzug auf eine geeignete De-
termination sieht man auch leicht, dass Big(X) ⊂ Psef(X) gilt. Wir zeigen zunächst:

g−1
π (Big(X)) = Big(Xπ)

für alle π. Wegen der Stetigkeit von gπ und der Beschreibung der starken Topologie
in Abschnitt 2.1.4 ist Big(X) dann offen. Die Inklusion g−1

π (Big(X)) ⊃ Big(Xπ) ist
trivial. Für die andere Inklusion wählen wir γ ∈ g−1

π (Big(X)) beliebig. Dann gilt:
gπ(γ) ∈ Big(X), also existiert ein Repräsentant γ′ ∈ Big(Xπ′) mit gπ(γ) = gπ′(γ′).
Also existiert eine gemeinsame Modifikation Xπ̃ zusammen mit Morphismen

Xπ̃
µ′

~~||
||

||
|| µ

  A
AA

AA
AA

A

Xπ′ Xπ

und
γ = µ∗ ◦ µ

′∗(γ′).
Weil γ′ big war, und Pullback und Pushforward das Big-sein nicht verändern, ist
auch γ big, also ist die Inklusion gezeigt.
Als nächstes möchten wir

Big(X) = Psef(X)
zeigen. Die Inklusion Big(X) ⊂ Psef(X) ergibt sich aus der Definition des Ab-
schluss, denn Psef(X) ist eine abgeschlossene Menge, die Big(X) enthält. Für
die andere Richtung geben wir uns α ∈ Psef(X) vor. Dann existiert ein pseudo-
effektiver Repräsentant απ ∈ N1(Xπ). Wegen Satz 1.41 liegt dann απ im Abschluss
des Big-Kegels von N1(Xπ), also existiert eine Folge von Big-Divisoren, die gegen
απ konvergiert. Unter der stetigen Abbildung gπ sind die Bilder dieser Folge big in
CN1(X) und konvergieren gegen α. Damit liegt α wegen Satz 2.7 im Abschluss des
Big-Kegels.
Schließlich müssen wir noch

Big(X) =
◦

Psef(X)
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zeigen. Die Inklusion Big(X) ⊂
◦

Psef(X) folgt sofort aus der Definition des Inneren,
denn der Big-Kegel ist eine offene Teilmenge des pseudo-effektiven Kegels. Für
die andere Richtung geben wir uns α im Inneren des pseudo-effektiven Kegels
vor. Wir finden dann eine offene Umgebung U = U(α) ⊂ Psef(X). Wenn απ ein
Repräsentant von α auf Xπ ist, dann ist g−1

π (U) ⊂ Psef(Xπ) eine offene Umgebung
von απ, also liegt απ im Inneren des pseudo-effektiven Kegels. Wir wenden wieder
Satz 1.41 an und folgern daraus, dass απ big ist. Somit ist auch α ∈ CN1(X) big
und die Behauptung ist gezeigt. �

Auch die Nef-Divisoren bilden in natürlicher Weise einen abgeschlossenen, kon-
vexen Kegel in CN1(X). Im Gegensatz zum Néron-Severi-Raum von Xπ ist das
Innere des Nef-Kegels leer. Wir können also nicht von einem Ample-Kegel im
Riemann-Zariski-Raum sprechen. Im Wesentlichen liegt das daran, dass Ample-
sein nur unter endlichem Pullback erhalten bleibt. An folgendem Beispiel können
wir gut sehen, was passiert.

Beispiel 2.35. Sei X = Blp(P2) die Aufblasung von P2 in einem Punkt p. Sei D ∈
OP2(1) ein ampler Divisor auf P2, der p enthält. Dann ist der Rückzug π∗(D) =
F + E , wobei E der exzeptionelle Divisor und F die strikte Transformierte von D
ist. Dann kann π∗(D) nicht ample sein, denn

π∗(D) · E = (F + E) · E = F · E + E2 = 1 − 1 = 0.

Das wäre ein direkter Widerspruch zum Satz von Nakai-Moishezon-Kleiman.

Da wir im Néron-Severi-Raum von X alle Modifikationen betrachten, gibt es für
jeden Divisor auch immer einen Rückzug, der nicht ample ist. Das können wir z.B.
erreichen, indem wir die Varietät in einem Punkt aufblasen, der auf dem Divisor
liegt.

2.3. Das positive Schnittprodukt

Wir wollen zunächst das gewöhnliche Schnittprodukt und dessen Eigenschaften
auf den Riemann-Zariski-Raum übertragen.

2.3.1. Das Schnittprodukt im Néron-Severi-Raum von X.

Satz und Definition 2.36.
Seien α1, ..., αp ∈ CN1(X). Wegen Definition 2.12 können wir annehmen, dass für
i = 1, ..., p die Divisoren αi einen Repräsentanten αi,π auf Xπ haben. Wir definieren
das Schnittprodukt α1 · ... · αp ∈ CN p(X) durch

α1 · ... · αp := gπ(α1,π · ... · αp,π)

Das Schnittprodukt ist wohldefiniert und stetig in der starken Topologie auf
CN1(X).

Beweis: Wegen Satz 2.4 ist die Wohldefiniertheit klar. Die Stetigkeit ergibt sich
sofort aus der Stetigkeit des Schnittproduktes auf N1(Xπ) und der Definition der
Stetigkeit im direkten Limes. �
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Das Schnittprodukt lässt sich nun ähnlich wie das Schnittprodukt für numerische
Äquivalenzklassen als bilineare Abbildung auffassen. Dies fassen wir nun zusam-
men.

Satz 2.37.
Die Schnittprodukt induziert eine bilineare Abbildung

CN p(X) × Nq(X)→ N p+q(X)

und für p = 1, q = n − 1 eine Dualität

CN1(X) × Nn−1(X)→ R,

die für feste ω ∈ Nn−1(X) eine in der starken Topologie stetige Linearform

Aω : CN1(X)→ R

liefert.

Beweis: Sei α ∈ CN p(X) eine Cartier-Klasse und β ∈ Nq(X) eine Weil-Klasse.
Wir wählen einen Repräsentanten απ′ auf Xπ′ von α und definieren das Element
α · β ∈ N p+q(X) indem wir die Inkarnationen (α · β)π angeben und zeigen, dass sie
kompatibel unter Pushforward sind. Um (α · β)π zu konstruieren, wählen wir eine
gemeinsame Modifikation Xπ̃ von Xπ′ und Xπ

Xπ̃
µ′

~~||
||

||
|| µ

  A
AA

AA
AA

A

Xπ′ Xπ
und setzen

(α · β)π := µ∗(µ′
∗(απ′) · βπ̃).

Wie in Satz 2.17 müssen wir uns wieder von der Wohldefiniertheit der Abbildung
überzeugen. Wir beginnen wieder mit der Unabhängigkeit von Xπ̃ und konstruieren
Modifikationen wie im Beweis von Satz 2.17 und erhalten das Diagramm

Xπ̄
µ̄

~~}}
}}

}}
}}

  A
AA

AA
AA

A

Xπ̃
µ̃

~~||
||

||
||

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU Xπ̂

  A
AA

AA
AA

A

ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Xπ′ Xπ
Die Projektionsformel liefert uns die Identität

µ̄∗(µ̄∗ ◦ µ̃∗(απ′) · βπ̄) = µ̃∗(απ′) · βπ̃,

die uns zusammen mit der Kommutativität des Quadrates

Xπ̄

~~}}
}}

}}
}}

  A
AA

AA
AA

A

Xπ̃

  A
AA

AA
AA

A Xπ̂

~~}}
}}

}}
}}

Xπ
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die Unabhängigkeit von Xπ̃ liefert. Die Unabhängigkeit des Repräsentanten ergibt
sich nun leicht, denn wir können für einen weiteren Repräsentanten einen gemein-
samen Rückzug finden, auf dem die Rückzüge der Repräsentanten übereinstim-
men. Wegen der bereits gezeigten Unabhängigkeit des gemeinsamen Rückzugs ist
dann aber die konstruierte Abbildung nicht von der Wahl des Repräsentanten ab-
hängig. Dass die konstruierte Familie ein Element im projektiven Limes ist, zeigt
man nun exakt wie in Satz 2.17, indem man die Projektionsformel anwendet.
Die Bilinearität folgt dann sofort aus der Konstruktion und der Linearität der ka-
nonischen Abbildungen in den direkten bzw. aus dem projektiven Limes.
Es bleibt die Stetigkeit der Abbildung Aω zu zeigen. Dies können wir anhand der
Komposition

N1(Xπ)→ CN1(X)→ Nn(X)→ Nn(Xπ′)→ R
überprüfen. Aus der obigen Konstruktion ergibt sich aber, dass dies nur eine
Komposition von Rückzügen, Pushforwards, dem gewöhnlichen Schnittprodukt
und der Gradabbildung ist. Diese Abbildungen sind aber alle stetig. �

Wir werden nun einige Abschätzungen des Schnittproduktes beweisen, die wir für
die Definition des positiven Schnittproduktes benötigen werden.

Lemma 2.38.
Seien α1, ..., αp ∈ CN1(X) mit α1 pseudo-effektiv und αi nef für 2 ≤ i ≤ p. Dann ist
das Schnittprodukt α1 · ... · αp ∈ CN p(X) pseudo-effektiv.

Beweis: Wegen der Stetigkeit des Schnittproduktes kann man annehmen, dass α1
effektiven und α2, ..., αp ample Repräsentanten haben. Ein geeignetes positives
Vielfaches der Divisoren ist dann sehr ample. Dann ist aber das Schnittprodukt der
Repräsentanten nach dem Satz von Bertini effektiv. �

Satz 2.39 (Monotonie des Schnittproduktes).
Seien αi, α

′
i nef in CN1(X) für 1 ≤ i ≤ p und sei αi ≥ α

′
i für alle i. Dann gilt

α1 · ... · αp ≥ α
′
1 · ... · α

′
p

in N p(X).

Beweis: Wir haben α1−α
′
1 ≥ 0 und α2, ..., αp nef nach Voraussetzung. Mit obigem

Lemma folgt

(α1 − α
′
1) · α2 · ... · αp ≥ 0

also

α1 · α2 · ... · αp ≥ α
′
1 · α2 · ... · αp

Das selbe Argument können wir wegen der Symmetrie des Schnittproduktes auf
die rechte Seite der Ungleichung anwenden und erhalten

α2 · α
′
1 · α3 · ... · αp ≥ α

′
2 · α

′
1 · α3 · ... · αp

und nach p Schritten wegen der Transitivität von ≥ die Aussage

α1 · ... · αp ≥ α
′
1 · ... · α

′
p.

�
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Wir erhalten nun leicht die wichtige Abschätzung

Korollar 2.40.
Seien α1, ..., αn ∈ CN1(X) und sei 0 ≤ p ≤ n so, dass αi nef ist für i ≤ p. Ferner
existiere eine Nef-Klasse ω ∈ CN1(X), so dass ω ± αi nef ist für jedes i > p. Dann
existiert eine Konstante Cn, die nur von n abhängt mit

|α1 · ... · αn| ≤ Cn(α1 · ... · αp · ω
n−p)

Beweis: Für i > p schreiben wir αi als Differenz der Nef-Klassen βi := αi +ω und
ω. Weil auch ω − αi nef ist, gilt ω ≥ αi und daher βi ≤ 2ω für p < i ≤ n. Wir
bekommen

(βp+1 − ω) · ... · (βn − ω) =
∑

i1<...<ik

σi1,...,ikβi1 · ...βik · ω
n−p−k

mit σi1,...,ik ∈ {−1, 1}. Wir schätzen nun ab

|α1 · ... · αn| =
∣∣∣α1 · ... · αp · (βp+1 − ω) · ... · (βn − ω)

∣∣∣
= | α1 · ... · αp ·

∑
i1<...<ik

σi1,...,ikβi1 · ...βik · ω
n−p−k |

≤
∑

i1<...<ik

∣∣∣α1 · ... · αp · βi1 · ...βik · ω
n−p−k

∣∣∣
2.38
=

∑
i1<...<ik

α1 · ... · αp · βi1 · ...βik · ω
n−p−k

2.39
≤

∑
i1<...<ik

2kα1 · ... · αp · ω
n−p = Cnα1 · ... · αp · ω

n−p

�

2.3.2. Positive Schnitte.
Während wir bisher nur die Ergebnisse für das gewöhnliche Schnittprodukt auf die
Situation im Riemann-Zariski-Raum übersetzt haben, werden wir nun ein Schnitt-
produkt einführen, dass die Struktur des Riemann-Zariski-Raumes zwingend vor-
aussetzt. Dieses wurde bereits im analytischen Kontext in [BDPP04] eingeführt
und wurde in [BFJ06] algebraisch beschrieben. An dieser Stelle werden wir die
dort angegebene Konstruktion detailliert ausarbeiten.

Satz und Definition 2.41.
Seien α1, ..., αp ∈ CN1(X) Big-Klassen. Das positive Schnittprodukt

〈α1 · ... · αp〉 ∈ N p(X)

ist definiert als die kleinste obere Schranke (im Sinne der Bemerkung 2.25) der
Produkte

(α1 − D1) · ... · (αp − Dp)

mit (αi − Di) nef und effektiven Q-Divisoren Di für i = 1, ..., p, die auf geeigneten
Modifikationen von X existieren. Dabei fassen wir die Di in natürlicher Weise als
Elemente von CN1(X) auf. Das positive Schnittprodukt ist wohldefiniert.

Bemerkung 2.42. Wenn das Supremum einer partiell geordneten Menge existiert,
so ist es eindeutig bestimmt.
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Um den Beweis führen zu können, teilen wir ihn in mehrere Lemmata auf. Zu-
nächst benötigen wir einige Details über Aufblasungen von Idealgarben. Diese fin-
den wir etwa in [Har77], II.7.

Lemma 2.43.
Seien D1,D2 effektive Divisoren auf einer glatten projektiven Varie-
tät X und sei π : Xπ → X der normalisierte Blow-up in der Idealgarbe
I := OX(−D1) + OX(−D2). Dann ist I · OXπ invertierbar und es gilt

I · OXπ = OXπ(−π
∗(D1)) + OXπ(−π

∗(D2)).

Ferner ist D = min(π∗(D1), π∗(D2)) für den zu I · OXπ gehörigen Divisor D. Hier
betrachten wir das Minimum als koeffizientenweises Minimum der entsprechenden
Weil-Divisoren.

Beweis: Für die erste Aussage betrachten wir den Rückzug der Garben

π∗(I ) = π∗(OX(−D1) + OX(−D2)).

Wir haben kanonische Abbildungen

π∗(I )→ OXπ

π∗OX(−D1) + π∗OX(−D2)→ OXπ ,

die von der Inklusion der entsprechenden Idealgarben in OX induziert werden. Das
Tensorprodukt ist im allgemeinen nicht links-exakt, daher müssen die induzierten
Abbildungen nicht injektiv sein. Wegen

π∗OX(−D1) + π∗OX(−D2) = OXπ(−π
∗D1) + OXπ(−π

∗D2)

ist π∗OX(−D1)+π∗OX(−D2) als Summe zweier Idealgarben bereits eine Idealgarbe
in OXπ . Somit ist die induzierte Abbildung auch injektiv. Als nächstes betrachten
wir die kanonische, surjektive Abbildung

OX(−D1) ⊕ OX(−D2)→ OX(−D1) + OX(−D2)→ 0

π−1 ist exakt, das Tensorprodukt über ⊗π−1OX
OXπ ist rechts-exakt und die direkte

Summe vertauscht mit dem Tensorprodukt. Also ist

π∗OX(−D1) ⊕ π∗OX(−D2)→ π∗(OX(−D1) + OX(−D2))→ 0

exakt. Andererseits haben wir die exakte Sequenz

π∗OX(−D1) ⊕ π∗OX(−D2)→ π∗OX(−D1) + π∗OX(−D2)→ 0.

Wir erhalten das Diagramm

π∗OX(−D1) ⊕ π∗OX(−D2) // //

����

π∗(I )

��
π∗OX(−D1) + π∗OX(−D2) � � / OXπ
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Wenn wir zeigen, dass es kommutativ ist, sind wir fertig, denn dann stimmen die
Bilder der Garbe π∗(I ) und der Idealgarbe π∗OX(−D1)+ π∗OX(−D2) in OXπ über-
ein. Dafür betrachten wir die Kompositionen auf den Halmen und geben die Ab-
bildungen explizit an. Für y ∈ Xπ erhalten wir aus den oben beschriebenen Kon-
struktionen die Abbildungen der Kompositionen auf den Halmen

(OX(−D1)π(y) ⊕ OX(−D2)π(y)) ⊗OX,π(y) OXπ,y → OXπ,y

( fπ(y), gπ(y)) ⊗ hy 7→ ((g + f ) ◦ π)y · hy

und

(OX(−D1)π(y) ⊕ OX(−D2)π(y)) ⊗OX,π(y) OXπ,y → OXπ,y

( fπ(y), gπ(y)) ⊗ hy 7→ ((g ◦ π + f ◦ π)y · hy

Man sieht sofort, dass die Abbildungen auf den Halmen gleich sind und daher sind
auch die Garbenmorphismen identisch.
Für die zweite Aussage bemerken wir, dass die Idealgarben
I · OXπ ,OXπ(−π

∗D1),OXπ(−π
∗D2) jeweils lokal von einen Element erzeugt

werden, denn I ·OXπ ist nach [Har77] II. Prop. 7.13 invertierbar. Sei daher x ∈ Xπ
beliebig und sei U = Ux eine Umgebung von x, so dass

I · OXπ(U) = (h)

OXπ(−π
∗D1)(U) = ( f1)

OXπ(−π
∗D2)(U) = ( f2)

Die Erzeuger der Idealgarben liefern natürlich genau die Funktionen, die die ent-
sprechenden Cartier-Divisoren definieren ([Har77] II. Prop. 6.18) und daher haben
wir

D|U = (h)

π∗D1|U = ( f1)

π∗D2|U = ( f2).

und es gilt (h) = ( f1)+ ( f2). Wir wollen die Aussage lokal zeigen und wir schreiben
dazu

π∗Di|U =
∑

Y

νY∩U( fi) · Y für i = 1, 2

D|U =
∑

Y

νY∩U(h) · Y

wobei die Summen über alle irreduziblen Untervarietäten Y von X der Kodimen-
sion 1 laufen. Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass U affin ist und
I(Y ∩U) von einem Element u ∈ k[U] des affinen Koordinatenrings von U erzeugt
wird. Nach Definition gilt

νY∩U( fi) = max
{
n ∈ N| fi ∈ (u)n} für i = 1, 2

νY∩U(h) = max
{
n ∈ N|h ∈ (u)n}

Wegen
f1, f2 ∈ (u)min(νY∩U ( f1),νY∩U ( f2))

gilt auch
h ∈ (u)min(νY∩U ( f1),νY∩U ( f2)),
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denn (h) = ( f1) + ( f2). Damit haben wir

νY∩U(h) ≥ min(νY∩U( f1), νY∩U( f2)).

h teilt f1 und f2, deshalb folgt f1, f2 ∈ (u)νY∩U (h), also

νY∩U(h) ≤ min(νY∩U( f1), νY∩U( f2))

und damit ist die Behauptung gezeigt. �

Lemma 2.44.
Sei α ∈ CN1(X) big. Die Menge

D(α) :=
{
D ∈ CN1(X) | D ein effektiver Q-Divisor und (α − D) nef

}
ist nicht-leer und gefiltert. Das heißt für alle D1,D2 ∈ D(α) existiert ein D ∈ D(α)
so, dass α − D ≥ α − Di ist für i=1,2.

Beweis: Da α eine Big-Klasse ist, finden wir einen Repräsentanten απ auf Xπ
und einen effektiven Q-Divisor Dπ, so dass απ − Dπ ample auf Xπ ist. Dies wird
zum Beispiel in [Laz04a] 2.27 gezeigt. Damit ist D(α) nicht-leer. Wir wollen nun
zeigen, dass D(α) gefiltert ist. Dazu nehmen wir an, dass D1,D2 durch effektive
Q-Divisoren auf X repräsentiert werden. Durch Multiplizieren mit dem Hauptnen-
ner können wir auch erreichen, dass D1 und D2 ganzzahlig sind. Wir wenden nun
Lemma 2.43 an und erhalten nach Übergang auf die zu D1 und D2 äquivalenten
Repräsentanten π∗D1 und π∗D2 auf der Modifikation π : Xπ → X, den Divisor Dπ
auf Xπ mit

Dπ = min(π∗(D1), π∗(D2))
Damit folgt sofort

απ − Dπ ≥ απ − π∗Di, für i = 1, 2.
Somit liefert uns Dπ eine Cartier-Klasse D ∈ CN1(X) mit

α − D ≥ α − Di, für i = 1, 2.

Es bleibt zu zeigen, dass die Klasse α − D nef ist. Sei nun n ∈ N und A ein ampler
Divisor, i ∈ {1, 2}. Wir benutzen [Laz04a] Korollar 1.4.10. und folgern, dass

α − Di +
1
n

A

ample ist, also auch
nα − nDi + A.

Daher existiert ein m ∈ N, so dass

mnα + mA − mnDi

global erzeugt ist. Sei Ĩ = OX(−mnD1) + OX(−mnD2). Wir betrachten die exakte
Sequenz

OX(−mnD1) ⊕ OX(−mnD2)→ Ĩ → 0
und erhalten durch Tensorieren

OX(mnα + mA) ⊗ (OX(−mnD1) ⊕ OX(−mnD2))→ OX(mnα + mA) ⊗ Ĩ → 0.
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Offenbar ist die linke Seite global erzeugt, also ist wegen der Surjektivität der Ab-
bildung

OX(mnα + mA) ⊗ Ĩ

global erzeugt. Damit ist aber auch der Rückzug

π∗(OX(mnα + mA) ⊗ Ĩ ) = π∗OX(mnα + mA) ⊗ π∗Ĩ

global erzeugt. Mit D̃ := min(π∗mnD1, π
∗mnD2) und Lemma 2.43 haben wir dann,

dass der korrespondierende Divisor

(mnπ∗α + mπ∗A) − D̃

als Bild von π∗OX(mnα+mA)⊗π∗Ĩ global erzeugt ist. Für D := min(π∗D1, π
∗D2),

ist dann
(mnπ∗α + mπ∗A) − mnD

global erzeugt und damit insbesondere nef. Daher ist auch

π∗α − D +
1
n
π∗A

nef und wir erhalten wegen der Abgeschlossenheit des Nef-Kegels, dass der Limes
π∗α − D nef ist. �

Als nächstes benötigen wir ein topologisches Lemma über die Konvergenzeigen-
schaften von Netzen in kompakten Räumen. Für die entsprechenden Definitionen
verweisen wir auf [Dug78].

Lemma 2.45.
Sei V ein topologischer Vektorraum mit Hausdorffeigenschaft und K ein strikter,
abgeschlossener, konvexer Kegel. Sei ferner ≥ die zu diesem Kegel assoziierte par-
tielle Ordnung. Dann besitzt jede Teilmenge S ⊂ V, die gefiltert und in einer kom-
pakten Teilmenge von V enthalten ist, eine bezüglich ≥ kleinste obere Schranke.
Diese ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Filtrierung von S bedeutet exakt, dass wir ein Netz in S bezüglich
der partiellen Ordnung ≥ auf S haben ([Dug78] Kap. X, Definition 1.2). Dieses
induziert eine Filterbasis ([Dug78] Kap. X, Definition 2.1, Ex. 2), so dass sich
die Häufungspunkte des Netzes ([Dug78] Kap. X, Definition 1.2 (2)) und die der
Filterbasis entsprechen ([Dug78] Kap. X, Ex. 5).
Wir zeigen als erstes, dass jeder Häufungspunkt des Netzes ein Supremum von S
bezüglich ≥ ist. Sei daher x0 ∈ V ein Häufungspunkt. Angenommen, x0 ist keine
obere Schranke für S . Dann existiert ein y ∈ S mit y ≥ x0 und y , x0. Der Kegel,
der die Ordnung liefert, ist abgeschlossen, also ist die Menge

Ky := {x ∈ V |x ≥ y} ⊂ V

abgeschlossen und x0 < Ky, wegen der Antisymmetrie von ≥. Es folgt, dass V \ Ky
offen ist. Da x0 ∈ V \ Ky ein Häufungspunkt ist, existiert ein ỹ ∈ S mit ỹ ≥ y (d.h.
ỹ ∈ Ky) und ỹ ∈ V \ Ky. Widerspruch.
Wir müssen noch zeigen, dass jeder Häufungspunkt x0 auch die kleinste obere
Schranke für S ist. Angenommen, es gäbe noch eine weitere obere Schranke y ∈ V
mit x0 ≥ y und y , x0. Dann ist

S ⊂ K̃y := {x ∈ V |y ≥ x} ⊂ V
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abgeschlossen und wegen Ky ∩ K̃y = {y} = x0 gilt x0 < K̃y. Daher ist x0 in der
offenen Menge V \ K̃y ⊂ V enthalten, und weil x0 ein Häufungspunkt ist, existiert
ein s ∈ S mit s ∈ V \ K̃y. Das steht aber im Widerspruch zu S ⊂ K̃y.
S liegt in einer kompakten Menge. Also besitzt die zu dem Netz gehörige
Filterbasis nach [Dug78] Kap. XI Theorem 1.3 einen Häufungspunkt, also auch
das Netz selbst. Da dieser aber, wie oben gezeigt, bereits ein Supremum von S
und damit des Netzes bezüglich der partiellen Ordnung ≥ ist, kann es nur einen
Häufungspunkt geben, denn das Supremum einer partiell geordneten Menge ist
eindeutig bestimmt. Also konvergiert das Netz gegen das gesuchte Supremum und
besitzt damit eine kleinste obere Schranke. �

Wir sind nun in der Lage, Satz 2.41 zu beweisen.
Beweis: Wir wollen Lemma 2.45 auf V = N p(X), K = Psef(X) und
S =

{
(α1 − D1) · ... · (αp − Dp) | Di ∈ D(αi) für i = 1, ..., p

}
anwenden. Die Filtrie-

rung von S ergibt sich sofort aus Lemma 2.44. Wir wählen Repräsentanten
α1,π, ..., αp,π auf einer gemeinsamen Modifikation Xπ und ωπ ∈ N1(Xπ) so groß,
dass ωπ ≥ αi,π für i = 1, ..., p. Dann liefert das Bild ω ∈ CN1(X) von ωπ eine
Cartier-Klasse mit 0 ≤ αi ≤ ω für alle i. Damit gilt

S ⊂
{
β ∈ N p(X)|0 ≤ β ≤ ωp} .

Die rechte Menge ist aber nach Satz 2.27 kompakt in V . Damit können wir das
Lemma anwenden und erhalten die Existenz und Eindeutigkeit für das positive
Schnittprodukt auf dem Big-Kegel. �

Das positive Schnittprodukt erbt viele Eigenschaften vom gewöhnlichen Schnitt-
produkt. Es gilt

Satz 2.46.
Das positive Schnittprodukt

Big(X) × ... × Big(X)→ N p(X)
(α1, ..., αp) 7→ 〈α1 · ... · αp〉

ist symmetrisch, homogen vom Grad 1 (für nicht-negative reelle Skalare) und su-
peradditiv in jeder Variablen. Ferner ist es stetig auf dem p-fachen Produkt des
Big-Kegels aus CN1(X).

Beweis: Wegen der Symmetrie des gewöhnlichen Schnittproduktes ist sie auch
für positive Produkte klar. Als nächstes untersuchen wir die Homogenität. Der Fall
λ = 0 ist trivial. Wir zeigen zunächst den Fall λ ∈ Q+ und folgern den allgemeinen
Fall aus der Stetigkeit des positiven Schnittproduktes. Für den rationalen Fall ist
die Homogenität aber leicht zu sehen, denn λαi − Di ist genau dann nef, wenn
αi −

1
λDi nef ist. Daher erfüllt die Darstellung

(α1 − D1) · ... · (λαi − Di) · ... · (αp − Dp)

die Bedingungen aus Definition 2.41 genau dann, wenn

(α1 − D1) · ... · (αi −
1
λ

Di) · ... · (αp − Dp)

sie erfüllt. Diese unterscheiden sich aber exakt um den Faktor λ. Das Supremum
über alle Di der Darstellungen unterscheidet sich damit genau um den Faktor λ.
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Wir zeigen als nächstes die Superadditivität. Ohne Einschränkung reicht es aus die
Behauptung in einer Variablen zu zeigen. Das positive Produkt

〈α1 · ... · αi · ... · αp〉 + 〈α1 · ... · βi · ... · αp〉

ist als Supremum von Schnittprodukten der Form

(α1 − D1) · ... · (αi − Di) · ... · (αp − Dp) + (α1 − D̃1) · ... · (βi − D̃i) · ... · (αp − D̃p)

gegeben. Wegen der Monotonie aus Satz 2.39 des Schnittproduktes können wir
ferner annehmen, dass D̃k = Dk für k , i ist. Also erhalten wir Schnittprodukte der
Form

(α1 − D1) · ... · ((αi + βi) − (Di + D̃i)) · ... · (αp − Dp).
Damit ist aber klar, dass die Ungleichung

〈α1 · ... · (αi + βi) · ... · αp〉 ≥ 〈α1 · ... · αi · ... · αp〉 + 〈α1 · ... · βi · ... · αp〉

gilt, weil wir das Supremum insbesondere über die Darstellungen bilden, die von
den Summen der Einzeldarstellungen kommen.

Wir möchten nun die Stetigkeit mit Satz 2.6 (2) zeigen: Für jede Umge-
bung U ⊂ N p(X) von 〈α1 · ... · αp〉, existiert eine Umgebung V von
(α1, ..., αp) ∈ Big(X) × ... × Big(X), so dass

〈γ1 · ... · γp〉 ∈ U

für alle (γ1, ..., γp) ∈ Vgilt.

Dazu seien α1, ..., αp ∈ Big(X) und ε ∈ Q+ beliebig. Da jedes der αi im Inneren des
pseudo-effektiven Kegels liegt und εαi big ist, finden wir eine offene Umgebung Vi
der Null, so dass εαi + Vi ⊂ Big(X) gilt. Indem wir Vi mit −Vi schneiden, können
wir annehmen, dass Vi = −Vi gilt. Das Produkt V := V1 × .... × Vp ist dann eine
offene Umgebung der Null in der Produkttopologie und es gilt für i = 1, ..., p

εαi ± γi ∈ Big(X) ⊂ Psef(X)

für alle γi ∈ Vi. Damit folgt sofort für i = 1, ..., p

εαi ≥ ±γi

für alle γi ∈ Vi. Also gilt

(1 − ε)αi ≤ αi + γi ≤ (1 + ε)αi

für alle γi ∈ Vi. Da εαi + γi sogar big ist, folgt nun leicht mit der Superadditivität
und der Q+-Homogenität

(1 − ε)p〈α1 · ... · αp〉 = 〈(1 − ε)α1 · ... · (1 − ε)αp〉

≤ 〈(1 − ε)α1 · ... · (1 − ε)αp〉 + 〈(εα1 + γ1) · ... · (εαp + γp)〉
≤ 〈((1 − ε)α1 + εα1 + γ1) · ... · ((1 − ε)αp + εαp + γp)〉
= 〈α1 + γ1 · ... · αp + γp〉.

Auch εαi − γi ist big, also schätzen wir ab:

〈α1 + γ1 · ... · αp + γp〉 ≤ 〈α1 + γ1 · ... · αp + γp〉 + 〈εα1 − γ1 · ... · εαp − γp〉

≤ 〈(1 + ε)α1 · ... · (1 + ε)αp〉 = (1 + ε)p〈α1 · ... · αp〉.

Insgesamt erhalten wir

(1 − ε)p〈α1 · ... · αp〉 ≤ 〈α1 + γ1 · ... · αp + γp〉 ≤ (1 + ε)p〈α1 · ... · αp〉
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für alle (γ1, ..., γp) ∈ V .

Sei U eine Umgebung von α ∈ N p(X). Wir definieren

Kε(απ) :=
{
γπ ∈ N1(Xπ)|(1 − ε)απ ≤ γπ ≤ (1 + ε)απ

}
⊂ N1(Xπ)

und
Kε(α) :=

{
γ ∈ N1(X)|(1 − ε)α ≤ γ ≤ (1 + ε)α

}
⊂ N1(X).

In Abschnitt 2.1.2 haben wir gesehen, dass die Mengen der Form

h−1
π (

◦

Kε(απ))

eine Basis der Topologie auf N1(X) bilden, denn die Mengen
◦

Kε(απ) bilden offen-

bar eine Basis der Topologie auf N1(Xπ). Also existieren π, ε, so dass h−1
π (

◦

Kε(απ))
offen in U liegt. Man rechnet leicht nach, dass dann aber

K ε
2
(α) ⊂ h−1

π (
◦

Kε(απ)) ⊂ U ⊂ N p(X)

gilt.
Nun folgt die Stetigkeit leicht: Zu einer gegebenen Umgebung U ⊂ N p(X) von
〈α1 · ... · αp〉, finden wir ein δ ∈ Q+, so dass{

β ∈ N p(X)|(1 − δ)〈α1 · ... · αp〉 ≤ β ≤ (1 + δ)〈α1 · ... · αp〉
}
⊂ U

gilt. Wir wählen nun oben ε = 1 − p√1 − δ. Dann folgt mit der obigen Rechnung
sofort, dass das positive Produkt die offene Umgebung (α1, ..., αp)+V in U abbildet.
Damit ist die Stetigkeit gezeigt.
Die Homogenität für λ ∈ R+ folgt nun leicht. Wenn (qn) ⊂ Q+ eine Folge ist, die
gegen λ konvergiert. Dann gilt für alle n

〈α1 · ... · qnαi · ... · αp〉 = qn〈α1 · ... · αi · ... · αp〉.

Insbesondere gilt

lim
n→∞
〈α1 · ... · qnαi · ... · αp〉 = lim

n→∞
qn〈α1 · ... · αi · ... · αp〉.

und wegen der Folgenstetigkeit des positiven Produktes also auch

〈α1 · ... · λαi · ... · αp〉 = λ〈α1 · ... · αi · ... · αp〉.

�

Lemma 2.47.
Sei (αε)ε∈R+ ein Netz in N p(X) (mit der kanonischen Ordnung auf R+) und sei α
ein Häufungspunkt des Netzes. Für ε1 ≤ ε2 gelte: 0 ≤ αε1 ≤ αε1 . Dann konvergiert
das Netz mit Grenzwert α.

Beweis: Konvergenz in N p(X) testen wir, indem wir sie auf allen Inkarnationen
überprüfen. Weil ein Element im projektiven Limes genau dann pseudo-effektiv
ist, wenn es auf allen Inkarnationen pseudo-effektiv ist, reicht es aus die Aussage
für einR+-Netz mit obigen Eigenschaften in N p(Xπ) zu zeigen. Sei also α ∈ N p(Xπ)
ein Häufungspunkt. Die Mengen

Kδ :=
{
γ ∈ N p(Xπ)|(1 − δ)α ≤ γ ≤ (1 + δ)α

}
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sind eine Umgebungsbasis von α, also existiert nach der Definition eines Häu-
fungspunktes für alle δ > 0 und alle ε > 0 ein 0 < ε′ ≤ ε mit αε′ ∈ Kδ, also

(1 − δ)α ≤ αε′ ≤ (1 + δ)α.

Für ε′′ < ε′ gilt dann auch

(1 − δ)α ≤ αε′′ ≤ (1 + δ)α.

Die rechte Ungleichung folgt dabei sofort aus der Voraussetzung 0 ≤ αε′′ ≤ αε′ .
Für die linke Ungleichung reicht es einzusehen, dass α ≤ αε′′ gilt. Das
ist aber klar, denn alle kleineren Elemente des Netzes liegen in der Menge
{γ ∈ N p(Xπ)|0 ≤ γ ≤ αε′′} . Also muss auch der Häufungspunkt α dort drin liegen.
Insgesamt liegen alle ε̂ ≤ ε′ in Kδ und die Behauptung ist gezeigt. �

Nun können wir das positive Produkt durch eine Grenzwertbildung auf den gesam-
ten Psef-Kegel ausdehnen.

Satz und Definition 2.48.
Seien α1, ..., αp ∈ CN1(X) Psef-Klassen. Ihr positives Produkt ist definiert als
Grenzwert von

lim
ε→0+
〈(α1 + εω) · . . . · (αp + εω)〉.

Dabei ist ω ∈ CN1(X) eine beliebige Big-Klasse.

Beweis: Wir müssen zeigen, dass der Grenzwert des R+-Netzes

(〈(α1 + εω) · . . . · (αp + εω)〉)ε∈R+

stets existiert und das die Definition unabhängig von ω ist. Zuerst bemerken wir,
dass für 0 ≤ ε ≤ 1

0 ≤ 〈(α1 + εω) · . . . · (αp + εω)〉 ≤ 〈(α1 + ω) · . . . · (αp + ω)〉

wegen der Superadditivität gilt. Damit können wir annehmen, dass nach Satz 2.27
die Elemente des Netzes alle in einer kompakten Menge enthalten sind. Jedes Netz
in einem kompakten (Hausdorff-)Raum besitzt aber einen Häufungspunkt und we-
gen

0 ≤ 〈(α1 + ε1ω) · . . . · (αp + ε1ω)〉 ≤ 〈(α1 + ε2ω) · . . . · (αp + ε2ω)〉

für 0 ≤ ε1 ≤ ε2 muss das Netz nach Lemma 2.47 konvergieren. Die Unabhängig-
keit von ω ergibt sich, wenn wir einsehen, dass für jede weitere Big-Klasse ω′ ein
C > 0 existiert, so dass C−1ω ≤ ω′ ≤ Cω. Denn dann lässt sich für i = 1, ..., p
leicht abschätzen

αi +C−1εω ≤ αi + εω
′

und wegen der Superadditivität haben wir

〈(α1 +C−1εω) · . . . · (αp +C−1εω)〉 ≤ 〈(α1 + εω
′) · . . . · (αp + εω

′)〉.

Für die andere Ungleichung gilt dies völlig analog, so dass die Grenzwerte für ε
gegen Null übereinstimmen. Es bleibt die Existenz eines geeigneten C für ω und
ω′ zu beweisen. Die Aussage ist symmetrisch (ggf. wähle man das Maximum),
also zeigen wir nur dass ein C−1 existiert, so dass C−1ω ≤ ω′. Da ω′ im Inneren
des pseudo-effektiven Kegels liegt, finden wir eine offene Umgebung U von 0 im
pseudo-effektiven Kegel, so dass 0 ≤ α ≤ ω′ für alle α ∈ U gilt. Für hinreichend
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großes C liegt aber C−1ω stets in U. Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Bemerkung 2.49. Im allgemeinen ist das positive Produkt auf dem Rand des
pseudo-effektiven Kegels nicht mehr stetig.

Satz 2.50.
Seien α1, ..., αp ∈ CN1(X) nef. Dann gilt

〈α1 · ... · αp〉 = (α1 · ... · αp).

Beweis: Die Aussage ist sofort klar, wenn die αi auch big sind. Dann können wir
in der Definition 2.41 Di = 0 für i = 1, ..., p wählen. Wenn ein αi auf dem Rand
des pseudo-effektiven Kegels liegt, können wir in Definition 2.48 ω big und nef
wählen. Die Approximationen αi + εω sind dann auch big und nef, so dass wir
〈α1 · ... · αp〉 als Grenzwert der Schnittprodukte (α1 + εω) · ... · (αp + εω) erhalten.
Das ist aber wegen der Stetigkeit des Schnittproduktes genau (α1 · ... ·αp). �

Als nächstes werden wir die Definition für das positive Produkt von Big-Klassen
vereinfachen. Dies wird es uns erlauben, viele der Aussagen über Schnittprodukte
auch für positive Schnittprodukte zu zeigen.

Satz 2.51.
Seien α1, ..., αp ∈ CN1(X) big. Dann ist das positive Schnittprodukt 〈α1 · ... ·αp〉 die
kleinste obere Schranke der Schnittprodukte β1 · ... · βp ∈ N p(X) mit

βi ∈ CN1(X) nef und βi ≤ αi für i = 1, ..., p (∗)

Beweis: Sei ω ∈ CN1(X) big. Für alle β1, ..., βp, die (∗) erfüllen, und ε > 0 gilt

β1 · ... · βp = 〈β1 · ... · βp〉 ≤ 〈β1 + εω︸   ︷︷   ︸
big

·... · βp + εω︸   ︷︷   ︸
big

〉

≤ 〈β1 + εω · ... · βp + εω〉 + 〈(α1 − β1)︸    ︷︷    ︸
pse f

+εω

︸           ︷︷           ︸
big

·... · (αp − βp)︸     ︷︷     ︸
pse f

+εω

︸            ︷︷            ︸
big

〉

≤ 〈α1 + 2εω · ... · αp + 2εω〉
ε→0+
→ 〈α1 · ... · αp〉.

Damit folgt

sup
{
β1 · ... · βp| die βi erfüllen (∗)

}
≤ 〈α1 · ... · αp〉.

Für die andere Richtung erinnern wir, dass für α1, ..., αp big, das Schnittprodukt als
kleinste obere Schranke der Schnittprodukte

(α1 − D1) · ... · (αp − Dp)

definiert ist. Dabei wird gefordert, dass die (αi − Di) nef und Di effektive Q-
Divisoren sind. Insbesondere erfüllen sie die Bedingung (∗), also gilt

〈α1 · ... · αp〉 ≤ sup
{
β1 · ... · βp| die βi erfüllen (∗)

}
.

�
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2.4. Die Volumenfunktion

Im Folgenden werden wir das Volumen für Divisoren auf dem Riemann-Zariski-
Raum einführen und zeigen, dass es auf den einzelnen birationalen Modellen mit
dem Volumen aus Kapitel 1.4 übereinstimmt. Entscheidend für die stetige Diffe-
renzierbarkeit der Volumenfunktion auf CN1(X) wird sein, dass wir das Differential
mit Hilfe eines positiven Produktes darstellen können.
Wir wiederholen kurz, dass das Volumen eines Big-Geradenbündels L auf einer
projektiven Varietät X durch

volX(L) = lim sup
k→∞

n!
kn h0(X, kL)

gegeben ist.

Satz und Definition 2.52.
Sei α ∈ CN1(X) eine Cartier-Klasse. Wir definieren

volX(α) := volXπ(απ).

Dabei ist απ ein Repräsentant von α auf Xπ. Die Abbildung ist wohldefiniert, stetig
und homogen vom Grad n.

Beweis: Wir überlegen uns zunächst, dass die Definition unabhängig vom gewähl-
ten Repräsentanten απ ist. Dazu sei απ′ ein weiterer Repräsentant von α. Dann
existieren birationale Morphismen µ : Xπ̃ → Xπ und µ′ : Xπ̃ → Xπ′ , so dass
µ∗(απ) = µ′∗(απ′) gilt. Dann folgt aber mit Satz 1.47 und Satz 1.48:

volXπ(απ) = volXπ̃(µ
∗(απ)) = volXπ̃(µ

′∗(απ′)) = volXπ′ (απ′).

Die Homogenität ergibt sich sofort aus der Homogenität der Volumenfunktion auf
den einzelnen Inkarnationen. Um die Stetigkeit der Funktion zu zeigen, reicht es
wieder einzusehen, dass die Kompositionen

N1(Xπ)→ CN1(X)→ R

für alle Modifikationen Xπ stetig sind. Das ist aber klar, denn die Komposition
ist nichts anderes als die Volumenfunktion volXπ auf Xπ. Von ihr wissen wir aber
bereits, dass sie stetig ist. �

Entscheidend für den Zusammenhang des positiven Produktes und der Volumen-
funktion auf CN1(X) wird das Approximationstheorem von Fujita sein. Dafür defi-
nieren wir zunächst, was wir unter einer „Fujita-Approximation“ verstehen wollen.

Definition 2.53 (Fujita-Approximation einer Big-Klasse).
Sei ξ ∈ N1(X) big. Eine Fujita-Approximation für ξ besteht aus einem projektiven,
birationalen Morphismus µ : X′ → X, mit X′ irreduzibel und einer Zerlegung

µ∗(ξ) = a + e

in N1(X′), so dass a ample und e effektiv ist.

Da e effektiv ist, sieht man leicht

volX(ξ) = volX′(µ∗(ξ)) ≥ volX′(a) = (an).
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Satz 2.54 (Fujitas Approximationstheorem).
Sei ξ eine Big-Klasse auf einer Varietät X und sei ε > 0 beliebig. Dann existiert
eine Fujita-Approximation

µ : X′ → X , µ∗(ξ) = a + e

so, dass
volX′(a) > volX(ξ) − ε

gilt. Wenn ξ eine rationale Klasse ist, können auch a und e rational gewählt werden.
Ferner kann man annehmen, dass X′ glatt ist.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04b] Theorem 11.4.4 für einen Beweis. Die
Tatsache, dass X′ glatt gewählt werden kann, folgt aus dem Beispiel 11.4.5 in
[Laz04b]. �

Nun sind wir in der Lage, den Zusammenhang zwischen positiven Produkten und
dem Volumen auf CN1(X) zu sehen. Wir formulieren dies in

Korollar 2.55.
Sei α ∈ CN1(X) big. Dann gilt

volX(α) = 〈αn〉.

Insbesondere gilt für jedes Big-Geradenbündel L auf einer projektiven Varietät X
der Dimension n:

volX(L) = 〈Ln〉.

Dabei fassen wir L im positiven Produkt in natürlicher Weise als Element von
CN1(X) auf.

Beweis: Sei α ∈ CN1(X) big. Wir wählen einen Repräsentanten απ im Big-
Kegel von N1(Xπ). Wegen Satz 2.54 finden wir für jedes ε > 0 eine Modifikation
µ : Xπ′ → Xπ und Divisoren aπ′ ,eπ′ , so dass µ∗(απ) = aπ′ + eπ′ gilt und aπ′ ample
und eπ′ effektiv ist. Wir erhalten daher

〈an〉 = (an) ≤ volX(α) ≤ (an) + ε = 〈an〉 + ε

und
α = a + e ∈ CN1(X),

wenn wir die entsprechenden Divisoren mit ihren Bildern a, e in CN1(X) iden-
tifizieren. Insbesondere ist a nef und e pseudo-effektiv. Damit ist klar, dass
(an) ≤ 〈αn〉, denn a erfüllt die Bedingung (∗) in Satz 2.51 für α. Wegen der rechten
Ungleichung muss dann auch volX(α) ≤ 〈αn〉 sein.
Die andere Richtung sieht man schnell. Jedes β, das (∗) für α in Satz 2.51 er-
füllt, besitzt einen Repräsentanten βπ auf Xπ mit απ − βπ pseudo-effektiv und βπ
nef. Wegen der Stetigkeit der Volumenfunktion auf N1(Xπ) und Beispiel 2.2.48 in
[Laz04a] folgt damit

(βn) = (βπn) = volXπ(βπ) ≤ volXπ(απ) = volX(α).

Damit gilt dies aber auch für das Supremum über alle β, die (∗) erfüllen. �

Das positive Produkt ist im allgemeinen auf dem Rand des pseudo-effektiven Ke-
gels nicht stetig. Für den Speziallfall aus dem Satz oben können wir dies aber nun
zeigen.
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Satz 2.56.
Die Funktion α 7→ 〈αn〉 ist auf dem pseudo-effektiven Kegel stetig. Sie verschwindet
auf dessen Rand und kann zu einer stetigen Funktion

CN1(X)→ R

α 7→

〈αn〉 falls α psef
0 sonst

fortgesetzt werden. Diese stimmt mit der Volumenfunktion aus Definition 2.52 über-
ein.

Beweis: Sei α ∈ CN1(X) auf dem Rand des pseudo-effektiven Kegels in CN1(X).
Dann existiert ein Repräsentant απ auf dem Rand des pseudo-effektiven Kegels in
N1(Xπ). Damit ist mit [Laz04a] Definition 2.2.31. klar, dass volX(α) = 0 ist. Ferner
gilt für eine Big-Klasse ω:

0 ≤ 〈αn〉 = lim
ε→0+
〈(α + εω)n〉 = lim

ε→0+
volX(α + εω) = lim

ε→0+
volXπ(απ + εωπ) = 0

wegen der Stetigkeit der Volumenfunktion auf N1(Xπ) und deren Verschwinden
auf dem Rand des Psef-Kegels. Damit stimmt die Abbildung α → 〈αn〉 mit der
Volumenfunktion auf CN1(X) auf dem gesamten pseudo-effektiven Kegel überein.
Insbesondere ist die Abbildung sogar auf dem Rand noch stetig und verschwindet
dort. Dann aber lässt sie sich zu der geforderten Abbildung fortsetzen. �

Um die Differenzierbarkeit der Volumenfunktion zu zeigen, benötigen wir noch
zwei Lemmata.

Lemma 2.57.
Seien α, β ∈ CN1(X) nef. Dann gilt

volX(α − β) ≥ (αn) − n(αn−1 · β).

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus [Laz04a] Beispiel 2.2.33, wenn man zu den
geeigneten Repräsentanten übergeht. �

Wir kommen nun zur entscheidenden Abschätzung dieses Kapitels.

Lemma 2.58.
Sei β ∈ CN1(X) nef und γ ∈ CN1(X) beliebig. Sei ω ∈ CN1(X) nef und big, so dass
β ≤ ω und ω ± γ nef ist. Dann gilt

volX(β + tγ) ≤ (βn) + nt(βn−1 · γ) −Ct2

für jedes 0 ≤ t ≤ 1 und einer Konstanten C > 0, die nur von (ωn) abhängt.

Beweis: Für β, γ, ω wie oben und 0 ≤ t ≤ 1 schreiben wir

(β + tγ)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
(βk)tn−k(γn−k) = (βn) + nt(βn−1) · γ + O(t2).

Dabei wird O(t2) von den Schnittprodukten (βk ·γn−k) für k = 0, ..., n−2 kontrolliert.
Nun gilt nach Lemma 2.40

|(βk · γn−k)| ≤ Cn(βk · ωn−k) ≤ Cn(ωn).
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Damit können wir O(t2) durch (ωn) kontrollieren. Wir definieren nun die Nef-
Klassen A := β + t(γ + ω) und B := tω und schreiben

(β + tγ)n = (A − B)n = An − n(An−1 · B) + O′(t2).

Dabei wird O′(t2) von (Ak · ωn−k) für k = 0, ..., n − 2 kontrolliert. Wegen β ≤ ω
und γ ≤ ω haben wir mit |t| ≤ 1 : A ≤ 3ω. Damit wird wegen der Monotonie des
Schnittproduktes auch auch O′(t2) von (ωn) kontrolliert. Insgesamt erhalten wir
nun mit Lemma 2.57

volX(A−B) ≥ (An)−n(An−1·B) = (β+tγ)n−O′(t2) = (βn)+nt(βn−1)·γ+O(t2)−O′(t2).

Daher haben wir

volX(A − B) ≥ (βn) + nt(βn−1) · γ + O(t2)

für ein Polynom O(t2), dessen Summanden durch (ωn) beschränkt werden. Für
0 ≤ t ≤ 1 finden wir daher eine Konstante C > 0, die nur von (ωn) abhängt so, dass

volX(A − B) ≥ (βn) + nt(βn−1) · γ −Ct2.

�

Nun können wir das Hauptresultat dieses Kapitels beweisen

Satz 2.59.
Die Volumenfunktion volX besitzt auf dem Big-Kegel des unendlich-dimensionalen
Raumes CN1(X) in jede Richtung eine Richtungsableitung, die durch eine stetige
Linearform auf CN1(X) gegeben ist. Genauer gilt für jede Big-Klasse α ∈ CN1(X)
und jedes γ ∈ CN1(X)

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

volX(α + tγ) = n〈αn−1〉 · γ

Beweis: Sei also α ∈ CN1(X) big und γ ∈ CN1(X) beliebig. Wir wählen eine
Klasse ω = ω(α, γ) ∈ CN1(X) mit den Eigenschaften: ω ist big und nef, α ≤ ω
und ω ± γ ist nef. Wenn β ≤ α eine weitere Nef-Klasse in CN1(X) ist, so gilt auch
β ≤ ω und mit Lemma 2.58 können wir schließen:

volX(α + tγ) ≥ volX(β + tγ) ≥ (βn) + nt(βn−1) · γ −Ct2

für jedes 0 ≤ t ≤ 1 und einer Konstanten C > 0, die nur von (ωn) abhängt. Diese
Ungleichung gilt für jedes β, das nef ist und β ≤ α erfüllt. Bilden wir auf der
rechten Seite das Supremum über alle β, die diese Eigenschaften erfüllen, bleibt
die Ungleichung erhalten und wir erhalten wegen Satz 2.51 und volX(α) = 〈αn〉

exakt
volX(α + tγ) ≥ volX(α) + nt〈αn−1〉 · γ −Ct2

für alle 0 ≤ t ≤ 1. Ersetzen wir γ durch −γ, sieht man sofort, dass die Ungleichung
sogar für −1 ≤ t ≤ 1 gilt. Durch Vertauschen der Rollen von α + tγ ≤ 2ω und
α = (α + tγ) − tγ erhalten wir analog die Abschätzung

volX(α) ≥ volX(α + tγ) − nt〈(α + tγ)n−1〉 · γ −Ct2

mit einer (geeignet vergrößerten) Konstanten C > 0, die nur von (ωn) abhängt und
für |t| < 1 so klein, dass α+ tγ big ist. Für t , 0 erhalten wir als Kombination dieser
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Ungleichungen

nt〈αn−1〉 · γ −Ct2

t
≤

volX(α + tγ) − volX(α)
t

≤
nt〈(α + tγ)n−1〉 · γ +Ct2

t
.

Daher folgt für 0 < |t| hinreichend klein

n〈αn−1〉 · γ −Ct ≤
volX(α + tγ) − volX(α)

t
≤ n〈(α + tγ)n−1〉 · γ +Ct

und wir erhalten wegen der Stetigkeit des positiven Produktes auf dem Big-Kegel
den Grenzwert

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

vol(α + tγ) = n〈αn−1〉 · γ.

Nach Satz 2.37 ist die Abbildung

dvolX(α) : CN1(X)→ R

γ 7→ n〈αn−1〉 · γ

eine stetige Linearform und der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass die Ab-
bildung

Big(X)→ CN1(X)∗

α 7→ dvolX(α)

stetig ist. Dazu geben wir uns ein auf dem Big-Kegel konvergentes Netz (αi)i∈I mit
limi∈I αi = α vor. Dann gilt wegen der Stetigkeit des positiven Produktes auf dem
Big-Kegel für alle γ ∈ CN1(X)

lim
i∈I

dvolX(αi)(γ) = lim
i∈I

n〈αi
n−1〉 · γ = n〈αn−1〉 · γ = dvolX(α)(γ).

Damit ist die Stetigkeit gezeigt. �

In der Tat liefert uns dieses Resultat auch die Differenzierbarkeit der Volumenfunk-
tion in unserem ursprünglichen Raum N1(X).

Korollar 2.60.
Die Volumenfunktion volX besitzt auf dem Big-Kegel des Raumes N1(X) in jede
Richtung eine Richtungsableitung, die durch eine stetige Linearform auf N1(X)
gegeben ist. Genauer gilt für jede Big-Klasse α ∈ N1(X) und jedes γ ∈ N1(X)

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

volX(α + tγ) = n〈ᾱn−1〉 · γ̄.

Dabei sind ᾱ und γ̄ die Bilder von α und γ unter der kanonischen Abbildung
N1(X)→ CN1(X).

Beweis: Weil wir volX auf einem birationalen Modell ausrechnen und das Volumen
invariant unter Pullback ist, sieht man sofort, dass das Diagramm

N1(X)

volX
%%JJJJJJJJJJ

// CN1(X)

volX
��
R

kommutiert. Daher gilt

volX(α + tγ) − volX(α)
t

=
volX(ᾱ + tγ̄) − volX(ᾱ)

t
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und damit
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

volX(α + tγ) = n〈ᾱn−1〉 · γ̄.

Dann ist die Behauptung aber bewiesen, denn die Abbildung

dvolX (α) : N1(X)→ R

γ 7→ n〈ᾱn−1〉 · γ̄

ist als Komposition von linearen und stetigen Abbildungen eine Linearform auf
N1(X). Es bleibt die Stetigkeit der Abbildung

Big(X)→ N1(X)∗

α 7→ dvolX (α)

zu zeigen. Diese ist aber sofort klar, denn nach Konstruktion ist das Diagramm

Big(X)

��

// N1(X)∗

Big(X) // CN1(X)∗

OO

kommutativ. �

Wir erhalten nun als Korollar eine Orthogonalitätseigenschaft

Korollar 2.61.
Für jede pseudo-effektive Klasse α ∈ CN1(X) gilt

〈αn〉 = 〈αn−1〉 · α

Beweis: Wir zeigen die Aussage zunächst für den Fall α big. Es gilt

n〈αn−1〉 · α =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

volX(α + tα) =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(1 + t)n volX(α) = n volX(α) = n〈αn〉.

Sei nun α pseudo-effektiv. Es gilt per Definition

〈αn〉 = lim
ε→0+
〈(α + εω)n〉

mit ω big und wegen der Stetigkeit des Schnittproduktes auch

〈αn−1〉 · α = lim
ε→0+
〈(α + εω)n−1〉 · (α + εω)

mit α + εω big. Also gilt für alle ε > 0

〈(α + εω)n〉 = 〈(α + εω)n−1〉 · (α + εω)

und damit auch
〈αn〉 = 〈αn−1〉 · α.

�





KAPITEL 3

Das Duale des pseudo-effektiven Kegels

3.1. Bewegliche Kurven

Definition 3.1 (duale Kegel).
Sei K ein abgeschlossener, konvexer Kegel in einen endlich-dimensionalen R-
Vektorraum V. Dann ist der duale Kegel K∗ ⊂ V∗ durch

K∗ :=
{
ϕ ∈ V∗ | ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ K

}
gegeben.

Bemerkung 3.2. Sei NE(X) ⊂ Nn−1(X) der Abschluss des Kegels, der von den
Kurven auf X erzeugt wird. Dann gilt nach [Laz04a] Proposition 1.4.28.

NE(X) =
{
γ ∈ Nn−1(X) | (δ · γ) ≥ 0 ∀δ ∈ Nef(X)

}
.

Also sind Nef(X) und NE(X) dual zueinander.

Wir kennen noch einen weiteren abgeschlossenen Kegel in N1(X), den pseudo-
effektiven Kegel. Um den dazu gehörigen dualen Kegel zu charakterisieren, benö-
tigen wir die Theorie der „beweglichen Kurven“.

Definition 3.3 (Bewegliche Kurven).
Sei X eine irreduzible projektive Varietät der Dimension n. Eine Klasse γ ∈
Nn−1(X) heißt strikt beweglich oder „strongly movable“, wenn ein birationaler
Morphismus µ : X′ → X mit amplen Klassen a1, ..., an−1 in N1(X′) existiert, so
dass

γ = µ∗(a1 · ... · an−1)
gilt. Der Kegel der beweglichen Kurven („movable cone“)

Mov(X) ⊂ Nn−1(X)

ist der Abschluss des konvexen Kegels, der von den strikt beweglichen Klassen
erzeugt wird.

Eine grundlegende Eigenschaft dieses Kegels liefert uns

Lemma 3.4.
Sei γ ∈ Nn−1(X) eine strikt bewegliche Klasse. Dann gilt

(γ · e) ≥ 0

für jede effektive Klasse e ∈ N1(X).

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04b] Lemma 11.4.18. �
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Korollar 3.5.
Sei X eine irreduzible projektive Varietät der Dimension n. Dann gilt:

Psef(X) ⊂ Mov(X)∗.

Beweis: Sei ξ ∈ N1(X) pseudo-effektiv. Dann existiert eine Folge effektiver Divi-
soren (ξk)k∈N, die gegen ξ konvergiert. Nach dem Lemma gilt für alle k und alle
beweglichen Klassen γ ∈ Mov(X)

(γ · ξk) ≥ 0

und wegen der Stetigkeit des Schnittproduktes auch

(γ · ξ) ≥ 0.

Also liefert uns ξ eine Linearform

ϕξ : Nn−1 → R

γ 7→ (γ · ξ)

in Mov(X)∗. �

3.2. BDPP

Bevor wir den Beweis für den Satz von Boucksom, Demailly, Paun und Peternell
führen können, benötigen wir noch ein Lemma über den Rand des Kegels der be-
weglichen Kurven.

Lemma 3.6.
Sei X eine projektive Varietät der Dimension n, µ : X′ → X ein birationaler Mor-
phismus und sei α ∈ N1(X′) nef. Dann ist die Klasse µ∗(αn−1) im Kegel der beweg-
lichen Kurven enthalten.

Beweis: Sei (αi)i∈N eine Folge ampler Divisoren, die gegen α konvergiert. Dann
sind die Klassen µ∗(αi

n−1) strikt beweglich, also µ∗(αi
n−1) ∈ Mov(X) für alle i ∈ N.

Wegen der Stetigkeit des Pushforwards ist dann

µ∗(αn−1) = lim
i→∞
µ∗(αi

n−1) ∈ Mov(X).

�

Ferner gilt

Lemma 3.7.
Falls Psef(X) eine echte Teilmenge von Mov(X)∗ ist, so existiert ein α ∈ N1(X) auf
dem Rand des pseudo-effektiven Kegels, dass im Inneren von Mov(X)∗ liegt.

Beweis: Wegen Psef(X) ( Mov(X)∗ gilt

Big(X) =
◦

Psef(X) (
◦

Mov(X)∗,

denn der Big-Kegel ist bereits eine offene Teilmenge in N1(X). Wähle nun

β1 ∈ Big(X) und β2 ∈

◦

Mov(X)∗. Sei S die Strecke, die β1 und β2 verbindet.
Weil das Innere von Mov(X)∗ ein konvexer Kegel ist, liegen alle Punke von S
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im Inneren von Mov(X)∗. Da der Anfangspunkt im Big-Kegel und der Endpunkt
außerhalb des Big-Kegels liegt, muss daher ein Punkt von S auf dem Rand des
pseudo-effektiven Kegels liegen. �

Wir sind nun in der Lage, mit Hilfe des Kalküls aus Kapitel 2 die andere Inklusion
zu zeigen.

Satz 3.8 (BDPP, Boucksom-Demailly-Paun-Peternell).
Sei X eine projektive Varietät der Dimension n. Dann sind sind die Kegel Mov(X)
und Psef(X) dual zueinander, d.h.

Mov(X)∗ = Psef(X).

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass Psef(X) ⊂ Mov(X)∗ gilt. Angenommen
die Ungleichung ist strikt. Dann existiert nach Lemma 3.7 ein α auf dem Rand
das pseudo-effektiven Kegels, dass im Inneren von Mov(X)∗ liegt. Wir wählen ei-
ne ample Klasse h ∈ N1(X). Weil α im Inneren liegt, existiert ein ε > 0 so, dass
α − εh ∈ Mov(X)∗ gilt. Nach der Definition des dualen Kegels gilt dann

(α · γ)
(h · γ)

≥ ε(3.1)

für alle γ ∈ Mov(X).
Wir betrachten nun die Divisoren als Cartier- oder Weil-Klassen im Riemann-
Zariski-Raum von X. Fürω ∈ Big(X) und t > 0 ist α+tω als Summe einer Psef- und
einer Big-Klasse big und es gilt wegen dem Orthogonalitätskriterium aus Korollar
2.61:

α · 〈(α + tω)n−1〉
t→0
−→ α · 〈αn−1〉 = 〈αn〉 = volX(α).

Die verallgemeinerte Hodge-Typ-Ungleichung ([Laz04a] Theorem 1.6.1) liefert
uns nun

h · βn−1
t ≥ (hn)

1
n · (βn

t )
n−1

n

für alle βt ≤ α + tω mit βt nef. Wenn wir das Supremum auf beiden Seiten bilden,
erhalten wir

h · 〈(α + tω)n−1〉 ≥ (hn)
1
n · 〈(α + tω)n〉

n−1
n .

Zusammen mit Satz 2.56 ergeben diese Ungleichungen die Abschätzung

α · 〈(α + tω)n−1〉

h · 〈(α + tω)n−1〉
≤
α · 〈(α + tω)n−1〉

(hn)
1
n · 〈(α + tω)n〉

n−1
n

t→0
−→

〈αn〉

(hn)
1
n · 〈αn〉

n−1
n

=
1

(hn)
1
n

· 〈αn〉
1
n = 0,

da α auf dem Rand des pseudo-effektiven Kegels liegt.
Wir wählen nun t0 > 0 so, dass

α · 〈(α + t0ω)n−1〉

h · 〈(α + t0ω)n−1〉
< ε

gilt. Wir wissen, dass nach Satz 2.51 und dem Existenzbeweis des positiven Pro-
duktes eine Indexmenge I und ein Netz (βi)i∈I in CN1(X) existiert mit βi nef,
βi ≤ α + t0ω und

(βi)n−1 i∈I
−→ 〈(α + t0ω)n−1〉,
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denn 〈(α+ t0ω)n−1〉 ist als Supremum insbesondere ein Häufungspunkt. Wegen der
Stetigkeit des Schnittproduktes haben wir nun:

α · (βi)n−1 i∈I
−→ α · 〈(α + t0ω)n−1〉 ∈ R

und
h · (βi)n−1 i∈I

−→ h · 〈(α + t0ω)n−1〉 ∈ R

also insgesamt
α · (βi)n−1

h · (βi)n−1
i∈I
−→
α · 〈(α + t0ω)n−1〉

h · 〈(α + t0ω)n−1〉
< ε.

Also existiert ein i0 ∈ I so, dass

α · (βi0)n−1

h · (βi0)n−1 < ε

gilt.
Wir wählen einen Nef-Repräsentanten βi0,π ∈ N1(Xπ) für βi0 . Wegen Lemma 3.6
ist für die zugehörige Modifikation µ : Xπ → X der Pushforward µ∗((βi0,π)

n−1) in
Mov(X) und es gilt wegen der Projektionsformel

α · µ∗((βi0,π)
n−1)

h · µ∗(((βi0,π)n−1)
=
µ∗(α) · (βi0,π)

n−1

µ∗(h) · (βi0,π)n−1 =
α · (βi0)n−1

h · (βi0)n−1 < ε.

Dabei fassen wir auf der linken Seite α und h als Elemente von N1(X) auf. Auf
der rechten Seite können wir dann α statt µ∗(α) schreiben, denn die zugehörigen
Cartier-Klassen und Schnittprodukte in CN1(X) sind gleich. Damit haben wir aber
einen Widerspruch zu Gleichung (3.1) und der Satz ist bewiesen. �

Man erhält als Kombination des obigen Satzes und einem Satz von Miyaoka und
Mori eine Charakterisierung von unigeregelten Varietäten.

Satz 3.9 (Charakterisierung von unigeregelten Varietäten).
Sei X eine glatte projektive Varietät. Dann ist X genau dann unigeregelt, wenn das
kanonische Bündel KX nicht pseudo-effektiv ist.

Beweis: Wir verweisen auf [Laz04b] Korollar 11.4.20. �
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Notation

Zk(X) Gruppe der k-Zykel auf einer Varietät X
Ak(X) Gruppe der rationalen k-Zykel auf einer Varietät X
A(X) Chow-Ring einer Varietät X
Nk(X) Gruppe der numerischen k-Zykel auf einer Varietät X
c1(L) erste Chern-Klasse eines Geradenbündels L
ch(L) Chern-Charakter eines Geradenbündels L
K(X) Grothendieck-Gruppe einer Varietät X

Nk(X)R der reelle Vektorraum der numerischen k-Zykel auf einer Varietät X
Amp(X) Kegel der amplen Divisoren auf einer Varietät X
Nef(X) Kegel der numerisch-effektiven Divisoren auf einer Varietät X
κ(L) Iitaka-Dimension des Geradenbündels L

Psef(X) Kegel der pseudo-effektiven Divisoren auf einer Varietät X
Big(X) Kegel der Big-Divisoren auf einer Varietät X
volX(L) Volumen des Geradenbündels L auf der Varietät X
volX(D) Volumen des Divisors D auf der Varietät X
X Riemann-Zariski-Raum einer Varietät X

N p(X) Raum der p-kodimensionalen Weil-Klassen auf X
hπ die kanonische Abbildung hπ : N p(X)→ N p(Xπ)

CN p(X) Raum der p-kodimensionalen Cartier-Klassen auf X
gπ die kanonische Abbildung gπ : N p(Xπ)→ CN p(X)
ι die kanonische Injektion ι : CN p(X)→ N p(X)

Psef(X) Kegel der pseudo-effektiven Divisoren auf X
Big(X) Kegel der Big-Divisoren auf X

〈α1 · ... · αp〉 das positive Schnittprodukt
volX(α) Volumen des Cartier-Divisors α auf X
Mov(X) Kegel der beweglichen Kurven auf einer Varietät X
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